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人 们 在 工作 或 日 常生 活 中 ， 总 是 机 处 理 数 的 。 这 些 数 可 分 
为 两 类 ， 一 类 是 精确 地 反映 实际 情况 的 ， 称 为 精确 数 、 准 确 数 
或 真 值 。 如 某 教室 里 的 学 生 数 为 42 人 ， 数 42 是 个 准确 数 。 另 一 
类 则 不 是 这 样 ， 称 为 近似 数 或 称 某 准确 数 的 近似 值 。 如 测量 某 
桌子 的 长 度 为 10 厘米 ， 则 110 是 个 近似 数 。 同 样 计算 面积 、 体 
积 、 重 量 等 所 得 的 数 都 是 近似 数 ,一 个 量 的 准确 数 与 其 近似 数 
之 差 ， 称 为 误差 。 近 似 数 是 有 误差 的 数 ， 在 工作 中 出 现 误差 的 
大 小 (或 精度 ) 往往 是 标志 着 一 个 工作 人 员 的 工作 质量 。 工 作 
中 对 近似 数 的 问题 车 处 理 不 当 ， 不 是 浪费 时 间 ， 就 是 给 工作 带 
来 损失 ， 甚 至 严重 损失 。 册 于 近似 数 是 大 量 存 在 的 ， 所 以 在 计 
算 方 法 里 ， 首 先 讨论 误差 的 概念 ， 就 是 非常 必要 的 了 。 误差 的 
内 容 相 当 丰 富 ， 针 对 我 们 需要 ， 在 本 章 里 主要 讨论 误差 来 源 ， 
一 个 近似 数 的 误差 ， 以 及 如 何 表 示 原 始 数 据 的 误差 对 计算 结果 
的 影响 等 。 


$2 误差 的 来 源 


误差 的 米 源 ， 即 产生 误差 的 原因 ， 实 际 上 是 各 种 各 样 的 。 
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vr pp ase а-у ES wR 


在 本 节 中 所 要 讨论 的 误差 ， 有 下 列 几 种 ， 其 中 过 失误 差 在 此 不 
予 讨论 ， 

(一 ) 数学 模型 误差 

在 生产 斗争 和 科学 实 上 路 中 ， 若 对 客观 事物 或 现象 作 定量 的 
分 析 ， 总 要 抓 住 其 中 的 主要 矛盾 ， 而 忽略 其 次 要 因素 建立 起 已 
知 量 与 未 知 量 之 间 的 数量 关系 式 ， 即 数学 模型 。 这 种 数学 模型 
与 实际 问题 之 间 经 常 要 有 一 定 的 距离 ， 此 即 所 谓 数学 模型 误 
#. 

例如 ， 质 量 为 mm 的 物体 ， 在 重力 作用 下 ， 自 由 下 落 ， 其 下 
落 距 离 s 与 时 间 t 满足 下 列 微分 方程 ; 


ds _ 
m = mg (1.1) 


其 中 g 为 重力 加 速度 。 

方程 《1,1 ) 就 是 自由 落体 的 数学 模型 . 它 忽 略 了 空气 阻 
力 这 个 因素 。 从 而 由 〈1. 1》 求 出 的 在 某 一 时 刻 t 的 下 落 距 离 
s ， 也 必然 是 近似 的 ， 是 有 误差 的 。 


(=) 观测 误差 

在 数学 模型 中 往往 有 若干 参数 或 常数 ， 它 们 多 半 是 观测 得 
来 的 ， 因 此 必然 有 误差 ， 称 之 为 观测 误差， 

例如 ( 1,1》 中 的 重力 加 速度 g ， 就 是 观测 来 的 ， 观 测 值 
的 精度 ， 依 束 于 测量 仪器 的 精密 程度 ， 还 要 依赖 于 人 的 视力 等 
等 。 其 它 还 有 比重 、 阻 力 系数 等 等 、 都 是 观测 米 的 ， 也 都 含有 
误差 . 在 通常 情况 下 ， 用 尺 来 度量 物体 得 到 的 数据 都 具有 观测 
误差 ， 


(=) Җ 断 误差 
当 对 数学 模型 ， 不 能 简单 地 求 出 其 精确 解 时 ， 丈 必然 采取 


某 种 右 效 的 数值 解法 。 首 先 要 用 简单 的 数学 表示 式 代 替 数 学 模 
型 ， 这 样 产生 的 误差 ， 称 方法 误差 或 截断 误差 

例如 ， 用 收敛 的 无 穷 级 数 的 前 n 项 和 作为 该 级 数 和 的 近似 
值 , 其 余 项 就 是 截断 误差 。 如 以 


S, (x) sitat + ду 
代替 
e+ 
其 截断 误差 〈 余 项 ) 为 
"+1 
R, (х) =e >» ОРЕ 


ЖР š # 0 Бух 21, 


(W) £ 入 误差 


在 实际 计算 中 ， 不 管用 什么 样 的 数字 计算 工具 ， 只 能 用 有 
限 位 数 进行 。 如 有 的 电子 计算 机 或 计算 器 ,只 能 对 十 进 制 八 位 
数 进行 运算 ， 对 超过 八 位 的 数 ， 它 会 把 它 合 入 成 八 位 的 数 ， 再 
进行 处 理 。 这样 由 于 对 数 进行 售 入 产生 的 误差 ， 称 为 金 入 误 
差 ， 至 于 舍 入 的 具体 办 法 有 大 家 所 熟悉 的 四 含 五 入 法 。 不 过 车 
被 会 去 部 分 的 首位 数字 是 5， 其 余 锋 为 0 时 , 还 有 所 讽 四 合 五 入 
的 偶数 法 则 ， 即 当 保 留 部 分 的 末 位 数字 是 侦 数 时 ， 就 会 ， 是 奇 
数 时 ， 就 入 ( 进 1) | 

Д, А = 3.141500, а= 23.56450, 
取 具 有 三 位 小 数 的 近似 值 分 别 为 : 


А=3,142, а== 23.564 
实践 表明 ， 进 行 大 量 运算 时 ， 按 四 会 五 入 法 进行 合 入 ， 整 
个 计算 过 程 的 误差 积累 较 小 . 


DI KERERE RRT RAEE RARE) 。 
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Юй, RER x раф УЗЕО ПИН, 
7==3,1415 
用 收尾 法 取 ， 就 是 
T == 3,1416 
在 计算 方法 中 所 考虑 的 误差 主要 是 截断 误差 和 舍 入 误差 。 


55 近似 数 的 误差 表示 法 


近似 数 的 误差 表示 法 ， 也 就 是 对 近似 数 精确 度 的 表示 法 ， 
在 不 同 的 场合 下 ， 其 方法 名 有 有 不同 。 本 节 我 们 将 介绍 几 种 常用 
的 方法 及 其 相互 间 的 联系 ， 

(一 ) 绝对 误差 

定义 1 设 x* 是 某 量 的 准确 值 ，x 是 其 近似 值 ， 我 们 称 差 

e, = x* — x 

A x 对 x* 的 绝对 误差 ,或 x 的 绝对 误差 或 x 的 误差 。 

由 定义 1 可 知 ，e: 可 正 可 人 灸 ， 当 e: 之 0 时 ， 称 x 为 x* 的 不 
是 近似 值 ， 当 e: < 0 НЯ x 为 x* 的 过 剩 近似 值 。 

le: | 的 大 小 ， 标 志 着 x 的 精度 ， 一 般 地 ， 在 同一 是 的 不 同 
近似 值 中 ，|e; | 越 小 ，x 的 精度 越 高 。 

但 es 并 不 是 永远 能 求 出 来 的 。 ° “. "V 

例如 ， 若 用 以 寸 为 最 小 刻度 的 市 尺 去 量 桌 和子 的 长 ， 大 约 为 
3.,45 尺 ， 求 3.45 尺 的 绝对 误差 ， | 

ЖН, АИК х ERM, РЕЗ. 50У 
ЗЕЛ АОН. 在 实际 中 这 类 问题 很 多 。 于 是 定义 1 就 失去 了 实 
际 意 义 。 为 解决 这 一 问题 ， 通 常用 一 个 满足 |e,|< Ax 的 较 小 
的 数 Ax 表 示 近 似 数 x 的 绝对 误差 的 上 限 ， 称 数 Ax 为 近似 数 x 
的 绝对 误差 界 . 

出 Ax 的 定义 可 若 


К вае а 


le: | = 1x* -x| <Ax (3,1) 
© | 
x— ДАх=х*=<<х + Ах (3.1): 
有 时 记 x 与 Ax 为 Xx( 土 4x) 或 x+ Ax, 
例如 ， 在 真空 中 光速 c= 299796 + 4 公里 / 秒 ， 
El! 
29979245 /#$t < c <299800/5 E/F), 
我 们 还 要 指出 ， 取 4x， 一 般 地 从 |е, | В Е ЕЕ 
数字 起 用 收尾 法 取 到 食 有 1 个 或 2 个 数字 为 宜 . | 
有 了 绝对 误差 界 的 概 您 ， 上 述 尝 子 长 度 的 问题 ， 就 容易 解 
ET. RATKEAA", ле 40 尺 与 3， 50 尺 之 
间 、 所 以 le: | 不 会 超过 半 寸 . 即 
[е1 = |х* м мч RO 
所 以 АЗ.45=0.05, 
显然 用 去 尾 法 或 收尾 法 截取 的 近似 数 ， 其 1e. | 都 不 会 超过 
近似 数 末 位 的 一 个 单位 ， 所 以 其 绝对 误差 界 可 取 为 该 近似 教 的 
末 位 的 一 个 单位 。 | 
Мп, HAHAE z, 用 去 尾 法 和 收尾 法 截取 三 位 数 ， 就 得 
3.14 和 3.15。 它 们 的 绝对 误差 界 都 是 0.01， 即 43.14=0.01， 
A3.15=0.01, | 
若 用 四 舍 五 入 法 对 7 截取 五 位 数字 ， 则 得 3.1416， 其 绝对 


误差 界 A3.1416 = x10-4=0.00005, 


- 般 情况 下 用 四 会 五 入 法 截取 的 近似 数 x 的 1e: | 不 超过 x* 

的 末 位 的 半 个 单位 ， 所 以 Ax 可 取 为 该 近似 数 x 的 末 售 的 举 个 
单位 ， 设 10* (s 为 整数 〉 为 x 的 末 位 数字 所 在 的 位 。 则 “ 

Ах=-—1-х10°* а 

° ( 3.2 > 


БШ, а=3.1416 是 对 元 用 四 会 五 入 法 截取 的 近似 值 ， 
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6 所 在 的 位 是 104《〈 即 s = — 4). Ж 


A3.1416= -5 -x 107 


a4 


特别 当 x* = xi, e= 0, Ax= 0. 

应 当 指 出 在 通常 情况 下 ， 我 们 所 说 的 绝对 误 盖 ， 郡 是 指 绝 
对 误差 界 而 言 ， 

绝对 误差 不 能 用 来 比较 不 同 条 件 下 的 近似 数 的 精度 ， 


(D H F Ж Ж 


先 看 一 个 剑 子 ， 设 甲 买 一 吨 煤 有 10 帮 的 误差 ， 乙 买 100 Jr 
煤 也 有 10 斤 误差 ， 哪 一 个 情况 更 好 些 嘱 ? 显然 甲 的 情况 好 一 
些 。 而 乙 的 情况 是 不 能 允许 的 ， 原 因 是 “误差 太 大 ”。 为 什么 
太 大 呢 ? 这 是 人 们 在 头脑 里 已 把 10 斤 的 误差 与 购买 量 做 了 比较 
的 结果 。 即 乙 买 的 煤 ， 每 10 斤 就 有 1 MRE, 一手 有 0.1 斤 的 
误差 ， 而 四 买 煤 每 100 玉 才 有 半 斤 误差 ， 一 斤 有 0,005 斤 误差 ， 
可 见 一 个 量 的 近似 值 的 精度 ， 不 但 与 绝对 误差 有 关 ， 而 县 还 与 
该 量 本 身 的 大 小 有 关 ， 单 位 量 上 具有 的 误差 。 为 在 一 般 情 况 下 
反映 这 - -现象 ， 我 们 引入 尼 示 近似 值 精度 的 另 一 尺度 。 

定义 2 ”在 定义 1 的 假设 下 ， 我 们 称 比 值 
e, _ x*—x 
xT х* 
A x 对 x* 的 相对 误差 ， 或 近似 数 x 的 相对 误差 ， 

一 般 地 ， 在 同一 重 或 不 同 量 的 几 个 近似 值 中 ,iB.1 小 者 ， 
x 的 精度 高 。 | 

但 在 实际 计算 中 由 于 x* 未 知 ，ex 不 能 精确 地 求 得 ， 所 以 8。 
也 不 能 精确 地 算出 。 从 而 与 处 理 绝对 误差 那样 ， 我 们 引入 近似 


(8.1 = 


8, = 


(3.3) 


$< 


~ 6x=sç 8, <дх 
作为 实用 公式 ， 我 们 取 
6x= ^X. Вр Ax=| х {ôx (3.4) 
| Х| | 
以 后 简称 5x 就 是 x 关于 x* 的 相对 误差 ， 有 了 这 个 公式 ， 就 
可 以 算出 上 面 量 桌 子 长 度 的 相对 误差 界 为 


= 003 0.015= 
83.45 = -pt S0.015=-1.5% 


甲 与 乙 买 煤 的 相对 误差 界 分 别 为 
2000 = 10 _ = ë 
82000 = -3500 = 0.005 =0.5% 


a Зр = 
5100 = 100 0.10 =10% 


后 者 是 前 者 的 20 倍 ， 误 差 太 大 ,工作 质量 不 好 ， | 
шёх ж Жр, ЖН] 18 Е WL rin {Ш{& rb ЭТАЖ 
的 绝对 误差 。 或 者 说 ， 绝 对 误差 在 整个 近似 值 中 占有 的 比重 ， 
所 以 它 是 不 名 数 ， 因 而 有 广泛 的 适用 性 ， 它 能 更 好 地 反 路 出 误 
差 的 特性 ， 或 近似 数 的 精度 。 
由 于 6x-… 般 比较 小 ， 都 是 以 小 数 形式 出 现 的 ， 故 经 常 把 它 
表示 为 百分数 的 形式 ， 从 而 有 百 分 误 差 之 称 。 
(=) f жж + J 
在 实际 工作 中 ， 人 们 总 是 愿意 把 近似 数 写成 十 进 制 的 有 限 
形式 .因此 就 总 结 出 不 通过 计算 绝对 误差 或 相对 误差 ， 而 直接 
申 组 成 近似 数 的 数字 个 数 来 表示 近似 数 精度 的 方法 。 | 
RA, ЕАУ ЗЕ ИГЫ 210) ЖЖЖ PJ) S. #| 
如 ， 
42.67 =4X 10! +2% 100 +6X107!+7x107? 
0.0367 =3 X 1077+86 x 107? +7Xx 1074 


一 般 地 ， 可 将 准确 数 x* (и> 0) 的 近似 值守 表示 为 
x=x,X 10" +xX 10"7t +- t x, X10 70 
+e +x, X10111 (3.59) 
Ep0, х;, х, y X, @5900, 1. 2. =, 9 ФЕЈ 
FRF. р, RERS, m { 称 为 x 的 阶 ) 为 整数 ， 
定义 3 Xİ (3.59, MẸ 
1 
2 
WER x 准确 到 10°-**' 位 ， 或 者 说 x 是 其 有 了 个 有 效 数 位 的 近 
ИЖ. Жїнї", 1077, e, 109729! 都 是 x 的 有 效 数位 ， 
特别 当 x 淮 确 到 末 位 《中 p=n》 时 ， 称 x 为 n 位 有 效 数 . 
其 中 x1，xz:，…。x. 分 别称 为 x 的 第 1 ,第 2，…， 第 nn 位 有 
AAF, 
例 1 设 x=3.142 为 zt 的 近似 值 ， 验 证 xX* 有 几 个 有 效 数 


Ax- -x 10"? +** (3.6 > 


=, 
 # 因为 | 
| = 0.000407-::<0.0005 = — 102 


1 


所 以 A3.142 = a” 1073 


此 处 m=0，m-p+l= 一 3， 所 以 p=4， 即 3.142 中 的 3， 
1 ，4，2 是 其 4 个 有 效 数 字 。3,142 是 有 效 数 。 
2 著 以 22/7 的 近似 值 3 .142857 作 为 工 的 近似 值 ， 它 有 
儿 个 有 效 数 位 ? 
E Hz 
|x —3.142857| =0.00126---<0.002 
所 以 取 | | 
43.142857<<0.002<- 5-х 1073 


m= 0, m-p+1=-2, p= 3, BB3.142857F r WRA 3 个 
有 效 数 位 的 近似 值 ， 

读者 不 难 验 证 ， 从 准确 数 中 用 四 会 五 入 法 截 下 的 近似 什 ， 
都 是 有 效 数 。 这 就 是 说 它 的 绝对 误差 界 可 取 为 本 位 的 半 个 а 
位 。 

我 们 约定 : 原始 数据 都 要 用 有 效 数字 写 .。 凡是 不 标明 绝对 
《或 相对 ) 误差 界 的 近似 数 ， 都 被 认为 是 有 效 数 ， 

这 样 一 来 ， 从 一 个 近似 数 的 表示 式 就 知道 了 它 的 绝对 误差 
界 〈( 不 超过 末 位 的 半 个 单位 》 或 精度 ， 

显然 ， 在 〈3,6 ) 的 条 件 下 ， 一般 地 ， 有 效 数位 多 的 近似 
ЖЕ. 

ТЕХ EST A 3.108 Y л Ж. WAE 
示 А3.1<-] > X10-!， 而 后 者 表示 43， ne X10722, RBH3.10 Ж 
3.1 EREN. ЭТА Ж ШШ. АЕР {ЙЕЛ ЭЕ 
Ж. 

例如 ， 我 国 1979 年 的 粮食 产量 为 三 万 二 иил, 
应 写 为 32490 х 104。 吨 。 这 是 近似 数 , 它 表 明 A32490 x 104 < 
| x10, (5+). ВИЙ 32490x 104 中 有 5 个 有 效 数字 : 
3，2，4，9，0， 如 果 把 它 写 为 
| 3249 х 105, 324900000 
RAHAT. ПАЛА ЕА SL ST, F 8 
ЖА Ш. КЕЛЕ 32 BU 

在 一 些 科学 计算 中 , 往往 把 数 ， 例 如 ，3 31.40590, #& 
0.0003140590 分 别 表示 为 

0.3140590 x102, 0.3140590 x 10-2 

这 时 数 的 泽 点 表示 ， 其 中 0.3140590 为 有 效 数 ， 


必须 指出 ， 在 定义 3 中 的 Ax< 1077777, HARA 
10% < Ах X10 ++ (3.7) 
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em чова во еа m 76 пари pr от 一 


否则 ， 与 绝对 误差 界 的 定义 就 有 矛盾 了 。 


(四) 有 效 数字 个 数 与 相对 误差 界 

在 定义 3 中 表明 了 近似 数 的 有 效 数字 个 数 与 绝对 误 姜 界 的 
关系 .下面 指 出 有 效 数字 (位 个 数 与 相对 误差 界 的 关系 。 

定理 1 如果 近似 数 x* 有 p 个 有 效 数 字 《 位 》 则 


10-(9+ 02 Bx 11070979 (3.8) 
1 


其 中 x: 为 x 的 第 1 个 非 零 数字 ， 
证 明 н (3.5) 知 

xi Xx 10 х (х + 1) х 10" (3.9) 
所 以 出 〈3.3) 及 定义 3 得 
2х 23% 10": с 1 
x -xX 10" 2x, 
另 一 方面 , H (3.7) 及 (3.9) 得 
_ Ax 10"—” 


x = x 10-'*-!) 


бк 2 еру іб" 
= сс 10770210799 ЕЯ, | 
例如 ， 取 3.14 为 工 的 近似 值 ， 其 相对 误差 界 由 (3.8) 可 得 


ч = 1 -t+3=1} .| TE 7 gi 
š <= ~X] = — 3. = Ü, 
93.14 K3 19 6 10 0.17% 


车 用 《 3.3 ) Ж, BH 
-43.14 -0.16 
3.14 314 


可 见 用 〈3.8) 估计 6x， 虽 然 简便 ， 但 结果 比较 粗糙 ， | 
推论 如 果 6x>> x10-*， 则 x 会 有 的 有 效 数 字 D A 
ЖШ р. 

证 明 ”用 反 证 法 。 假 设 x 有 p+ 1 个 有 效 数 字 《〈 位 》， 则 由 


03.14 =0,051% 
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S ate = 


gzl -5e 1 一 由 
XE 2 x 10 = > x 10 


这 与 题 设 矛盾 。 证 完 ， 

例 3 RVE RREME a, Was- x 0-3, 

解 AAV 6 =2.4494*… ‚ i= 2 a An AA ЖЖ 
“E, BREL, six, 4 


1. х10-9-9 < х1073 
д ЛАЗ АУ ЛЈЕЖ n, ви. а= 2.449, 
就 合乎 要 求 。 因 为 
82.449&-4-х 107? 
反之 ， 如 果 已 知 近 他 数 x 的 相对 误差 界 及 xi， 则 由 下 述 定 
理 可 估计 出 x 的 有 效 数 字 《 位 》 个 数 ， 
定理 2 如果 已 知 近 似 数 x АНХ Ж 


1 —(p— 1) 
ор) х10 (3.10) 


MJ x 至 少 有 个 有 效 数 字 【〈 位 ) 。 
证 明 由 (3.3) Ж (3.9) , (3.10) 5 


1 Еа 
= < m L n (?—1} 
Ax = x x 6x=< (x, +1) x10 ару OQ 


0 
由 定义 3 知 Xx 至 少 有 P 个 有 效 数字 位 ，. 证 完 。 
《五 ) $£ A “F 
最 后 指出 ， 在 实际 中 也 往往 将 x 的 绝对 误差 界 放宽 一 些 ， 
代 巷 有 效 数 位 和 有 效 数 字 ， 而 引入 可 靠 数位 和 可 靠 数 字 。 
11 


定义 4 E (3.5) tF, ШЖ 
Ах=10"7? 

则 称 х 为 具有 个 可 靠 数位 的 近似 数 . 

特别 当 n =p 时 ， 就 称 * 为 具有 nn 个 可 靠 数位 ，x1,x2，…， 
x 分 别称 为 * 的 第 1 个 ,第 2 个 ，…， 第 个 可 靠 数字 ， 

显然 有 效 数 一 定 也 是 可 靠 数 ， 反 之 当然 不 一 定 成 立 。 用 收 
尾 法 或 去 尾 法 截取 的 近似 数 是 可 靠 的 ， 

如 果 把 定理 1 。 推 论 及 定理 2 中 的 有 效 二 宁 改 为 可 靠 ， 各 
不 等 式 中 的 地 换 成 1 ， 则 可 得 可 些 数 字 〔 位 》 个 数 与 相对 误差 
界 的 诸 关 系 〔 证 明 略 ). 


2J Rh 1.3 


1 ERATES MRE Е. 
2 а=225 (+1), b=2.25 (+0.01) , с= 0.00225 
〈 土 0.00001)， 这 三 个 数 哪个 精度 高 ? 由 此 可 得 出 什么 结论 ? 

з ”用 最 小 刻度 为 厘米 的 米 尺 量 康子 长 为 1,15 米 ， 著 用 最 
小 刻度 为 分 的 市 尺 量 桌子 长 为 3.45 尺 ， 哪 个 准确 些 ， 产 因 是 什 
21 | 

4 ”制作 一 个 直径 为 20mm 的 滚珠 ， 容 许 直 径 的 绝对 误差 
界 为 0.012mum， 合 格 品 的 直径 应 在 哪个 范围 内 ? 

5 Жуто а, 使 ¿.<0.1%. 

С Еа ЕА 
求 此 近似 值 的 有 效 数位 个 数 。 

7 ”如 果 *x* 有 n 个 有 效 数字 Сә, 


бх. x10771 


в Ж бх=с-х107', REEDA pi Ж Р 
《位 ) 。 
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9 ESM 6a 满 足下 列 不 等 式 
107i +?) << х 107-1) 


试 估 计 a 的 有 效 数位 个 数 ， 


34 误差 的 传播 


在 近似 数 的 运算 过 程 中 ， 已 知 数 据 〈 初 始 数据 ) 的 误差 ， 
对 计算 结果 是 有 影响 的 。 这 就 是 所 谓 误差 的 传播 问题 误差 的 
传播 是 否 可 控 ， 标 志 着 一 个 数值 方法 能 宕 在 电子 计算 机 上 使 用 
的 问题 ， 这 个 问题 很 重要 ， 本 节 我 们 将 给 出 几 个 有 关 的 基本 概 


A 
Жл ө 


—) ийн Ж 

а ао Xa EAK (X,ar a 附近 
Ti, A= (ao qs，…，as》 为 附近 的 点 ，0; 为 <; 的 近似值 
G=1,2," n), еа, К ЗЕ, 我 们 讨论 用 (4) 代替 1(x) 
时 的 误差 ， 

由 数学 分 析 知 道 ， 通 数 的 改变 量 ， 即 误差 为 

Аў = f(x1, Xa Xa) — f (aisd2s*,8,) = а} + 0(р) 

其 中 p= (ей+ер+ + tel)? ‚ 34 p 一 0 时 ，0(p) Шот 
级 的 无 穷 小 量 ， 


df = Са ) e+ г ёз + (21-) e (4.1) 


Ох ZA ох, 

是 了 在 点 入 处 的 全 微分 ,我 们 就 取 dj 为 了 在 A 处 的 绝对 误差 ， 
їе; = df , 

в, (2 1. ) | 越 大 ,初始 数据 的 误差 6; 对 计算 结 


果 一 函数 值 的 影响 也 越 大 。 称 |( 去 上 ) ,| 为 在 绝对 误差 意义 
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стс. аасы. ыру зу ai e рлар с s nm. weer б. ——F í е 


下 ，f 在 点 A 处 的 条 件数 ， 记 为 cond(, 。 当 |( 2 ) | 很 大 


时 ， 称 了 在 A 处 是 坏 象 件 的 。 否则 ， 是 好 条 件 的 ， 
但 对 很 多 问题 的 计算 结果 的 精度 用 相对 误差 来 刻画 会 更 好 ， 
些 ， 于 是 


Ва, +0, а, АН 31600 £, =-2 i КА) = 0, 


е а 则 由 а. D 得 
e= (2 э) TG TA) a Es; (4. 2) 
BR (JE) ,了 区 3 反映 误差 对 计算 结果 的 


影响 ， s; Wini ы =, итни 
于 各 | 为 在 相对 误差 意义 下，f 在 


点 4 处 的 条 件数 ， н cond (f), MERKE. Ff 在 和 A 处 为 
坏 条 件 的 ， 否 则 是 好 条 件 的 。 注意， 当 不 提 在 什么 意义 下 


时 ， 是 指 在 相对 误差 意义 下 ) ERREF, MIA ТОНУ бо 
的 误差 会 很 大 。 这 时 的 代替 是 不 适宜 的 。 i 


例如 ， 设 f(x) = xz+x%- 10100, Wx=100BJ, ](100) =0, 
当 x=< 上 a= 99], ](99) = – 200. HI 
сопа (ў), = |]/' (а) | = 199 


сопа (f) = = |199x -? АЕ 


I (ne 2 _ 
FP (а) 785 | 


可 见 不 论 在 什么 意义 下 ， f (x) 在 处 是 坏 条 件 的 、 用 99) 
代替 (100) ， 作 为 其 近似 值 是 不 适宜 的 。 

(二 ) 代数 运算 结果 的 误差 

1 ”和 的 误差 # 


fxi) = xit хз, Wx =a, Хаа, 0X a> Q 


`200 
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ВН (4. 2) 得 


a 
=— _ь + е. (4, 3) 
a + а2 aitaz { š 


є; 


Йа, азу, Э 
а аз 
“aitaz” ata 


故 初始 数据 误差 对 运算 结果 一 一 和 的 影响 不 大 ， 
2 差 的 误差 ， 设 
fxX1，xX2) = Xi 一 xz， 当 Xxi=aí,, x;=a;;, m x a;> 0 时 
Шш (4, 2) 得 


a а | 
ёр = е, = 2 Ea: G, 4) 
а; — 42 ау — 22 


少 有 一 个 大 于 1， 特 


a a 
H а, a 同 号 ，| ! |, |= 


а, — а: 


Mlo sam, а-а, |. |, 0 анх, ж 


初始 数据 误差 对 计算 结果 会 产生 很 大 的 影响 ,所 以 作 减 法 时 ， 
两 个 几乎 相等 的 近似 数 相 减 时 ， 会 由 于 有 效 数字 的 减少 使 差 的 
准确 度 降低 ， 如 
73.5842— 73.5834 = 0.0003 
原始 数据 有 6 个 有 效 数 字 ， 而 运算 结果 中 从 有 一 个 有 效 数 字 
了 。 因 此 在 计算 中 ， 应 尽量 设法 避免 两 个 非常 近似 的 数 相 减 。 
如 果 佑 计 会 遇 到 这 种 情形 ， 就 在 取 原 始 数据 时 多 保留 式 位 有 效 
数字 ， 或 把 算式 变形 ， 用 等 价 的 算式 代替 原 算 式 后 再 计算 。 
#1 12.01, 2 EAHA. HA 
W= 2.01 - 2 
使 其 具有 三 个 有 效 数 宁 。 
O 因为 .2.0T =1.4177446+4.. 
V 2 =1.4142135 re 
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—— r eA SA 


故 2,01 , v 2 的 近似 值 均 应 取 到 107% 时 才 订 得 到 
u-=1.417745 ~ 1.414214-=3.53 X 1073 
如 先 将 算式 变形 ， 则 得 


=. ЕЕ а А i см 0.01 
usv 2.01 Y 2 = r2 үдә +121 
0.01 - к: 
= 9,53 x 3 
p gs 23.53 10 


3 жук. P: 


Í xi,X2) = хх, HX Sa xz=adBf Шр (4, 2) 得 


=; =€, + Ez, ‹4. 5) 
4 商 的 误差 ， 设 
01,520) =X Xr X= 0, Ща, х. 一 a2 时 


则 由 (4。2) 得 


E; =£, ,— Ear | (4. 6) 
H (4.5) 、 (4.6) 知 积 与 商 的 条 件数 为 1 、 可 见 初始 数据 误 
差 对 积 与 商 的 影响 不 大 ， 


5 “开平 方 的 误差 ， 设 
f(x) = /Xi хуча 


ЕН (ч. 2) 得 


er = es, (4. 7) 


ПЗЕ Зу ЖОЛ 1/2. ЕНА О ЕЖЕ ЭУ ЖЕН 
对 误差 的 1/2 。 即 方 根 的 精度 比 被 开 方 数 的 精度 高 。 但 在 实用 
上 ， 平 方 根 的 取 数 法 则 是 ， 若 < 有 я 个 有 效 数字 ， 则 取 w Z B 
n THARF. 

例如 ，w 3.8 =1.949=1,9. | 

综 上 所 述 ， 可 见 初始 数据 误差 对 计算 结果 的 影响 情况 ， 而 
条 件数 除 能 反映 出 计算 结果 误差 对 原始 数据 误差 的 增长 或 缩 
减 ) 售 数 外 还 能 反映 出 一 个 很 重要 的 数学 问题 ， 当 初始 数 
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а? 


据 有 微小 变化 〈 扰 动 ) 时 ， 计 算 结 果 的 缴 感 程度 ， 当 初始 数据 
有 微小 变化 ， 而 计算 结果 对 之 不 敏感 ， 即 变化 也 很 小 ,， 就 说 
该 数学 问题 是 眼 态 的 。 若 计算 结果 对 之 很 敏感 ， 即 变化 很 大 
时 ， 人 
性 态 . 

例 2 Hf =x?+x~10100,， 求 1(99) 的 相对 误差 。 其 
中 设 99 的 误差 为 1 多 ， 再 讨论 在 x = 99 附 近 ，1(x) 的 性 态 。 

Ж 由 (4。2)》 知 


= _99 _ = _— 3 
=f (99) х 20$ x1% = 199 х ов x i% 


= — 99 % 
即 隙 数值 的 相对 误差 是 初始 数据 的 相对 误差 的 99 倍 ， 
其 次 ， 由 于 f (99) = –200, f (99.9) = -20.09, BF 
以 f (995 =10f (99.9) , Bl995; 99.9 仅 有 12 835, 但 其 
对 应 的 函数 值 却 相差 10 倍 ， 故 (x) 在 99 附 近 是 病态 的 ， 


(=) 数值 稳定 性 


原始 数据 是 有 误差 的 ， 在 计算 过 程 中 ， 每 一 步 计算 还 有 合 
入 误差 ， 这 些 误差 必然 影响 到 后 继 值 。 如 上 所 述 ， 这 就 是 误差 
传播 的 影响 。 如 果 对 一 个 数值 解法 ， 计 算 结果 受 这 种 传播 误差 
的 影响 很 小 。 就 说 此 解法 是 数值 稳定 的 。 反 之 ， 如 果 计算 结果 
受 这 种 传播 误差 的 影响 很 大 ， 就 说 此 解法 是 数值 不 稳定 的 。- 

特别 是 用 电子 计算 机 解 题 时 ， 运 算 次 数 成 十 上 万 ， 这 种 传 
播 误 差 如 果 累 计 起 来 是 租 当 可 观 的 。 甚 宝 会 使 一 个 问题 的 解答 
ENRE. 尤其 是 病态 问题 ， 舍 入 误差 对 其 计算 结果 往往 有 
非常 严重 的 影响 . 所 以 研究 病态 问题 的 数值 解法 ， 是 个 重要 课 
是。 另外 不 同 的 计算 方案 也 可 得 不 同 结果. 下 而 看 一 个 例子 。 

例 3 “计算 下 列 积分 之 值 : 

І, = е f xe dx n=0, 1, 2, =, 13 
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` wm 


# ”用 分 部 积分 法 可 得 递 推算 式 
I. =1-nl,_, (4. 8) 
转 别 当 n=1 时 ， 可 算得 
I =1- e 1=0.6321205 (4. 8): 
其 绝对 误差 为 0.587 x107, 
积分 I, 有 下 列 特性 ， 
1° > Q, 


3° Мио, 1 — 0, 
现在 用 两 种 方案 计算 7， 
FRA 用 (4. 8) (Ч, 9.9, ЖН, (A) 列 。 
FRB: 将 (4。8) 变形 ， 


kia ses (1-1,) 《4。 9) 
и, р ` 


从 后 往 前 计算 ， 为 求 初 值 Da, ШИН (4, 8) 
1 ,1 十 了 一 荆 

TO B<- 

АВ 
п1,-1 nl + < nt lI 
пі, <l MEn 


所 以 
. 522 1 
т 
FES 
P ,2n+1 
las (92) 2 2п(п,+ 1) 
故 当 n = 14 时 


2х14+1 29 
Í. = = -一 -二 
1°” „суусу. 120 0.0690476 (4, 9): 
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Ж ЮТА —2,1х107%, ЕИ, (В) Р, 


n | In (A) | IB) | n Lala) | ї.‹В> 

$ 17 0,6321205 j 0,6321205 , 8 0.10294156 | 0,1009319 

J | 0.3678794 | 0.3678794 9 0.09:1896 | 0.0916124 4 
2 | 0,264241] 0.2642411 | 10 | 0.033104 0.0838758 | 
з ; 0,2072766 | 0.2072766 | 11 ~ 0.063856 0.0773656 | 
4 l; 0.1708934 | 0.1708934 | 12 | 0.233728 0.071817 | 
5 0,1455329 | 0,1452329 | 13 + —2,038464 0.0890476  ， 
6 | 0.1268026 | 0.1268023 | 14 | 29.538496 

7 | 0.1123818 0,1125835 | ; 


` 从 震中 可 见 ， 不 同 的 方案 算得 的 结果 不 一 样 。 哪 个 结果 可 


CA KAERA? 分 析 如 下 ， 


МЗ МП, (OREM I<, лег 0， 跳跃 较 大 。 这 是 
ЖАН. с> 0. 
其 次 ， 假 定 实际 运算 递 扒 式 为 
1,.=1-81,_, 
Т. RE, WEH (4. 8) 减 Gi, 10) 得 
1 -T,= =n Un, EPa 
= (1) ии -1) Ma- 1.2) m+ = 
= (— 1) "ni l- To) (4.11) 
由 (4, 11) 可 知 初始 数据 的 误差 0.587 10-78 неп ШИ 
长 的 . 
当 有 = 13 时 ，131=6.277x10?， 故 让 (4. 8) ， 知 
La- T=- 6.227X10°X0,587 x107? 
= - 3,655x 10? 
可 多 了 ws 的 误差 已 把 113 的 真 值 淹 没 掉 了 ， 
其 次 看 (в) 方案 的 误差 传播 。 设 实际 运算 北 推 式 为 


(4.10) 
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Кызыр 


了 ,为 了. 的 近似 值 。 此 式 与 (4。10) HW: 


И ОИ ЖЕ 5 о 
и 


所 以 


I —- у= з= Ту) = (— 12355 Q- Ia) 


= Pil T Wela 
PEPE E asna 


当 n=13 时 , 1,5= 0.0690476 的 误差 为 -2,1x10-3 而 


Los -10, Ер 
nn x 0 


Io- = = 16x107 x (—2,1х1073) 3,36 х 10715 
即 按 方案 (8》 算 得 的 结果 是 可 靠 的 ,方案 (8) 有 较 好 的 数 


值 稳定 性 ， 
综 上 记述 ， 在 构造 或 选择 一 种 计算 公式 或 方案 时 ， 必 须 考 


虑 到 它 的 数值 稳定 性 问题 ， 


>] 题 1.4 


1 导出 二 数 之 和 、 差 、 积 、 商 的 绝对 误差 对 初始 数据 误 


差 的 依赖 关系 式 ， 
2 ”讨论 下 列 函数 在 指定 点 附近 是 好 条 件 还 是 坏 条 件 的 ? 


(1) f(x) = 二 sin (nx) (x= 0, n—coo) 


(2) tpx, х=1, | 
3 ”如 和合 计算 下 列 函数 值 才 比较 可 靠 ?. 
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(T) tgx- gx, 34 xi 与 xz 很 接近 时 ; 


(2) -LSS wx=2° 时 } 
sinx 
(3) arctg (x+ 1) — arctgx, 3 Х 5501); 
(4) 10'(1- соѕх), x=2°, EO, 
4 ”建立 计算 下 列 积分 的 递 推 关系 式 ， 并 计算 其 值 
《以 六 位 小 数 计算 ) ，、 然 后 讨论 计算 结果 的 可 靠 性 ， 


(1) =] <"e"'dx, w= 0, 1, = 93 


1 т 
(2) s.= f — s dx, R=0, 1, е, 20. 


5 МАВКИ, ЖАНИ F 8812 kf? 
f © dx _ 
х 1+x? | 
8 讨论 二 次 式 f(x) =х?+х-1150 在 根 附 近 的 性 态 ， 
7 б) =1gx， 当 x 二 a (> 0) В, СЯО Бай 
绝对 误差 界 为 也 X10“， 试 估计 真 数 a 的 相对 误差 界 及 有 效 数 


字 个 数 。 
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第 二 章 ”代数 (或 超越 ?方程 的 数值 解法 


1971 Е 


ИЧ К С—, шй) 代数 方程 和 某 些 特殊 的 总 次 代数 方 
程 或 超越 方程 已 有 了 一 些 代数 解法 ， 这 些 方 法 都 是 精确 解法 。 
但 对 于 生产 实际 和 科学 技术 中 常 遇 到 的 较 一 般 的 高 次 代数 方程 
或 超越 方程 ， 例 如 ; 

x- tgx = 0 

xs — 4x- 2 = 0) 
看 来 很 简单 ， 但 用 已 有 的 代数 方法 就 难以 求 出 其 精确 解 。 这 里 
将 要 讨论 的 一 般 代数 或 超越 方程 的 数值 解法 ， 就 是 按 一 定 精度 
去 求 方程 近似 根 的 方法 ， 这 些 方法 都 属于 近似 解法 。 其 基本 有 思 
想 是 首先 确定 所 要 求 的 方程 的 根 x* 所 在 区 闻 ， 在 其 内 确定 初始 
近似 根 xe， 然 后 按 某 种 方法 把 x 逐 步 精确 化 ， 直 到 满足 所 要 求 
的 精度 为 止 。 


$2 区 间 二 分 法 


ЭЪ у (х) 在 区 间 Ca，bI 上 单调 连续 。 由 数学 分 析 大 家 
ой, ШЖ fo) :f(b) 之 0， 则 方程 
f(x)=0 
在 区 间 ta,，b 内 有 且 上 只 有 一 个 根 x”， 
区 间 二 分 法 的 基本 思想 是 ， 将 方程 根 所 在 的 区 加 平分 为 两 


22 


¿+ 


i Ap, H y 
断根 属于 哪个 小 
区 间 ， 把 有 根 的 
小 区 间 青 平分 为 
二 ， 再 判断 根 所 
在 的 更 小 区 间 ， 
等 等 ;重复 这 一 
过 程 最 后 求 出 满 
足 精 度 要 求 的 近 | 
IR, WE.. 2.1 
ЖА, E<, 700) 220, Щ 


1 
хі а 


则 必 有 下 列 三 种 情况 之 一 成 立 ; 
(1 》 若 f(x1) = 0, Мх, = x*e(a, 00; 
(2) Ф f(x0) 汪 0， 则 令 4 =al，X%1= bi 
有 x'eCan b Jc (a, b), B bi-a= (b-a); 


(3) Hifa <<0, И&х,=а,, bb, 
有 x*e(a, bi? C (a, 6), H b - a= y (a-b), 

重复 这 一 过 程 ， RECA xX"EeKGs-1， b,-.2, 
fa,- 2 LD, f Ori) >, э 

х, = -1-(а„-, tbai) 

шү К 2) phi ZRA: 

(1) т fiXa) =0, 则 x, = x*e[Ga,-: bail; 

(2) Фе fixa) 220, 1] 25а, = а,» x, =b,; 
有 x'*e(a,, bal (a,- i> ь.-.2, В. 

b, =a, =- bua) 
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人 А cape мема е оу e © + mermer + 


aw ia 


3) Ж“ {(х„)<0, ix, =a, bai =0,, 
有 х*є(а,, ba JC Са. -.0.-.2, BE. 


b, — a, = @.-, —@„—4)» 


LHR 
x, = (a, +b.) (2. 1) 
作为 所 求 根 x° 的 近似 值 ， 其 误差 估计 式 为 
|х? 一 xi |<, a.) = а (ba (2,2) 


BENE, i fO ЖЕ Н Са, bD ЕЖ ОТТЕ Н.Ж Ж 
T, WREATH WH (2. 2) 3, 


X,—x* (поо) 


B| x' - x, | 收敛 于 零 的 速度 ， 相 当 于 以 -为 公 比 的 等 比 级 数 


. 收敛 于 零 的 速度 ， 


例 用 区 间 二 分 法 求 方程 
x3— )x2— Ax — 7 = 0 
在 [3，43] 内 的 根 ， 精 确 到 10- >。 
解 ” 为 使 x。 精确 到 10-:, B (2.2) 式 估计 出 并 的 最 小 
值 ， 令 : 


1 1 z 
z-a) -X10 


由 pb-o=4-3=1 解 得 8 这 11， 即 求 出 xa 可 达到 精度 要 求 。 具 
体 计算 如 下 * 
因为 ”了 3)<0，fd4) 人 0， 所 以 xs[3，4]， 


x= G+ 4) =3,5, f(x) <0 


所 以 有 <'er3,5, 4J; 
х= (8.5 +4) = 3.75, f(x2) >0 


4 


所 以 有 х°єїЗ.5, 3.752; 
xi = + (3.5+3,75) = 3,625, f(x) <0 


所 以 有 х*є03,625, 3.752; 
= + (3.625+3.75) 二 3.688 


хе = — G. 625 + 3.688) =3.657, f(xs) >0 


所 以 有 x`e(3.625, 3.6572; 
ха = 2-03, 625 + 3,657) = 3,641, (ха) >0 


所 以 有 х*єС3.625, 8.6412; 
xr =-у (8,625 + 3.641) —3.633, f(x.) >0 


所 以 有 x*ec3.625, 3.633); 
xe = + (3.625 + 3,633) =3.629, f(x) <0 


所 以 有 х°"єС3,629, 3.6333; 
x= (8.629 + 3,633) =3.631,7 (x9) <0 


所 以 有 х*еС3,631, 3,6332; 
хш = -у (3,631 3,633) =3,532, f (x10) >0 


所 以 有 x*e[L3.631，3,632] 
жуга 568.631 +3,632) 3,632 


х“* ==3,632 = X11 


НН 1-р 8-3) 4.910747. 1073, 


区 闻 二 分 法 的 优点 是 程序 简单 ， 对 函数 f(x) 性 质 要 求 低 。 
但 它 不 能 用 来 求 重 根 ， 复 根 。 在 实际 计算 中 区 问 二 分 法 常用 来 


求 较 好 的 含 根 区 间 和 初始 近似 值 。 


习 题 2.2 


1 用 区 间 二 分 法 求 下 列 方 程 的 最 小 正 根 ， 精 确 到 10” 
(1) x — 412 = 0, 
(2) ж-2х-5=0 
2 用 区 间 二 分 法 确定 方程 
x- 3х+1= 0 
ЖЕЛМЕ ТТЕ Б Н Са, b), EWE: 


M; 


K=— <i, (其 中 M:= тах |f” (x) ], 
“Ht a<x=<b 


mi = min |f (x) |) ` 
з РА у(х) Са, DN RI — H, 如 果 把 区 间 
”逐次 三 等 分 ， 能 得 出 什么 样 结论 ? 与 区 间 二 分 法 比较 其 优 劣 。 


$$ Z й 法 


设 方程 fx) = 0 在 区 间 Са, b) AAE R", ТЕСа, ЮЧ 
曲线 y= 了 (x) 上 任 取 ү 
两 点 Ala, f (а)), 
B(b, (b) )1E5SX, 用 此 
Ы x ҖИ BJ ЛЕ ку ПЧ 
坐标 Xx: 作为 x* 的 近似 
f ( 见 图 2、2) ， 这 
种 求 方程 近似 根 的 方 
法 称 为 弦 截 法 〈 亦 称 
К). 

下 面 分 别 来 讨论 
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— I s... s... 


T ASA YES IU НЕЕ, 
设 方程 
f(x) = 0 (3, 1) 
ТЕК Га, OARA — Ti. 
RME, ]Ф)), W= atA х* WaR ИНА. 38 
RO, f(b)), afla) E ED’ ， 其 方程 为 
у= ўба) + 9-1%). a) 


ЖЫ x ERRERA 
E= sy 
ка туа)! 
х х ак хе ЯЗ — E ta. 
ях) =0, M x, = х". AM, ЧА fO) 9 


(xi ООУ ЕК, 24524 х ФК ЛЕ ЛОМА ВО 


b 一 Xi 
ГЪ)!" 


将 x; 作 为 x* 的 第 二 近似 值 . 

继续 做 下 去 ， 可 得 一 序列 {x,} ， 如 果 此 序列 收 人 敏 ， 则 极 
限 为 所 求 方程 Kx) = 0 的 根 *Y"。 那 么 ， 在 什么 条 件 下 ， 由 单 点 
下 法 得 到 的 序列 {x.} 收敛 到 x*? 

下 述 定 理 回 答 了 这 一 问题 。 

定理 1 设 1(x) 满 足 条 件 : 

(1) fafo 

(2) 3 (х), (Xx) 在 Ca,b]) 上 连 线 且 不 变 号 ， 

(3) f (x)+f” (x) >>0, xo = a, 
则 由 程序 


Ху, 二 wa 一 


х= Xi 一 


туі a) n= 0, l,e СЗ, 2) 
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nnn Re аи 5 с 


ЖЕП ДЕЛ х, АКСР", BARERA. 
证 明 BRC), (DA OEC, DOAR, 
AFE RAAT, AEAEE {х„} 单调 有 界 。 
个 失 一 般 性 ,不 妨 设 f(a) = Ga) <0,J(b)2>0, (х) 220, 
fx) 二 0， 如 图 2。3 所 示 。 


r 


图 2.3 


由 于 хо=а, Ь-хо>0, р (х)2>0, 949 
了 (b) - (х) >09 


x= Xp 一 (хо) > xo 


b — xo 
F) =f Go) | 
再 证 明 x <x*, BA f (x)2>0, РСК) ЕУ, MARAE 
їх.) ОВП, УН ВЖ 


) = f(b) -10 
Б – 


x 
gÇ x 


mA 
pan F (x) (b-x) +CHb) fx)) 
g' (x) Б x)? 


+ (b — х)? 
ü (b x)? 


=, JS S) 
z 70 


其 中 éeLa，b)， 由 此 得 g Cx) 为 单调 上 升 函 数 ， 
НОЕ х<х, 8 


fC) – f(x1) > fb) 一 f(xo) 
Б = Хх, b— хо 


即 
0х) у) - (b) — ÍO) -xi)=0 
b — ху 


НШ BH Y 

хо<х1<х° <Б 
Ж, Hx <x, Се" и] PJ FË E BB 

x <x LX; p LX Lb 
由 此 得 由 3。2) ERRI AREI, НЕЯ", i 
必 有 极限 ， 设 为 *， 
对 《3。2) 两 边 取 极限 得 

二 b- x 


жылу Жез. ы 
to- IO) 


H b > x 48 
х) = 0 
又 由 于 fx) = 0 在 C9， 中 内 有 唯一 根 ， 因 此 
x = x° 
Bl! x, >x" (m—oo) 证 完 。 
为 了 讨论 {x,} 收 敛 x* 的 速度 ， 我 们 引入 敛 速 这 一 概念 ， 
定义 ” 设 某 方法 确定 的 序列 {x.} 收 敏 于 方程 的 根 x" ， 如 果 
存在 正 实 数 己 ， 使 得 


нс (+0) (вәоо) 


则 称 序 列 {х„} ATF RRRA P, REAA RRA PR 
特别 地 ， 当 P=1 时 ， 称 方法 为 线性 一 次 ) 收敛 ， 当 P=2 
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时 ， 称 方法 为 平方 《二 次 ) 收敛 ， 当 1<P<2 时 ， 称 方法 为 趣 
线性 收敛 . 
由 此 定义 可 见 ， 一 个 方法 的 敛 速 实际 就 是 误差 的 收缩 率 ， 
伍 速 的 阶 越 高 ， 则 误差 缩 臧 的 越 快 ， 也 就 是 方法 收敛 的 越 快 。 
下 面 我 们 来 证 明 单 点 弦 法 具有 线性 伍 速 。 由 伍 速 定义 只 喜 
证 明 ， 


tc (0) (n—oe) 


为 此 令 


g (x) = f) (3, 3) 


a 1 
则 由 (3. 2) 得 

Х.11=ф(х,) 
В. х* = ф(х") 
HA 

Xari - = ф(х,) — plx") = p (Ë,) (x, — X") 
其 中 6,e (x, ,Xx")， 


[Xas — x*|= le (Д&,)]+|х„—х°]| 
Xati a" = 

取 极 限 得 
Хк ИК" ОК 一 > 
“x =s] lo (x')] (n—oe) 


Np (SoN, BE УУ АЛГА (一 次 ) ОБ. 证 完 。 
定理 2 у(х) Са, DEREZE: | 
(1) уа) +06) <0, 
(2) f(x)，fr(X) 连续 ， 不 变 号 ， 
СЗ) f 0х) P (x) <0， 取 Xx0=b， 
则 由 程序 
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X, i = Xr Fn) ET Qy Aas 


п= 0, 1, ж (3. 4) 
ЖЕП НЕ Зх, } ПИ 9k at, BAN E SSE, 
此 定理 证 明 与 定理 T 类 似 ( 略 )。 其 几何 解 程 见 图 2。4。 


~ Er E 


图 2.4 


例 1 求 x3— 0,2x2- 0,2x-1,2=0 REC, 1,5) 内 


的 实 根 (精确 到 10-3) 。 
E C) 确定 有 根 区 间 ， 
因为 f(1) = —0.6<0, f (1.5) =1,425>0, Lx ECL,1.5J. 


(2) 检验 | (x) = 302- 0.4x- 0.225 0 
JZ (x) = 6x—0,4>0 
取 xo=a=1， 使 用 公式 : 
Hab Si и. «кее еч) 
п= 0, l, +* 
(3) 县 体 计算 如 下 ， 
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"> ' mwa e=... 


n Xa f(x.) = 
0 1 —0.6 

1 1.15 一 0.173 

2 1.190 —0.036 

3 1,133 —0,025 

4 1,198 —0. 907 I 
5 1.199 一 0.004 

6 1.200 0.000 


所 以 х" 1.200, 


(DARE 


单 点 弦 法 在 计算 过 程 中 只 一 个 点 变动 ， 而 另 一 个 点 固定 不 
动 。 下 面 我 们 讨论 两 个 点 都 变动 的 更 一 般 情 况 ， 见 图 2，5。 


7 f 


设 f(q) SOLO (х), (x) 在 [a，bJ 上 连续 且 不 变 号 。 
AR О, ](х4)), Оң ADER, RFRA ' 


у= 20%) TEO ук) (3. 5) 
Ху” Xo 
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< y=0, fih x BB EIEI x 轴 的 交点 


Xa= x —-— UY x) 


xD —]©х) 


Hu fE x" BE EME. 
HE, BA G, ](х), (бо, DERZ, RARS x 
轴 交 点 为 | 


-x 
X3 =x- 2 (x2) 


fix) — f(x) 
取 x3 作 为 x" 的 第 三 近似 值 . 
一 般 地 ， 假如 已 求 得 x,-:， Xas 则 过 点 (х„-1›,]6%„.,))» 
(x,, 10х„))Е3Ж, КЕН x 轴 的 交点 为 


XXa fix 


Xati =R Te) ) — f(x, 22) 


п= 0, 1,4 (3, ®) 
` ux, :作为 x" 的 第 n+1 个 近似 值 ， 

递 推 公式 (3。6) 就 是 双 点 发 法 的 送 代 公式 ， Жр xo х; 
AWER, арй Са, DUREE I. 

TE HHE А VS BJ ИДЕ ЕЛШЕ Ө Е Ара, 

定理 3 BIQ, bl ЕЭ. 

‹1) уа) +306) < 0, 

(2) ff (х), FORE, Ну (х) +0, 

(3) К-ЕФр<1, R=max {|х,—-х*|, [xa-x*|), 
К = М./2ті, М, = тах |" (х) |, т: = mini f (0) |, 
НХ ОТЕ ВЕ G. 6) 得 到 的 序列 х.) 超 线性 收 敏 于 
fx) = 0 的 崔 一 根 x”， 

证 明 由 条 件 (1)、(2)，f(x) = 0 在 Са, b) 内 有 唯一 根 
хха ЖЮ. | 

为 证 明 {x,} 收 敛 于 x'， 先 考察 用 弦 代 蔡 则 线 产 生前 误差 ，。 

我 们 令 
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rr ——— — x 


L, (x) = }(х.) + бп) — fx) у 
Xl— Xo 


R(x) = f(x) — L, (x) 
ВЖ (хо, flx), (х, f(x1)) 是 弦 和 中线 的 两 个 安 点 ， 所 以 
有 | 
R: (X0) = Ri (xi) = 0 
从 而 可 设 
Í (x) ~ Li (x) = K (x) (x xi) (x — х) (3. 7) 
其 中 K(x) 为 待定 函数 ， 
AT HEK), Ai 
@ (t) = f(t) ~ LI (t) — K (x) (t — xo) (t — x) 
多 (至 少 有 三 个 零点 xo，x1，x， 由 洛 尔 定理 得 D0) EDA 
一 个 零点 ， 设 为 &， 则 
DED) =J” СЕ) — K(X:2=0 


所 以 Kx) = PG) 
其 中 é&, 在 xo。，x;，x 中 的 景 小 值 与 最 大 值 之 间 。 将 K(x ) 代入 


(3. D 得 误差 函数 
#0) — L. (x) = Lyre) (хх) (x— х1) 


为 导出 xo，xi，x? 的 误差 之 韶关 系 ， 我 们 用 х=х* RAER, 
由 于 f(x*) = 0 得 
一 Ce = +f" (&) (x* хо) (x* ж) 
ХУ 1.(х) =0， 故 上 式 可 写 为 
(хә) ~ аба) = +f” CE) Ger — xo) (х* — xO) 
由 中 值 定理 知 


ха ХФ = Li (x:) — Li (x) 


L', (Š2 
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7 = Кх) бо) _ ;; 
L’ (x) 了 Р) 


其 中 上 在 xz 与 从 之 间 ， 作 在 xo 与 Xi 之 间 。 于 是 有 


jx (3. 8) 


af’ (т) 
ЕТЕ }х „—,‹ , Xes xi 的 误差 之 间 的 关系 式 


х -Xr F" С.) Gatz x. ul) (x* — х„) 


2}' (т) | 
n=], 2, 0 (3. 9) 
HPE EX. -i x,, ORMER (Н 19], 7, 在 x,-, 和 xX， 
2.18]. Б | 

(з. 9) 表明 x,+: ВЕ ix. х, АЕ ЈЕ. 

ШЖ Фе, = |х#- х, |,0= 0,1,:., НОНА. Ke <o<1, 
Ке. <р<1# (3, 9) 得 ， 
es Kee << рео 
ез<Кезе < р?ед 
g << Кезе, < p*eo 


е.а SKe,e,- i LP "ео 
:qn— oo, Жр * езй, Ep 
XX* (п->оо) 
FARNE x, НГАН АЯ, H (3. 9) 得 
e,,+, = K,e,6,—. 


Є.+1 = K.—K* (h—>00) (3.10) 
eeu-: 


_ FÈ.) | f Gy 
其 中 K,=| 2]” (л) 1° Б" | 2f (x*) 
ЕНЕ АЯР ИЗ, W AAEE 


110 е, ->C (wn— оо) 
Ë , P 
* Erei 


于 是 有 
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СГУ 


её„„,--Сет, e,- —C ' е, 


再 由 (3.10) 得 
€. + 17У Се? ~ Kše,e,-s 


1+1. 


=N. 
~K*C Pe, ? : 8,11) 
(3.11) 说 明 P=1+$ 


即 双 点 弦 法 伍 速 为 1.618 阶 ， 超 线性 收效 。 
由 于 定理 3 是 局 部 收敛 定理 〈 即 在 含有 x* 的 充分 小 邻 域 
内 满足 条 件 ) ， 所 以 车 区 间 5e，b] 取 得 较 大 ， 定 理 条 件 往往 不 
能 满足 。 为 了 使 用 方便 ， 我 们 给 出 : 
定理 4 设 j(x) 在 [tg，b) 上 满足 条 件 ， 
(1) Fa)Ffby<0 
(2) f GO), Fo 连续 ， 不 变 导 ， 
(3) Жхо, ху, EA | 
f(x)” (x)2>0, фб) (х) 2>0 
ПХ ОКЕ РЕВЕ (3. 6) 得 到 的 序列 (x,) ЖЕҢИ ТР 
x, 
例 1 用 双 点 弦 法 计算 2 〈 精 确 到 0’, 
м ”计算 2 相当 于 求 方程 
xt—2= 0 
HER. 
BA xse[1，2]， 由 于 


Р G) = 2x, [°(х)=2 


得 到 在 区 间 [1，2] 上 ， m =2, Mi=2, к= M: - 工 一 1， 
294 2 


К.6<5-<1, 满足 定理 3 条件， 
用 公式 G. 0 计算 如 下 ， 


х= 1, ‚ х,=2 
х›= 1.3333, ху= 1.4000 
х‹=1.3320, ху= 1,4146 
xé= 1.4142, х= 1.4142 
所 以 м2 1,4142 
例 2 ”用 双 点 弦 法 求 下 列 方程 的 最 小 正 根 
xs+1l.lxz+09x- 1.4=0《〈 精 确 到 10- 兮 
解 《1 》 确 定 含 最 小 正 根 区 间 ， 
因为 fO = -1.4<0, fG)=1,.62>0, Т 
x*e(0, 12 
《2 ) ЕКИН ЕНН, 
É (®) = 3х%@+2„2х+ 0,920 
ј (х) = 6х + 2„2`>0 
Со) (220, f(x f (x)> 03 
x =1, xi=0.8 
(з) 用 公式 ‘3。6) 计算 如 下 ， 
Xo = 1, xi = 0.8 
х2= 0,6992, хз= 0, 6735 
х= 0,6707, хз = 0.6707 
所 以 x*as.0, 6707 


у 题 2.3 
1 ”用 单 点 ， 双 点 纺 法 求 下 列 方程 的 最 小 正 根 GW gs 3) 
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sr — ——— 2 


10» . 

(1) x'— 2x— 5= 0, 

(2) 8х—созх-1=0, 

( 3) x— tgx = 0, 

(4) 2'— 4x=0, 

(5) xt- x- 3x? +12х-12= 0, 

2 ТАШЛА RUYA a (a> 信 的 迭代 公式 为 ， 
X,X,- +0 
Xr +Х„-{ 

3 设 并 为 1(x)=0 在 Ca， 中 内 的 根 ，%, 为 x* 的 近似 值 ， 
B m = тіп) (х) | +0, 求证 ， 


Xrti 5 y һ=1, 2, каж 


Ix, -x*|<! f (x,)| 
т 


4 当 С) 220,77 (х) ОНТ, ВЕНКОВ ЕВ 4, 
5 ШХА НИО: 


M 
Р т р Аена Xl Анна аа 


其 中 M2= max|f” (а) 1, m = тіп |ј/ х) | 。 
6 试 证 f(x) 在 [9， 如 上 满足 条 件 : 
C1) ўба) (6) <0, | 
(2) }'(х), P 连续 ， 不 变 号 ， 
C3) |1—fí(a, Б) (xy 1<р<1, 
зр E ЛЕ: 
Xnt+i= X, fila, b)j(x,), п=0, 1, ° 


FERTA. } ik -рх*, Яру, Ы) = (Ь—а)/с]Ф®) - fa 


547 线 法 
在 上 节 我 们 讨论 了 在 区 间 Co，zI 上 用 弦 代 蕉 曲线 求 方程 
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f(x) = 0 (4, 1) 

Во Е НОО. ЖИИ И И ШЖ ЖАКИ ОВОГ ЖОН DH 

的 方法 ， 此 方法 称 为 切线 法 〈 或 牛顿 (New ton) W . CER 
方程 根 比 较 有 效 的 方法 之 一 ， 

切线 法 的 基本 思想 是 ， 设 xo 为 方程 (4,1) 的 一 个 近似 根 ， 

过 曲线 y= 了 (x) 上 的 点 (xo，f 了 (xo)》 作 曲线 的 切线 ， 取 此 切线 与 

x 轴 的 交点 各 坐标 Xi1 作 为 x* 的 一 个 新 的 近似 信 ，……: 见 图 2.6， 


图 2,6 


为 导出 切线 法 的 计算 公式 ， 设 f(x) 在 Ca，bI] 上 满足 条 件 : 
fia <0, FS, fF (х)2>0, ]”(х)7>0, НЖЖ. 
取 初 始 近似 各 =b， 过 点 (xzo，f(xo0) 作 切 线 ， 其 方程 为 
y = f’ (xo) (X хо) + Í (Xo) 
它 与 * 轴 的 交点 模 坐 标 为 
{$ (xa? 
f’ (Xa) 
取 x: 作 为 x# 的 第 一 近似 值 。 
同 理 过 点 (xu 1(x1)) 作 切线 ,其 方程 为 
у=} (a) (x — x) + f(x) 


х= X7 


一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一 


&у=0, ЖЕЛЕ x 轴 交 点 的 横 坐 标 为 
б) 
| f ху) 
取 x; 作 为 x* 的 第 二 近似 值 ， 

一 般 地 ， 如 果 已 求 得 x* 闪 的 第 吕 个 近似 信 x.， 则 过 点 
(x。，j(x,)) 必 切线 ， 其 方程 为 

у= у(х.) (x —x,) + f(x.) 

令 y=0， 求 得 它 与 x SH28 ЕЛЕК 
п= 0, 1, =° (4, 2) 


х= ку 一 


Bx, ,作为 x* 的 第 n+ 1 个 近似 值 。 

BEAR G. D 就 是 切线 法 《牛顿 法 ) 的 选 代 公式 

下 面 讨论 切线 法 的 收敛 条 件 ， 

定理 BJO, DEER: 

C1 [)]®)<0 

(?) 了 (x) 。f* (Xx) 连续， 不 恋 号 ， 

(3) Wio, 1 Co (х)2>0, 
由 方程 1(x) = 0 在 (a, bD 内 有 唯一 根 xXx， 且 申 切线 法 夺 代 程序 
с. D ЕРИХ. Рх, АЖ ОЖ, 

证 明 由 条 柱 (1)，(2) 知 方程 j(x) = 0 在 区 间 Са, DAA 
—18х*, 

以 下 证 明 当 nn 一 时，x,->x#t。 为 此 证 明 (x.) 为 单调 有 办 
у). 

ФЕ, НЕЕ RURI: 00) 0, 76) 220, . 
f Сх) 220, Је (х) 220, f(x) >0. 

Hf (x) 省 0 知 1(x) 为 单调 上 天 ， 
又 由 于 f(x) > 051x*—xo, 而 


1х0) 


} (хо) < 


х= Xs 一 
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——— ы. 


努 一 方面 , 将 f (x) хе ЕЈ. 
f(x) = f(xo) + f” (хь) (хе) + + (Ea) (x — xo) 2 
Яро хо х > BJ, 
将 x= x* 代 入 上 式 得 
f(x) = f (xo) + f’ (xe) Get — xo) + + P (En) Сх* жо)? 
= 0 
所 以 有 fixa) + P Co) (xx ха) = — >!” to (x* — xo)3 


用 了 (xo) 除 等 式 两 边 得 


5 _ f (xo RE f” (£0) =. 2 
S Е Г т) 2 рка) 0) 


Вр х* -x= -4 f” Eo) (x* — х)?< 0 (4.3) 


F (xo) 
所 以 ELX L Xo 
一 般 地 ， 由 x*<<x, 辐 样 可 证 得 ; 
x#- x. EED жу уко dA) 


2 F(x) 
XEN АР и= 0, 1, =-= ‹4.5) 
由 此 得 序列 {x。} 为 单调 下 降序 列 ， 且 有 下 界 为 xx， 所 以 必 有 极 


Ш, Шух, 
хр (4. D 两 边 取 极限 得 


r= x ÍX) 


f (x) 
赦 得 
](х)=0 
再 由 方程 f(x) = 0 在 [9o， 妇 内 有 了 唯一 根 ， 得 
x = x 
Вр 


x, >x* (n— o) 
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再 由 《〈4。4) 得 ， 
|x*t—x,+: | _ | f(E) AT Pam Z> 
[хе х, |2 | 2F (x,) | 2f’ (x*) а, 
当 六 (x*) 了 0 时 ， 切 线 法 具有 二 阶 钙 速 。 证 完 . 

由 于 切线 法 收 雍 速 度 快 ， 不 仅 在 求解 单个 上 方程， 而且 在 求 
解 非 线性 方程 组 上 有 着 广泛 的 应 用 。 但 切线 法 需要 计算 导数 
值 ， 为 了 避免 计算 导数 值 ， 产 生 了 简化 牛顿 法 ， 拟 牛顿 法 等 种 
种 改进 . 

例 1 证 明 计算 内 a 的 牛顿 程序 为 
а ) (4. 6) 


хї 
并 用 此 公式 计算 以 411,7910 (精确 到 10-9 , 
解 ” 因 计算 A a 条 当 于 求 方 程 
x3— a= 0 


WR. ja) = ха, (х) = RA (4.2) 得 


Xat: =-( 2х, + 


ТТР 7 11,7910. AA 70) <0, 108) 20, WW D 

x*e(7, 8), ЖН, 
{' (xy = 32220, f” (х) = 6x>0 

所 以 取 xo = 8, Жу (хо) (х) 220. 

应 用 公式 (4。6) 计算 结果 如 下 : 
Xi=7,48, ` x,=7.,439977 
хз = 7.439760, ха =7,439760 
所 以 有 р: 
3/ 4111.7910==7.439760 

例 2 用 切线 法 求 下 列 方程 在 Co, 0.12 ARR GRAS 
107?) 
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一 一 一 


tgx— 4, 88889sinx + 0,25 = 0 
M AO = 2,2520, 1(0,1) = – 0,138<0, 
所 以 х*єС0, 0,17. 而 在 这 间 [0， 0,10 Е, 


Еа .— 
F (х) = Соб; T 4+ 88889cosx<0 


f” (x) = sina. + 4. 88889sinx>0 


Эх = 0, WEIS O, 
应 用 切线 法 公式 U. 2) 计算 结果 如 下 ， 
ху = 0.0642856, xz= 0,0643644 
хз = 0,0643648, хг= 0.0643648 
所 以 有 
х* = 0,0643648 


у 题 2.4 


1 用 切 线 法 求 下 列 方程 的 最 小 正 根 《精确 到 10-9 。 
(1) х2-2х--5=0, | 

(2) x'—3x+I=0, 

(3) x- tgx=0, 

(4) 2°— 4x= 0, 

(Б) xt- 40x3+ 70x2-—15=0, 


2 设 м0, KUSI, ，w 六 的 牛顿 程序 ,并 证 明 


一 .A+B N 
Кантты» тэ; 


(N= А.В) 


1 . 
3 试 导出 计算 之 Z(a>0) 的 牛顿 程序 ， 使 公式 中 即 无 开 
方 ， 又 无 除法 运算 。 
4 щур (x)<0, f(x) < 0 时， 论证 切线 法 收敛 定理 ， 
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5 ә mini у (xy], М, = max|]f” (х) |, 
arh ассы} 


试 证 明 切 线 法 有 误差 估计 式 ; 


J” (x,) 
2]' (x,) 


|х." | = | .xs 一 


M, 
=< x. = Xel? 
<! . :| 


Б 设 f(x) = 0 在 [o， 切 内 有 根 x**，y=f(x) 在 [a，bJ 上 看 
ЖК х= О(у), ЖН x= Qty) 的 秦 劳 公式 导出 : 


CD ках, J ОРАЗ, 


oy XR) _ f(x f(x. 
人 20р (xe) 


( 切 比 雪夫 公式 ) 。 


7 “由 递 推 关系 式 
Xrri— Хкз=@(Хк— Xr)? 
推导 出 牛 阁 法 加 快 公式 
Хк+а = Xr+, + Ce 
其 中 a 3 0 Ж, Axz= xz, 一 xx。 
8 ” 试 证明 当 f(x) 在 Ca，b1 上 渍 足 条 件 ， 
(1) [‹а)}‹Ь)< 0, 
(2) 了 0х), 0) 连续， 不 变 号 ， 
(3) IPOS] b-a), XR c Ha, bip 
min{ lj’ (а) |, ]#'(b)]) 达到 的 一 个 ， 
WAE Pikea, b, FIRRA. 
9* ” 试 导 出 用 密切 双 曲 线 代替 曲线 у= /(х) 得 到 的 迭代 程 
序 为 


_ 2f' (x,)f(x.) = ы 
к i= [бойу "1 


Xati = X I — 
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[提示 设 密切 双 曲 线 为 F(x) = 2, fx.) = F(x,)， 


F @,) =F! (x,), f(x) = F” (x,)2 。 


$5 一 般 和 迭代 法 


在 前 面 学 过 的 芝 截 法 、 切 线 法 等 ， 都 是 特定 形 式 的 & R 
法 ， 在 本 节 我 们 将 讨论 一 般 形 式 的 选 代 法 . 


(一 ) 迭代 程序 
总 结 前 面 那些 具体 选 代 法 的 计算 过 程 ， 就 可 以 得 出 一 般 选 
代 法 的 思想 ， 
REMA 
іх) = 0 (5, 1) 
EREC, OAAR, WRA xeka, b3, 
将 方程 (5. D 在 re，t 妇 上 同 解 变形 为 
x= ф(х) (5, 2) 
(ф(х) Са, b) КЖ, MA xA б. 2) 的 右 端 ， 计 
算得 
x; = p (xo) 
作为 x* 的 第 一 近似 值 。 
再 将 x 代入 (5. D 的 右 端 ， 计 算得 
х= p(x) 
作为 x* 的 第 二 近似 秆 ， 
这 样 继续 下 尖 ， 如 果 已 算得 x* 的 第 个 近似 值 x,， 将 x, 代 
入 《5. 2) 的 右 端 ， 则 得 到 x* 的 第 r+1 个 近似 值 
Xni = 中 (Xe)， п=б, 1, * (5, 3) 
ХЕЕЕ (х), WREE, bDK fk Х, MM x 0 
程 (5, 2) KHR, BAJE (S. D 的 根 。 


әп 1. с 
re Ad 


事实 上 ， 对 (5。3) 两 边 取 极 限 得 


x =ф(х) (п-> со) 
WEDE 6. D 在 Ca， 中 内 只 有 一 个 根 x*， 则 必 有 有 
x = x* 


上 上述 求 方程 近似 根 的 方法 ， 称 为 一 般 选 代 法 ，〈5. D 则 
为 一 般 迭 代 法 的 选 代 程 序 。 

可 以 看 出 ， 一 般 选 代 法 的 迭代 程序 构造 的 关键 在 TH E 
(5, D 在 [a，bj 上 的 同 解 变 形 ， 而 此 同 解 变 形 是 多 种 多 样 
的 ， 

例如 HELO =0 可 变形 为 ， 


х=х-а}(х) 《ce 为 非 零 常数 ) 
方程 д—3х+1=0 
在 [0，1] 上 可 同 解 变 形 为 : 


х= 100+) 
_ 3х-1 
或 х= x? = 
或 x= Š 3x—1 
等 等 。 
《二 ) Ж 性 


由 方程 各 种 同 解 变形 作出 的 选 代 程 序 不 一 定 都 收 伍 ， 那 么 
ЖНА ЕКИ 下 述 定 理 回 答 了 这 一 问题 ， 

定理 RJE б. 2) Æl, БЯХ" p Сх) Са, b) 
Ез, Но=шах|ф”/(х)]|<1, MH 65. 2) Са, АЖ 
ЖЕ, HERCA, b), BÆ (5, 3) ЕХ, р 
Рх", Чр О) 085, Kk ik, HARAKA: 
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|а, | TE |а, | (5. 4) 


证 明 首先 证 方程 (5。2) Æla, ORARE, RAE 
证 法 . 假设 方程 在 cg， 的 内 另 有 一 根基 过 x* 。 则 由 
Х =фр(Х), х*=ф(х*) (5. 5) 
及 中 值 定 理 得 
x —х* =р(х)—ф(х*) =p (n) (X -х*) 
(x -x*)(1- gp! (1))= 0 
其 中 71 在 x* 和 x* 之 间 。 册 于 


x &х* 
故 必 有 gm) =1 
这 与 已 知 条 件 ， 
p= тах |р’ (x) | X1 
ж. g<x<b 
所 以 x = x* 


KKE (x, RRF, H (5. 2) ЯП (5, 5) 第 二 式 
得 | 
хех, =ф(Х#) — ф(х, -.) 
=p’ (Na) (x* — x, -1) (5, 6 
Repna- Ext- A AA 
|x*-x,]=<p|x*-x,-, | S =p'|x*— хо] 
又 由 于 p< 过 1， 所 以 | 
X. >x* (поо) 
再 由 б, 6) 得 
|x —х,„+ | = 
[х*—х„| 
Ч g'(x) 关 0 时 ， 一 般 和 迭代 法 为 线性 伊 速 。 
最 后 推导 误差 估计 式 (5。4) 。 由 G. 6) 得 ， 


|х*—х„|<р|х*—х,„_,|=р!х*—х„+х,‚—-х,-\| 


J (т„)]->!фр/(х*)| (поо) 


4 


<p(|x*-— х, | + |w, -x,-. |) 


故 有 
(1-0) |х*- х, | <е[х, al 


p 
1-0 


|х*—х,|= х. — Xr Í 


一 般 渤 代 法 当 p = шах|ф/ (x)|<1 财 收敛 的 几何 解释 如 
2. 7 所 示 ， 


Op 


ў pe) 
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+ а ama т 


a Ф ре 


例 1 用 一 般 选 代 法 求 方程 
2x-— 7 — lgx = 0 
的 最 大 根 〈 精 确 到 10-4) 。 
解 用 画图 来 辅助 确定 方程 最 大 根 所 在 区 问 。 把 方程 改写 
К: 
2х- 7 = gx 
”分 别 作 函 数 y= 2x -7 和 ?= 1gx 的 曲线 ， 则 二 曲线 交点 的 横 坐 标 
即 为 方程 的 根 ( 见 图 2。8) 。 


又 因为 13.5) = -1g3,5= -0.544< 0, 
104) =1-1g4=0.398> 0, WME x*eC(3,5, 43, 
Ж PE EPCIBJC3.5, PJER 5 


x=- (1gx + 7) = ф(х) 
则 有 


1 1 
А = —.-— — 一 -一 
p 0 = 10° 
p = таах |ф/^ (2) |: 0.063 < 1 
3 з= ы 
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xi 


所 以 x. =} gx, + 7), n=0, 1, + 


收敛 。 
H 和 =3.8， 具 体 计算 如 下 ， 


2 7 183,8 +7) =3,78990 
хз = 20183, 78990 + 7) 3.78931 
ха = l (183,78931 + 7) =3,78928 


х= 5-(183.78928 +7)==3,78928 


所 以 ， 最 大 正 根 x* 二 3,7893， 
例 2 用 一 般 选 代 法 求 方程 
X3-3x+1=0 
的 最 小 正和 根 (精确 到 10-5) 。 
解 ” 确 定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 
因为 4(0)=1>0, 1(0,5) = -0,375<0, 
所 以 x*e(0, 0,52, 
将 方程 同 解 变形 为 


х= ; (xš + 1) = ф(х) 


уф (х) =x? 在 [0，0.53 上 为 增 函 数 ， 所 以 有 
p= тах |р’ (х) | = 0.52<1 


х= 0+1), =й, эй 
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х = + (0,33854172+ 1)=0.3462668 


хз = (0.3462668°+ 1) =0,3471725 


= + (0,3471725%+ 1) =0.3472814 


ху к (0. 3472814? + 1) =0,3472946 
xé = + (0. 3472946? + 1) =0.3472961 


Хт= 1-0, 3472961? +1) =0, 3472963 


所 以 x*-=0,347296, 


(=) ж А É 
н ДЕА ВВЕ ВСВ, TERIA AAA 
速 收敛 的 简便 公式 . 
1 AF 
X*— Xari = Pp (m,) (x* — x,) 
对 于 充分 大 的 xn， 有 
g' (NM) Ep (х...) =a 


则 有 
х*—-х„уу=-=@(х*—-х,„) (5.7) 
x*—x, кї = (х. -х,) 
1-а 
x*=x, кР z aG: 1 _ х.) 
我 们 到 
X, (mx, +—“ (x... — x.) (5.8) 
l-g 


(5.8) 就 是 所 要 求 揭 加 快 公 式 。 显 然 x,,: 比 x,: :更 靠近 于 
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„з челт боже 1 . — “ wa "m ass sQ °-.. 


х*, 


БИ, ÆA 2 中 计算 到 xi， 取 
а= g'(x) = 0.12, ЛТ 


a 
Xa = x, — (xa Хз) 


l-g 


= 0,3472814 + — 2 (0. 3472814 - 0,3471725) 


= 0, 3472963 = x7 
2 在 上 述 w 的 假设 下 ， 由 (5.7) 得 


х*-х„=—=@(х*—х+„-‹). (5.9) 
(5.9) ЯП (5.7) 两 端 相 减 得 

X. - I — x. =a(x, — Х,-1) 
38 AXX. 一 Xx:， 则 得 
с о 
将 (5.10) RA (5.8) 得 : 

a (Ах, )? 


Xapi РЕ С (5.11) 


Ax,- Ax, 

(5.11) 称 为 8 加 快 公式 。 它 不 需要 计算 w' (x，,) 只 需 用 三 个 
Я Вх, -13 Xas Xari НАХ... Ах, RA (5.11) HH 
в], э ПЕД Н Р.А — ВТС АЕ КОТ Е, 

(5.11) фух, ВХ, EE. 
例如 ， 在 例 2 中 已 算出 xs， 用 〈5,11) хз, Н 
Ax; = Xs 一 X2 一 0.0009057 
Ax, =xXx2 一 Xi 一 0.0077251 
所 以 


(Ax; 


)? -4 
二 0。 +1.203Х1 
АУА 0.3471725 + 1,203 х 10 


хз = хз 十 
= 0. 3472928 = х; 
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>] R 2.5 
1 用 一 般 达 代 法 求 下 列 方程 最 小 正 根 GERB 1073), 
C1) x 


- 2x- 3=0, 
(2) x*-10=0, 

(3) x- 
(4) 


fgx = 0, 
2% ~ 4x = 0, 

2 f(x) = OfE[a, b) НХ, f(x) ТЕ Са, кж 
НАЯ ЛЕУ, Е ЛЕЛЕ: 


Xato = х, -ај(х,.), 


t= 0, 1, ... 
tB e 取 值 范围 . 
3 ” 试 讨论 简化 牛顿 程序 ， 


的 收敛 条 件 ， 并 证 明 
| Xat x* |0080 ц Ве | 


Жорт, = min]! (х) fx) 在 [96， 的 内 有 唯一 根 x*。 
4 


ШУО = oCo, DOWER, IOa LEER 
、 二 阶 导数 ， 令 


试 讨论 它 的 收敛 条 件 . 

5 “将 牛顿 法 作为 一 般 和 迭代 法， 试 讨论 当 了 (xc 7 A0 时 ， 
WTHR Hf a*t) = 0 时 ， 为 线性 收敛 ， 但 修正 程序 4 
Xapi sx 2465, n=0, 1, 


HENKKA. 
5 ЕЈ jFRUA1981222 SF 82 Hi] 8 У, D19854 


= - Mpera чыты 


来 使 这 期 间 总 产量 等 于 1981 年 产量 的 七 倍 ， 求 每 年 增产 的 下 分 
Ж. 


$6 S В + Ж 


前 蕊 节 讨 论 的 都 是 求 方程 实 根 近 似 值 的 方法 。 本 季 将 介绍 
可 以 用 来 求 代数 方程 复 根 的 璧 因子 法 . 

我 们 知道 二 次 方程 是 容易 求解 的 ， 因 此 ， 如 果 能 分 解 出 于 
次 多 项 式 1(x) 的 一 个 二 次 因 式 ， 就 等 于 找到 了 у(х) = 0 的 一 对 
иш. 

臂 因 子 法 就 是 可 用 来 求实 系数 多 项 式 二 次 因 式 的 一 仿 数 值 
方法 。 


设 实 系 数 多 项 式 为 
Кх) = х" жах" l+. Ta, x +a, (6.1) 
而 x+ px +q (6.2) 
是 1(x) 的 一 个 近似 二 次 因 式 ， 
于 是 有 | 
Кх) = (x? + px + q) Q (x) + Кх + R; (6,3) 


很 明显 ， Ris Rs 是 pp，9 的 通 数 ， 记 作 

I Ri =R (p, 4), Ri= К,(р, Q) 

而 
Qix) = xT? +b" ?+b x+b,-3 

如 条 令 p*=p+ Ap，4*=4g+Ag， 而 

X2 pxia* 

为 1(x) 的 精确 二 次 因 式 ，。 

则 有 方程 组 ; 
кипа БА. (6.0) 
К,(р*, 4%) = 0 


` 


HR p*?，q*， 我 们 由 泰 劳 公式 得 到 (6. 4) 的 近似 线性 
ЭЛ: 

ôR 

Әр 


Ra 
ар Ар + 


О Aq + Ri (p, ад = 0 


SR: 
да 
车 能 由 (6.5) 解 出 Ap, Aq, Wp+ Aq, q + Aq; 作为 p*， q* 
的 更 好 的 近似 值 ， | 


Ар+ 


(6.5) 
Ag + R,;(p, q) = 0 


为 求 4p， Aq. 我 们 需 先 求 出 系数 R,， Rz i, ©, 
oR, ÔR: 
др Б дд ” 


H (6.3) WR В; 为 用 x?+ рх + g 除 了 (x) 所 得 余 式 的 二 
系数 ,我 们 通过 比较 (6.3) 两 边 的 辣 次 帘 的 系数 得 ， 
1 = bo 
ау = bı + pbo 
q I = b; + рр: + qbo (6.6) 
~ SR +pb,-, + аб, -з 
а, = R.,+qgb,-; і 
AiE Ку=0,_,, Ез= 6, + pb,_, > 出 (6.6) 可 简写 为 
bx =CK 一 Pbr-i 一 Gbr-: | (6.7) 
b_ = b_.,= 0, К=0, 1 “+5 п j 
H (6, 7) 可 求 得 Ri， Ra, 
pp ôR, Е. 98 ðR | 
导 得 ， 
0 = xQ (x) + (x2 + px+ q) 50. iy x+ а, 


(6,8) 

20 GR, am, | 
2 —— ар 64 

0= (х) +(x? + px + q) a da 


# 


O (x) = (х + px + q) H(x) + Six + S; (6.9) 
H(x)= х Сх" t e +С„.,, 
w) xQ x) = (x? + px + q)xH (x) + S,x2 + 5х 
=: (x? + px+ 4) СхН(х) + S,] — (PS, -Spx 
— 85, (6.10) 
比较 (6.8) . (6.9) , (6.10) 可 得 : 
SR _ _ SR; - 
д4 Sı, да 5; l А 
6,11 
. =р5, — Sas ,OR, = 481 
ПОШИ (6:0 MAIR FE 
1= С 
b, = Ü, + рб» 


b;= C>x+ pCi + gCo 


bra =S. + РЄ n4 +аС„_, 
bn- = S+ 4С,„—‹4 : 


ти Si=C,.s, S,=C,-,+pC,_s, 
C, = b _1 PC ， —4С.„-› 则 得 
Cr = -PCr -gCr_; | (6.12) 


. С-,=С-,=0, K=0, 1, =, n—1 | 
ih (6,12) AGR ES: S: AE (6.11) 可 求 出 
DR t SR; OR 1 oR 2 
др” õp’? да, да 
这 样 一 来 ， 由 (6.5) 可 写 出 关于 Ар, Aq 的 方程 组 : 
C, _ Ap +C, í| Aq = bai | 
(С, + PC: -0,_,)Ар+ (С. + pC, 3) Ag; 
=b, tpb,- J 


(6.13) 


者 记 
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б. C usss 
св Б, 
则 由 06.13) 解 得 : 
Ар = (Ь„_,С„,-ЮЬ„С,_.,)/8 | 
Ад = СЬС... (С,.-6,_1)2/8 } 
我 们 若 令 p= ро, а= 4, 
pi = po + Аро, 4 = qo + Адо, 
Wp gE o 57р“, q*. ES Eu phi s З] ЕЈ. 
{pr}，{q:}， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 . 
下 面 我 们 来 证 明 当 x?+ p*x+ 的 二 根 为 互 异 单 根 , Hpo, 
4o 选 得 适当 精确 时 ， 则 迭代 过 程 为 平方 收 仇 ， 
由 (6.4 ) 知 ， 喜 因子 法 等 价 于 用 牛顿 法 解 非 线 性 方程 组 ; 
Ripe gy = 0] (6.15) 
К›(р, q) = 0) 
НА СОКЕ Е ЖП. HAE R (p,q), R;(p, д) ВЖЕ 
{үа 


д = =C: ‹С„-.-—Б„-,)С,„—»› 


(6.14) 


| OR: OR 
F 
др да, 


的 行列 式 }J(p， DIE (р*,а*®) 点 不 等 于 零 ， 
由 假设 хї+р*®х+а*=0 的 二 根 为 互 异 单 根 。 由 (6.8) 有 


R: 


9 
x* S (р", 4%) + Gp 2 q")= Xt Оо) | 


* R (6.16) 


у К, ж жу _ ` 
——(p*, q*) + кы = Q xÉ ) 


K=1,2 ) 
MH Q(x# ) 关 0， 所 以 有 : 


ОВ, ж ж 

CC Cp*, 

рч ; I Gi T [ . 
|98; 7 xx 1 — xz Q (x>*) 


| др —(р*,4*) | 
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те 
ОК: (р*,4") ñ po 1) “| — J 
Ы 


х 157! -x*Q (x) — О(х,*) 
Jt * *) == A 
ка p 1 J Жы з - О‹х;*›) | 


ооа 


故 有 
—Q(x*) 0 
J(p*,q*)| = : i 
IJ (p*,q*)| 0 *<0 证 完 。 
т R f(x) = xt 8х3 - 39x? 一 62x+ 500) 04 О 
确 到 10~4) . 


я ”我 们 用 尾部 二 次 式 ， 即 
x2— 1,6x+1,3 
AMIRE KAR, ИНН УНАА k ИЖАТ. 
СИ БВ 4) | 
因此 得 убх) 的 一 个 二 次 因 式 为 ， 
ф(х) =x- 2х + 2 


5] 题 2.6 


1 用 劈 因 子 法 求 下 列 多 项 式 的 二 次 因 式 (精确 到 10-*)， 

(1) х*+ 7х%+ 24х?+4 25х—15=0, I 

(?) x“ + 39x3 + 958x? — 1080x — 2000 = 0. 

2 ” 试 导出 劈 一 次 因子 的 计算 公式 ， 并 证 明 与 牛顿 法 等 
价 ， 具 有 平方 伊 速 。 


59 


ranea n... aa npea "оз. О. 


BTR ”线性 代数 计算 法 


$1591 Е 


在 国民 经 济 、 工 程 技术 和 科学 实验 中 ， 遇 到 许多 关于 线性 
代数 计算 问题 。 电 前 应 用 日 益 广泛 ， 内 容 更 为 丰富 ， 它 已 成 为 
计算 数学 中 一 个 重要 分 支 。 例 如， 大 型 水 坝 应 力 计算 ， 线 性 规 
划 ， 回 归 分 析 ， 弹 性 地 基 振 动 计算 ， 最 终 都 要 直接 或 间接 地 归 
结 为 含有 多 个 未 知 数 线性 方程 组 求解 问题 虽然 解 线性 代数 方 
程 组 有 著名 的 克 莱 姆 法 则 ， 但 阶 数 稍 高 一 点 ， 比 如 20 有 阶 ， 其 运 
算 量 之 大 达到 谅 人 的 程度 ， 所 以 寻求 计算 量 小 ， 存 储 少 ， 算 法 
简单 ， 并 能 保证 达到 所 要 精度 的 算法 ， 就 显得 很 有 必要 。 

在 线性 代数 计算 法 里 需要 解决 的 主要 问题 有 二 : 

— 求 高 阶 线性 代数 方程 组 的 解 ; 

= 求 拭 阵 的 特征 信 及 特征 向 量 ， 

解决 问题 的 方法 有 两 类 

第 一 ， 若 没有 含 入 误差 ， 用 有 限 回 算术 运算 ， 就 能 得 出 所 
给 问题 的 精确 解 的 方法 ， 称 为 精确 法 或 直接 法 . 如 加 减 消 元 
法 ， 克 莱 姆 方法 等 等 ， 

”第 二 ， 从 一 个 初始 向 量 开始 ， 通 过 菜 种 手续 构造 一 个 向 量 
的 无 限 序 列 ， 当 序列 收敛 时 ， 其 极限 为 所 给 问题 的 精确 解 ， 这 
种 方法 称 为 先 代 法 . 

本 章 ， 我 们 将 介绍 玫 个 常用 的 基本 的 解 线性 代数 方程 组 的 
方法 及 其 有 关 理 论 ， 以 及 求 抢 阵 特征 值 特征 向 量 的 方法 。 


60 


2 消 元 法 


解 线性 代数 方程 组 的 消 元 法 ， 它 的 基本 作法 就 是 利用 方程 
组 之 闻 的 同 解 变换 ， 每 次 消去 一 个 未 知 数 ， 化 为 低 一 阶 的 线性 
方程 组 的 消 元 问题 ， 这 样 一 次 一 次 作 下 去 ， 直 到 最 后 得 到 一 元 
一 次 方程 为 止 ， 然 后 逐次 回 代 求 出 全 部 解 。 由 消 元 做 法 的 不 同 
而 产生 不 同 程序 ， 本 节 只 介绍 简单 消 元 法 、 列 主 元 及 全 主 元 消 
元 法 三 种 程序 . 


《一 》 简 单 消 元 法 
没 已 知 n 刚 线 狂 方程 组 


ах + ах; + + al Xa = bio) Y 
ачох + ах ++ жах, = bt?) 


(3.1) 
ax + ах; + ++ + ах, = bt") А 
НЕ ЭРА ато, REMARKA 
(1=2,3,- x° n) 各 系数 闫 去 第 一 个 方程 相 垃 系数 的 а/а) 
(2= 2, 3,-, п), WAS G.D 等 价 的 方程 组 
аху + a? + + + а), = bt) | 


ах, + + аб дх, = bü) | 
t (3.2) 


абда + + набік, =b, 
其 中 а) = at) at К , 1=2, 3, v, R 
j=1, 2, +, п 
ЫС = 609 at) 0) 
RE, xT 63.2) 的 第 二 个 方程 ， 当 av O B$, ШН 
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i 个 方程 人 i=3，4，…，H)》 各 系数 着 去 第 二 个 方程 相应 系数 
的 а/а) G =з, 4, +9, н), 即 得 与 (3.2) 等 价 的 方程 组 
gitxi + ах, + аха. + ах, = 000) 
ах, + a ixt ++ + аб), = 0) | 


| 
ах, + sa ' + ax, = р? Ї (3.3) 
ао» ўа» наннан аву рае prapa | 
| 
Xa 十 64 аб22ҳ. = р>) 
а) Аал 
其 中 a9?) = at) – au) "А z £= 3, 4,- An, j= 2,3, |R 


bH = bt аб, 


如 此 下 去 ， 经 4 次 消 元 之 后 ， 把 人 4。1) 化 成 与 之 等 价 的 方程 组 
архі + Qi Px + ахан n Бах, =? 
al xs каў'$хз+ ++ A x, = bu! 
ахз + + а, = Б) (3.4) 
бегох В, | 
№ (3.1) ~ C3.4) MRO , (3.4) 的 系数 阵 是 上 
ZARE, REBRE. H (3.1) ~ (3.4) 的 计算 公式 如 
F; 
а) =ar аго xayr a ikl, en 
j=k, e,n (3.5) 
bi bil afr O x bET /a k=1,2,: н - 1 
М 63.4) ЖЖ, 18. 
x, =b) ayy n ` 
Xai = (POP атр xa) a a), | 
Dip tres 055 | 
x= (р?! ы а\°ўх›— Ызы: a dx, ) /a | 


称 回 代 过 程 ， 计 算 公 式 为 ， 
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Xa = раат \ 
; 


x; = (6ü-D_ уз айрӨх,)/айгО | (3.6) 
j=i+1 : 
im=n-l,n-2, =, 1 
注意 在 上 述 等 价 变 换 过 程 中 ， 我 们 总 是 约定 
ae 0 00120, +, аў. 550, 
例 1 用 简单 消 元 法 解 方程 组 
2x, + 3х + 4xs = 6 
3х, + 5х;+ 2х3 = 5 
4х, + 3x: + 30Xa = 32 
Ж ”为 明确 起 见 ， 列 表 计 算 如 下 ， 
| i | | 
: хі | Хх; &3 Hi | 说 明 
11 2 13 4 f lsi =3/2 
I аске | E daja 
ll 4 | 3 3 | a, 
| їз 2 3] 4 6] Haz -3/0.5 
| І, 0.51 -4| - 41 (Ip-lax 0 nelli» 
CRN -3 22 | 201 (10-1их (1з) 
т, 2 3 4 š] 
I бо}; б [| <q ч] 
ИС -2 -4 СЕ зу ахо 
yılı} E RE TA а? 
x 1 Nej | 1 8 | СИ: +4 3)3/0.5 
| К» | 1 ! 2, CE 3046-2) 
所 求 方程 组 的 解 是 ， 
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ТЕО 


A saspi mm ч тти с с 


Xi= —1$, Х:=8, x;y=2 


可 以 看 出 ， 方 程 组 下 的 系数 阵 乃 是 上 三 角 阵 
2 з 4 
| 0 0.5 =4 


0 0 _ 2 


(二 》 列 主 元 消 元 法 
简单 消 元 法 ， 每 步 都 假定 了 Qs 中 ?天 0, 如 果 在 第 下 步 a 六 
= 0 ,就 无 法 进行 下 去 了 ,这 时 如 果 把 方程 次 序 交 换 一 下 位 置 ， 
消 元 过 程 就 可 以 进行 ， 这 就 产生 了 列 主 元 消 元 法 ， 
它 的 其 体 做 法 ， 就 是 在 进行 第 k 步 消 元 (k= 1,2,…,n) 时 ， 
对 第 列 选 取 绝 对 值 最 大 的 元 素 a 称 为 主 元 ， 即 
[аё J'i | = тахјайх 0} 
称 主 元 所 在 方程 为 主 方程， 然后 把 主 方程 i 与 第 上 个 方程 交换 
位 置 ，( 当 i= khi, 不 用 交换 ) 再 按 简单 消 元 法 消 元 。 
例 2 用 列 主 元 消 元 法 解 方 程 组 
Xi 二 2x;+ 3Х3 = 1 
5x, + 4x> + 102 = 0 
Sxi 0.1x>-+ X = 2 


解 列表 计算 如 下 : 
a |. xz | s |в) 说 明 
Chak ДЕ: 3 | 1 | 列 主 元 为 5 
I (15 5 | 4 10 | 0 | ож 
| 
Ia) 3 j-0.1 12:02 | тыы, їй, ИЖ 
T1): 5 á | 10 | Q | 1з = 145, Ts: = 3/5 
I (I: EE 1 | 1 | Cl - акс) = 2) 
| 


СБУ 2-5 | страха 


пар ps 一 — 


一 一 - - -一 一 : ES 
Кар 5 1 4 W | 0 | 列 主 元 为 -2.5，(1 4) 为 主 方程 


] 


E СЕ.) - 2, 1 = 2 | 132= -1.2/2.5 
СЩ эу | сал, O ESEA TERE EPELE ED 
: |. 
(N). 1 | k: CCE) -4x (N 2) -10x N s3/5 
W Wo)! | 1 | (0120 +5х W 5276-2,8 
(Ма) | | 1 -1.4 ADK- 
J | : 
故 所 求 方程 组 的 解 是 : 


x= l.2, X;=2, X3= —1.4 
(=) 全 主 元 消 元 法 
全 主 元 消 元 法 与 列 主 元 消 元 法 基本 相同 ,只是 在 第 有 步 消 
元 时 (X=1，2，…，n)、 把 对 第 k 列 选 主 元 的 步骤 改 成 对 所 剩 
第 k, к+1, шы! n FRZ, Màn- k) 24" Ж УНН 8 
大 的 元 素 att) 3 即 


lapi [= max taz N (3.7) 
<. 2 21 =< n 


称 主 元 ， 主 元 所 在 的 行 吗 主 行 ， 主 元 所 在 的 列 叫 主 列 ， 把 主 行 
Kk, EABk 列 交换 ， 然 后 再 按 简 单 消 元 法 消 元 . 

全 主 元 消 元 法 的 优点 在 于 只 要 方程 组 的 系数 阵 非 奇异 即 可 
使 用 . 此 外 在 计算 过 程 中 的 合 入 误差 是 可 控制 的 ， 即 是 数值 稳 
定 的 . 因此 引起 了 广泛 使 用 者 的 兴趣 ， 但 选 主 元 比较 麻烦 ， 需 
要 占用 较 多 的 机 器 时 间 

йз 用 全 主 元 消 元 法 解 例 2 的 方程 组 . 

解 ” 主 元 为 90， 交换 第 二 个 方程 与 第 一 个 方程 的 位 置 ， 再 
交换 第 一 列 与 第 三 列 ， 则 得 方程 组 
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3X3t 2X; + Xi = 1 
X, — 0 1x; + 3X1 = 2 


HEL. Ж=2у{#Н0 ЖИЕ x, 19 
| 10x; + dx2+ 5ху= 0 


= x+ 4x: + 5х = 0 


0.8x;— 0.5х‹= 1 
—0,5x2+ [|2.5{х,=2 


在 二 、 三 两 个 方程 中 主 元 为 |2.5| ， 交 换 此 两 个 方程 的 位 
置 ， 再 交换 第 三 列 与 第 二 列 ， 得 方程 组 : | 
I0x;+ 5х, + 4х:= 0 
| 2.5%, — 0.5х = 2 
— 0. 5x1 + 0,85 = 1 
消去 第 三 个 方程 中 的 未 知 量 x+:， 得 


10x;+ 5x, + 4x2= Ü 
2,.5Xi—- 0.5х:= 2 
10.7 [х2 = 1.4 


消 元 过 程 已 结束 ， 故 此 方程 组 的 解 为 : 


х= 2, x = 1,2, ху= — 1,4 


у 题 3.2 

т 用 简单 消 元 法 、 列 主 元 消 元 法 、 全 主 元 消 元 法 解 下 列 

方程 组 
3 5 ( % “Б 
DE d 199 
1 3 3 xa 52 
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-一 一 一 ”一 -一 一 一 o 


2 
(2) = 4 10 
: 2 


| 4 5 л, 5 


— 4 17 Xi | 3 
5 | Хз :| 一 5 
-5 ЖЕ -2 
12,5 Xi ? = 4 


2 ЖЭБ E BEBE А = (0,,), ЖИЕ: 
C1) 对 任意 i j, WA а, <a, а,,, 
(2) 4 的 主 元 必 在 对 角 线 上 . 


53 消 元 法 与 矩阵 分 解 


(一 )》 在 简单 消 元 法 中 ， 由 (3.。 1 一 (3。47 消 元 过 程 中 ， 
我 们 主要 反复 用 一 个 数 策 以 荣 方程 加 到 另 -- 方 程 上 去 ， 我 们 熟 
知 ， 这 就 是 高 等 代数 中 用 消 元 阵 连 续 左 乘 窍 阵 4 的 结果 


所 谓 消 元 阵 ， 是 指 形 如 


的 阵 ， 


МІ. ERA, -MRE ДЕ АНЗ k11 行 到 第 = $r, 


比如 


Н qt) 04") оа b] 
0 


《 
а | as? sa ats 


е ЫЕ. 
1) an? ам н. а?) 


| 0 а? кн аг) 


这 样 继续 用 L, Ls, æ, L, ЖФА, 则 得 
1.1. L,- 1, A= В 


则 令 
L = LL 上 ai 
则 由 
ІА = В 
得 
А = LR 
很 容易 写 出 工 的 明显 表示 式 为 
I 1 
(n) 
а. 
L= 


它 是 一 个 对 角 线 为 1 的 单位 下 三 角 阵 。 


а ае йу „т 
a aP ats 


(3, 8) 


由 (3. 8) 知 ， 简 单 消 元 法 实质 是 把 矩阵 4 分 解 成 单位 下 三 

角 阵 与 上 三 角 阵 之 积 ， 简 称 为 LR 分 解 。 
”如果 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 实现 了 工 R 分 解 ， 则 方程 组 
的 求解 就 变 得 非常 容易 了 ， 这 是 因为 (3。1) 可 淖 作 求解 具有 三 
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角 阵 方程 组 
L-y=b (3. 9) 
К.х у (3.10) 
H(3. HRH y, AG. 10) 139] ін. 
那么 在 什么 条 件 下 矩阵 4 才 有 LR 分 解 ， 下 而 进行 其 体 分 
Ж: 
| 引 理 1 n 阶 矩 阵 A4 与 阵 工 ~-'4 的 相应 主子 式 相 等 。 


证 p 
O 
А (U 28), т б n) 


其 中 A, АШКЕ ТАНЕ, L. 为 下 的 天 阶 单 位 下 三 角 主 


EBE, 
因为 . 
L, 0 A, Arj /B. Box. 
Сн Lo X Аһ Ар ) se pu) 
Nj L.A, = B, 
В. AH айс ХВЕ, 9 
|| =1 
Bf k) 
| А, [= В, | = at? at). „аб 证 完 ， 


推论 1 БАЕВ 05 0 HERRE ay OA 
k =1,2 y" n 
定理 1 说 det€C A.) 00, (k=1, 2,“ , п), WEER 
В E FZ fr s ЕЕЕ, i 
А = 1 *Е 
证 明 设 


— -一 --- 


Ф det( Á 1) 760 (k =1,2,+,%) ERN РУ ДИЙ Е TA KOT, 


69 


i ats? а?) ж at | 
(07) 


А = аў? ate) .. ау p A% 
N at?) ato) мыш at 
因为 2400-20, ВТ 


Í а©°; а‘ °з т^ ato 1 
) 
n 


+ 


= Д!) 


“ау, КА at) < 400,1 a on at 
0 К : 
; s . . а 
ГЕ . at 2) att) at= 2) 
k-i БЕ 
| š “0 alt 1) aTh 
ПИЕТЕ 0 а на) 
= AHD) 


由 假定 det(4,) 关 0， 由 推论 1 知 05471250, WEE Li, 使 
L, AT? = AH? 


这 样 继续 做 下 去 ， 当 K=n-1 时 ， 有 


/ a аб? е а \ 


(1) Сое 
= 2 е а. 
Е АЗР аз, |= R 


从 而 得 

L,- L,- L.L A= Е 

А = 1.711 L.L I R= LR 
其 中 
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` —___ ла 


a 1 
e ~. 
р-а Ад) СУ 
L. 2 бы : Н 
а) гач? РЯ ana, 1 
l att аў аы ; 


下 面 证 明 分 解 的 唯一 性 。 用 反 证 法 ， 车 另 有 分 解 
A=LU, 14ге], 


HJ 
A= LR= LU 

H+ А+Е Т, k LU АЗЕ, BEL 
RU-'=L-'L 


而 工 -1 工 为 单位 下 三 角 阵 ，BRUr-: 为 上 三 角 隆 ,故土 式 成 立 的 充 
要 条 件 是 


从 而 有 R=U, Lei 证 完 。 
又 因为 R= DU 
所 以 A= LDU 
Жн рљх НЕ, Ож Е РЕ. 

推论 1: # det(A,) #0 (k=1, 2, +, 2) ЩА = LDU 
分 解 为 叭 一 的 . 

应 当 注 意 ， 如 果 对 三 角 阵 L, R 的 对 角 元 没有 什么 要 求 
时 ， 分 解 式 A=LR 并 不 是 唯一 的 ,因为 若 设 也 为 任 一 n 阶 非 
ARRA, VW) 

A=LR=LDD-'R= (LD) (р-'В) = LR 
е р: сели e , 
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(二 》 列 主 元 消去 法 
首先 引进 置换 阵 的 概念 ， 我 们 称 每 一 行 及 竺 一 列 都 有 一 个 
元 素 等 于 1 ， 而 其 他 所 有 元 素 等 于 0 的 方 阵 为 置换 阵 ，P 了 ,, Ж 
示 单 位 证 阵 了 工 的 第 r 行 与 第 s 行 变换 得 到 的 团 换 阵 . P.. A 就 
WAHE ғ 行 与 第 ;行进 行 了 交换 . 
定理 2 ”4 为 非 麻 异 阵 ， 则 存在 置换 阵 了 ， 元 素 绝对 俏 不 
大 于 1 的 单位 下 三 角 阵 天 和 上 三 角 阵 及 ， 使 
PA=L'R 
证 明 因为 det { 甩 ) 考 0， 在 第 一 列 中 存在 主 元 а. 5 0 
1121) 若 151, WAP i TS 141236. 并 进行 消 元 ， 
即 存 在 置换 阵 Р, 和 消 元 阵 Lo, W 
LiP1A= AC) (3.11) 
此 时 AU Ж —#/ а, +009, Жжж Л 0. 因为 
det(L,) =1, det(P) = -1, 所 以 有 det(A“) #0, РЕЯ 
列 中 选 主 元 ай) 关 0， 进 行 置换 ， 消 元 ， 即 存在 P:、 工 :使 
L,P, Ati) = Аб) (3.12) 
类 似 的 过 程 ， 做 下 去 直到 4 一 1 步 时 ， 主 元 ai „у 0, W) 
存在 P... Lai 使 
L.P, ATP = ACOR (3.13) 
MKOER3 E= #88:, REK (3. IDARA (3.12) 中 ， 再 将 
(3.12) AG) 代入 下 一 个 递 扒 公式 中 ， 如 此 下 去 一 直 把 Ar) 
代入 (3.13) 中 ， 得 
L, P. e L;P.,L IP A= R | 
或 A=PLi PL eP,- ,Li:,R (3.14) 
根据 置换 阵 性 质 Pi! = P, (3.14) 可 改写 为 
P. P. Ü P,P A= (P. Р,17!Р,--Р,_,) х 
х (Paien PaL Pye Paa) х (Р,-. Pi Li P I P, 1) 
(P. LT. P. LIAR 
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———— + 


= П.б. R LR (3.15) 
其 中 
P,- ,了 P,P, = Р 
L = Р, Р,_.:Р, DLS P, 8 3 
2) к= 1, 2, е, п-1 
ТЕ КЕЕ Е 


шшр, ТЕ ДЫЙ ЙГЕ == ЯШ Ly Ж k 列 对 角 线 以 下 的 
元 素 行 与 列 交 换 而 得 。 БЕТ, 是 单位 下 三 角 阵 、 所 以 
HZ-L 


Ë = 1 


At te к =. HXF4 LUT SSE HE ASKA 1. 
证 完 。 
用 置换 阵 左 乘 4 只 交换 矩阵 4 的 两 行 ， 右 乘 4， 只 交换 和 矩 
ЕА ЈУ]. WG; 
全 主 元 消 元 法 与 列 主 元 消 元 法 的 区 别 只 在 于 除 交 换行 外 还 
对 列 进行 交换 ， 于 是 可 得 ， 对 非 奇 异 罕 阵 4 的 全 主 元 消 元 法 的 
三 角 分 解 定理 如 下 : 
定理 3 ЛЕТЕ, СА АВЕ РАО, иил 
对 值 不 大 于 1 的 单位 下 三 角 阵 工 和 上 三 角 隆 及 ,使 
PAQ=LR 
即 全 主 元 是 对 PAQ TEMS. 
例 ERETI LR 分 解 


2 3 4 

A |: 7. - 52 

4 3 30 

解 12-372, Dam 4/2= 2, LIla= 一 3/0.5 代 入 {3。8)， 得 
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所 以 
2 3 1 о 0/2 3 4 
з 5 | 1 оо 0.5 -| 
4 3 30/ \о -3/0.5 1/\0 0 -2 
2) яй 3. 3 


1 用 简单 消 元 法 作出 下 列 和 矩阵 的 工 & 分 解 ， 和 工 了 D 分 解 
( 工 为 单位 下 三 角 阵 ， 如 为 单位 上 三 角 阵 ，DD 为 对 角 阵 》. 


2 “=L. = 
A=| 1 2 0 
1 0 3 


2 设 A 是 n 阶 对 称 正定 矩阵 ， 求 证 A 可 唯一 地 分 解 为 
A= LL” 
其 中 工 为 下 三 角 阵 ， 并 将 下 列 矩阵 分 解 为 工 工 7 形式 ， 


2 —1 -1 
及 =| 一 1 2 0 
-1 0 1 


3 证明 单位 下 三 角 阵 的 道 、 积 还 是 单位 下 三 第 阵 。 


$4 ”紧凑 格式 与 改进 平方 根 法 
设 n 阶 方程 组 
Ах=Ь Cd, 1) 
的 系数 阵 非 奇异 
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-一 一 一 一 一 es -dr ае 


un н Жы T xi b; 
‘| | L IN 
Qai G, w an х, b, 
当 阵 和 4 的 各 阶 主子 式 都 不 为 0 B, MEERE TAE L А.Г. 
= Е, (8 
A= LR (4.2) 


故 只 要 由 4 的 元 素 计 算出 工 、 玉 的 元 素 ， 解 方程 组 (4。1) 的 问 
题 ， 就 非常 容易 解决 了 


(一 ) Ж ж 格式 


设 
/ 1 0 / 
| Түт rig "e Pe 
|in 1 = 
| | ШУ; Fan 
L= 1з. laz 1 :9 R= „ы | 
* i А 
| | 0 Fan 
l l l, з ' 1 fi \ / 
RAC., D, Ж БЕ ЕЖЕ, Tit 
а: =, j=l, 2, се, ñ, 1;;=1 | 
G, Shr., +l; {Ёз Ж. “ti; pF ' i 中 六 19! 
2= i=j =n п) (4, 3) 
а= ri tlia Рэ Гер. 
G, =Í rus i= 2, э, h | 
所 以 
ri i =a, li тауа» ]= 1,20 R b= 2.3, ,Hh 
т; = (t, £Fy yE РИТИ Г 2=<í=<j=n (4.4) 
I, У, 


公式 (4。4) 就 是 由 阵 怒 的 元 素 求 工 及 到 的 元 素 的 递 推 公式 ， 它 
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sr 一 一 一 一 … 一 一 


ЖЕ АЙ а, ПЫЛ (Ж), 
以 折 求 出 的 工 及 RR 的 元 素 ， 解 方程 组 (1. D ШТ: 
Ш у= (yo уз, s Ya)” 
ж Ly=b 
则 得 
У = Ё; 
Р Гаа И ty; =b, 


从 而 有 у =b, ] 


= i (4, 5) 
ye =b Bhaye 1-2, 3s, N | 
t-l 


其 次 ， 将 已 算出 的 2 代入 Rx = y 中 ， 解 得 
六 二 | 
六 Xi 二 f 
i=n-1, n—2, =, 2, 1 | 
从 而 有 
X, 二 yjrnn 
x; = (y; =y Z PiX): is ї=п—1,п—-2,,‚1] 6 
这 就 是 回 代 过 程 ， 算 出 了 (ч, D 的 解 。 
综 上 所 述 、 只 要 系数 阵 4 能 分 解 成 (4。 2) , 则 用 (4。4) 、 
(4。5)、(4。6) 即 可 算出 (4。1) 的 解 ， 这 就 是 用 紧凑 格式 解 方 
BH, 


(二 》 解 对 称 系 数 阵 方程 组 的 改进 平方 根 法 


设 (4。1》 中 的 系数 阵 殷 的 各 阶 主子 式 不 等 于 零 ， 则 由 前 
节 的 定理 一 知 ， 存 在 单位 下 三 角 阵 工 ， 对 角 阵 也 及 单位 上 三 角 
16 


PU, tE 


A= LDU 
ЖАЛКА, В A= 47， 则 
LDU = Ur DL: 
由 分 解 的 唯一 性 得 
Ш=1,7, Ь=йТ 
所 以 | 
A= LDL: (4. 7) 
从 而 得 


定理 当 阶 阵 对 称 且 各 阶 主子 式 不 等 于 0 时 ， 则 存在 单 
位 下 三 角 阵 工 及 非 奇异 对 角 阵 DD， 使 (4。7) 成 立 。 且 此 分 解 唯 


di 0 | і | | 
D= d>; а к 1 lza ДЕ | 
` . нд l 
к qu | : | 
(о 1 
令 š 
Yiy ri Pin À 
= F22 "°° Fz, 
R= DL' = : | 
| 0 ps ) 


Жок. 由 公式 得 
dii =r 2 
bii =ri;fr;;s 1<i=<j)j=n 
1,;=1, 1;; =G), r; ; = 0(i)) 
从 而 
?7 


| 1 i Pu Piz бе Fin 
„| 
бор» 
A= LR = lz. 1 i Fs `" Fan : 4 8 
E Ег + |1 - (4.8) 
j аж, Кїн. „зр | 0 r 
т 
ғи ДЕН й 


这 是 个 工 只 分 解 ， 当 然 分 解 唯一 ， 而 且 不 礁 验证 这 个 积 工 * 及 是 
对 称 的 ， 


现 设 
ркт, 1<i<j<n 
由 (4。、8) 解 得 由 4 的 元 素 计 算 工 、 尽 元 素 的 计算 公式 ， 
P= Gi; 1=ї<)<п N 
| ! oy | 
паа = {7 Fy; + = етен = 小 (4.9) 
r; ; = 0 G>) i 


矩阵 工 及 及 确 定 出 后 ， 为 解 方 程 组 (4， О Рив 
У: = 0, 


= = Pui — 2 3 .. Pisis 
y =b, (z + y: + о. Yi ) | (4.10) 
ї= 2, >n ) 
再 解 Rx- у 得 
х„=у„/ 
х,=(у;- У ах) : (4. 11) 


k=i+1 


i=n-1,n—2,.…,1 


公式 (4. 9), (4, 10), (4, 11) 就 是 解 对 称 方程 组 的 改进 
平方 根 法 

之 所 以 叫 改 进 平方 根 法 ， 是 因为 还 有 个 平方 根 法 解 对 称 方 
程 组 ， 它 在 作 些 阵 的 三 角 阵 分 解 时 ， 是 要 做 开 方 运算 的 。 而 上 
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ШИ (4, 9) —(4. 11) 提供 的 方法 避免 了 开 方 运算 ， 它 是 作 
为 紧 穴 格式 的 特殊 情况 出 现 的 . 

改进 平方 根 法 ， 显 然 对 对 称 正定 系数 阵 的 方程 组 是 适用 
的 。 

例 用 改进 平方 根 法 解 下 列 方程 组 : 


5 10 30 /x в ` 
Ё 30 中 х; | = Ë | 
30 100 354/ À хз 7 0 
Ë ”所 给 方程 组 的 系数 阵 的 各 阶 主 子 式 显然 不 等 0 А 


AR U. D 计算 r, у: 


ri = 5, Р12= 20, ri = 30 


t22 = а22 一 Bt р 30- 10х10 = 10 
Yir ә 


тайн Буе 100-12 х0 = 40 
733 一 or x30- 12х40 
= 14 
按 公式 (4. 10) 计算 у: 
У; = 8 


10 
у та = 21 х 8 = 4 
уз = b; я у= 20 Б 


= r23 = то 30 40 
Уз = Е хуг = 70 5х 8 10^ 4 
= 6 
EAA б. 11) 计算 xi: 
P: эг Уз, ый бу 3 
з rs3 14 了 
46 
х› = On Раз 5) =p- 405 ) = 735 
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1 
х= —— (Xi — riXi 一 Fi13X3) 


ғу 
£ Кы, _10( - 35; _ 33 = 58 
= 全 [8 —10( 35) 30 xj 35 
故 所 求 的 解 为 ， 
|. (58 _46 ay 
* Ы 33? =) 
>J Kh 3, 4 


1 用 紧 资 格式 分 解 如 下 和 矩阵 为 工 及 之 积 
2o шы, =] 
= 1 2 | 
3 0 5 
2 ”用 改进 平方 根 法 解 方程 组 
2 —1 -1 x, 1 
НИНЕН 
_ 1 0 1 Хз 0 


3 设 阵 4 对 称 正定 ， 且 A= LL! (LAFZ) TA 
写 出 工 及 4 的 元 素 间 的 关系 式 。 已 知 开 后， 如 河 计 算 妈 7: 呢 ? 


35 追赶 法 
在 实际 问题 中 经 常 遇 到 以 二 对 基 阵 
idi с, 
0 


| 

| 

+ ! 
а2 d, С; | 
БА Кя "ç | 


5. 1) 
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为 系数 阵 的 线性 方程 组 
Ах = Ё (5. 2) 
对 这 种 方程 组 的 系数 阵 ， 用 紧凑 方案 分 解 时 很 简单 ， 求 解 也 很 
简 使 . 
引 理 若 a:>0, c,>0, d,<0, E. 
-d >C, -d,>a, 
—d,Za; +e, і=2, 3, +з. n-i 
=й Ан И E ГУКАЕ аво, 
证 明 用 数学 归纳 法 ， 记 阵 么 的 天 阶 主子 式 为 A, 
(k=1, 2, +, п), B 
A= didz — a201% 0 I 
假定 所 有 满足 条 件 的 A- +0, EA H, ЭЖ k- 1 工行 减 去 
Pk TR Cd 人 悦 ， 则 第 k- 1 行 成 为 | 


(о, © 0, a-is yi- a 一 全 一， 0) 


这 时 将 A, К 列 展开 : 
`d, C1 0, 


az d; €z 


A, = d, 
аруа ба 

— | 

0 aii dii / 


其 中 di = dia a а u „A; 1 为 上 式 中 k~ 1 阶 行 TAA, 


Hk- 1 ЯЛСАН Dan KEAN 
|år l= 14,-, 一 aa = -|>|4,. 


- aTe- 1 一 | = 2501-34 
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СИЕРА — - ¿ina waww к. - 


Ер Ai, 满足 假定 条 件 ， W A, #0, 从 而 А, #0. 证 完 。. 
定理 WE G. D 条 件 的 三 对 前 阵 ， 有 下 列 唯一 三 角 分 
MA: 


E А (8; ©, 0 
i @ 1 I B; е: 
A=LR=| о 1 x Е m 
| °. . $; A | B., Ж | 
` 0 а, 1 я в.) 
其 中 В. = d, 
e; =, /B.-. (5. 4) 
B:=đ;-@; css i=, 2, 3,6, п 


证 明 由 引 理 及 前 节 的 定理 一 知 存 在 单位 下 三 角 阵 工 及 上 
三 角 阵 RR, 使 A= LR, НИЕ, 将 (5. 3) ДЕЗЕ, 利 
ИЯНЕ ЖЯ, ВЗН ABG SH LE R ЖИД 
(5, 4), ХЗ TPE L K R By ЕЛЖ. 它 与 公式 (4。4) 一 


Ж, ШС, | 
以 下 用 (5，4) 来 解 方程 组 (5。2)。 显 然 (5。2) 与 下 列 方程 
组 等 价 : 
Rx= y | .(5, 5) 
Ly=2 (5. 6) 


其 中 у= бу, Ya се, У.) APARAR. 
将 (5，3) 中 的 工 代 入 (5. 6), H b= (b, bye, b,y* 
解 得 yi =b, ) (5, 7) 
V; =b; ~R; Ys ї=2, е, M wÉ 
再 将 已 算出 的 及 及 > 代入 (5. 5) ， 解 得 
x, = y./B. | (5, 8) 
х,=(у,-в,х;,,)/@,%=һ-1,п—- 2,5,1 
用 (5. 4), (5, 7)、(5。8) 解 三 对 角 阵 方程 组 (5。2) 的 方法 ， 
аж. 它 实际 是 用 紧凑 方案 解 三 对 角 阵 方程 组 . 
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= 20 1 0 0 | 
0 Толе 1 | 
© 0 1 -2/} 
用 追赶 法 解 方程 组 Ax=5 
R HAR (5。4) 算得 
Bi=~2 
ay= 23/8, = е; Вз=@;—@;с= - 2 +- 
ы, 5 2 = x 
m= /B= -3 Bs= da- 03 C= — 2 + —= 
Z _ _ 3 2 25 
а= 0/8 = – Ba = di да сз: — 2 1 
y = 1 
1 3 
=р,- = +. =? 
у= b; 02У: = 1 27155 
у 2 3 
= р. 一 =0+-— x — = 
уз = bs — Qa yz = 0 з 2 1 
аа 
y=b.—a,ys= 一 1 ( с) х1= 1 


再 由 公式 (5. 8) ， 即 可 算出 方程 组 的 解 : 


"= -4/(-4)=3 


X= (уз ~ сз x4)/Bs = -Š 
_ = 7 
х= (у — C2 3) /Ba = Багт 
2 6 
х= (y, 一 Cl х2) /Bi = s 


‘ml ¿|= wl 
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习 题 3 5 
1 用 追赶 法 解 下 列 方程 纪 


_ 4 1 0 | х} 1 
1 – 4 1 li x; '_ 1,3 
1 -4 11|{% 17 
0 ү Сал хз 
2 设 4 为 三 对 角 块 阵 
A. С, 0 \ 


0 В. А, 
ЖНА, 50704, АНТЕ ТЭТК 24 2:, ШАМ. 
RZA 


га E De ‚| 
‚Бу i D, С, 
а м i 
| а a С: 
0 а “р, | 


其 中 工 为 单位 阵 ， 刀 ;为 方块 阵 ， 且 非 奇 异 ， 试 写 Ин АВС, 
KP. D, 之 间 的 关系 式 . 
3" 设 有 方程 组 的 系数 阵 为 
©@ т В.) 
s еа. rz, 


B- Ls aa: 1 


ч 
Na 
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试 讨论 给 出 解 这 种 方程 组 的 一 种 计算 方案 . 
4 在 引 理 中 ， 当 aG, FC; Gi=1, 2,» nn 一 1) 时 ， HJ 
三 对 角 阵 4 为 对 称 的 ， 求 证 阵 4 是 负 定 的 。 


56 ЖЕЖ y 


эи ш АЗЕ, ШИЛ ЖЕШ 
Ах= Б 
Э: ЫНА [йу 27 ӘЙ EE 4 一， 因为 方程 组 的 精确 
解 Е 
х= А! 
所 以 在 本 节 中 将 介绍 几 个 有 关 求 道 阵 的 重要 概念 和 方法 ， 
(一 ) ЯНА АЯ ВУР 
1 ”用 消 元 法 计算 阵 扫 的 行列 式 | 4 | | 
i at= 0 (k=1, 2,+е, п), 则 存在 单位 下 三 角 阵 工 和 
上 三 角 阵 及 ,使 
RL :A 
其 中 县 的 所 有 对 角 元 r; i #0, 从 而 行列 式 
А =[А|[ 50 
В A 存在 ， 
2 WAKAK | 
EXI Эи А = (a, 的 各 行 【 列 ) 元 素 满 足下 列 
条 件 时 ， 
|G;; >> |a;i|, i=l, 2, A (6. 1) 
ЖАДА ЕШ 280. 在 (6。1) 中 若是 严格 不 等 号 成 立时 ， 称 
RARE GER WAKAR, 
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定理 1 强 对 角 占 优 阵 是 可 逆 的 。 
证 明 假设 齐 次 线性 方程 组 
Ax=0 
有 非 0 解 x= (ху, хь, max|xs| =1, KH jx;|=1， 
由 E] 
У la, x; = 0 
Ж і 
la; jx; | < 2 la, llx;] 


所 以 


这 与 题 设 矛 盾 ， 攻 齐 次 方程 组 只 能 有 O 解 .从 而 (А10, 证 
Ж. 
3 ”不 可 约 对 角 占 优 阵 
定义 2 ”车 经 过 行 或 列 交换 ， 和 矩阵 妇 能 写成 下 列 形式 _. 
| А, A. n б 
- Ü An) 
其 中 4，4: 为 方块 ， 则 称 阵 4 为 可 约 的， 否则 称 阵 4 为 不 可 
约 的 . Т 
定理 2 МНА 不 可 约 且 对 和 角 占 优 ， 而 (6.1 中 至 少 有 
一 个 严格 不 等 号 成 立 《 称 阵 妇 为 不 可 约 对 角 占 优 ) ， 则 阵 4 是 


可 逆 的 . | 
газ | > У [а | (6.2) 
а, = 15 1а, | = 2,3, (6.3). 


та ў 
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假定 [А [=0, B 


Ах = (0 
ҖАЕ х aXXa)", HP max] x,| =1 
以 下 证 明 | 

Dal = [xd =-= |, =1 


为 简便 起 见 ， 设 只 有 х,\=1, АЧЕЙ тер, |x<.1<1, WBA 
а, =0, (r=1,2,- n, pr) 
Ж Е, #ra,,=0, ШЕ 
Ах = (0) 
的 第 p 个 方程 得 | 
laso] < laad] ++, + lasl xl рав di Xa | 
< |а, | + +la,dlx] + [а] 
< la, | +s + a| +o +|a,. 
这 与 假设 (6.3) FA, MOD a), = 0, 
另 一 方面 ， 若 cv ,= 0， 则 阵 4 的 第 了 行 中 只 有 as , *= 0, 这 
УА 的 不 可 约 性 矛盾 。 
从 而 必 有 *, =1， 即 不 存在 r 满足 |x; | 二 1， 所 以 ， 齐 次 方 
程 组 必 有 非 0 解 x= (1,1,…,1)", 但 此 时 ， 由 4x=10 的 第 一 
个 方程 得 
lanl <}. 1а, : 1х1 = У [а,; | 


1 = 2 


这 又 与 最 初 的 假设 <6，2) 矛盾 。 从 而 可 知 Ax=0 没有 非 堆 
Е, ВША| 0, ША ЯЙ, EE. 
(D) 用 消 元 法 求 北 
Вл ИАА ФЕ, ДА = АСАТ, 
IRA RER, ВА Ы и. аз, s, 1й 
A ' = (а, н), eH) 
记 单 位 阵 工 的 列 向 量 为 fis ёз "a Êa; pj 
87 


amean ——— M … 


f=(erer' es) 
所 以 
ACHI, tasty Mn) = 01029." e.) 
所 以 
Ац =82,, Ан,=е;, =, Аи, =e, (6. 4) 
(6, 4) Ж Ri ЖА, ШАЛИ u: 为 未 知 向 
量 的 n 个 线性 代数 方程 组 。 用 消 元 法 的 紧 资 格式 求解 是 很 方便 
BORi AT RIRU, Hz e, us, A BARET. 
没 A=LR CLR 分 解 ， 代 入 (6。4) 便 得 较 实 用 的 计算 
公式 
Ви, =17`е,, i=1,2,'" ,nN (6, 5) 
例 1 ЖЖ НВ F ЭЕ уай 


=ї 8 = 2 
-6 49 -10 


f ”将 所 给 矩阵 4 代入 (6， 4). ЖЖЕНИЕ Bp kE 
FIH, 1: 


-1 8 -2:1 0 0 
[4;D=|-6 49 -10:0 1 0 


-4 34 -5:0 0 1 


先 对 第 1 列 进行 消 元 ， 将 -4，-86 化 为 0， 得 


-1 8 -2: 1 0 0 
E 1 Е А: 1 
0 2 зї-4 0 1 
再 将 第 2 列 的 2 化 为 0， 得 
-1 8 -2: 1 0 A 
0 1 2.3: = 1 0 
{ 


0—1 


о m 
! 

юм 

= 

— 
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这 实际 就 是 (6。5) 的 增 广 阵 表 示 ， 其 中 1，2，3 列 组 成 上 三 角 
阵 R, 4, 5, 6 列 组 成 单位 下 三 币 阵 工 .经 过 回 代 过 程 ， 即 
解 (6。5) 得 


95 -28 18 
A =- 19 — 3 2 
FE: 2 -1I 


(=) 加 边 ж 逆 
加 边 求 逆 的 基本 思想 是 ， 从 求 低 阶 阵 的 道 开始 ， 逐 次 雪 边 
扩大 求 逆 ， BARH n 阶 阵 的 逆 . 
设 % 阶 非 奇 异 阵 为 
Qi йсй, 
a| Ta fz AN | k>2 


ati Agzat 


Ж} ТАЛЕ ТО, A, 分 块 为 


(2 U,_. 
А; = ) 
V,-. ap: 


G1 Qisir 
Å; = : Н 
аруу "Ор рур 


a T 
СО, (dG tk) 


其 中 


V i i (акаба "06 зк.) 
假定 A, 已 求 出 ， 以 下 来 求 At'。 
设 Ау! DRA 


4=( фы _) (6, 6) 
Ng х : 


Ху 1 
Е : i 
Харар, kmt 


其 中 
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х= (Хуру Хо, "° Ха-а s)” 
X3=(Xeis Xros "s 5650-1) 
x 为 常数 
UFR X Xa X 及 x， 使 得 
A,A7! = АГА, =i, СЕ 阶 单位 阵 》 


即 

( А. U: ( XI 5; “| I. 0 
Vi- a, ) Хз X )- 0 1 J 

由 此 可 得 | | 
A,- s +U, ,ху= Iret (6. 7) 
хаз = 0 (6, 8) 
A, x:+U,_,x= 0 (6, 9) 
V, x; +арх= 1 (6.10) 


先 联 立 解 人 6。9) 与 (6。10) 以 求 X; Кх: 
由 于 假设 Ат. 已 知 ， 故 由 (6，9) 得 
x= - Аі, О, x (6.11) 
将 (6. 11) 代 入 (6。10)， 得 


-У,-,Ау®,Ш,_,х+а,,х= 1 


令 
b, =G- V,- Ati Uri 
WR х : 
1 1 
x= — n Ár =< = {6.12) 
a -Ves Ar U, b; 


将 (6，12) 代 入 (6。11) 得 
x= - Ат UL /bs (6.13) 
其 次 联 立 解 (6. 7) 与 (6。8)， 以 求 xi K 5: 
由 于 47， 已 知 ， 故 由 (6，7) 得 
x= Al, (E-U) 
= Ат, —- Arh Ua (6.14) 
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将 (6. 14) 代 入 (6。8)， 得 

Vi Ат, — V , Ar IU, x +a, = 0 
所 以 (a, Vin Ar IU,  )w, = — V, Aç, 
所 以 b,x;= -Vi Art, 


从 而 得 

x= — V,- AF4, /b, (6.15) 
306, 15) RAG, 14), 得 

x = Ат, + AFU Vi AT b; (6.16) 


将 已 求 得 (6. 12). (6, 13), (6, 15). (6, 16) 代入 
《6。6) 中 ， 便 得 所 要 求 的 


fa: А0, V Ара ец A Usi 
=; { к b, b, { 
тл Vi an A 
b, b, 
其 中 Ars- 
dit 


b, =ar Vi- ATi Uis k=2, 3y п 


公式 〈6。17) 表 明 ， 出 于 每 个 А, 是 对 A MMA 
一 列 得 到 的 ， 所 以 上 述 求 逆 法 ， 称 为 加 边 求 逆 法 ，。 


5] 题 5,6 


1 求证 公式 A =(PAV'P, EF P рп WEB. 
2 设 4 对 称 正定 ， 且 4= 工 工 -， 工 为 下 三 角 阵 。 
CO 写 出 计算 A 的 公式 ， 
(2) 证 明 4 的 行列 式 
|A| =(hbi gz baa)? 
FH L, WL 的 对 角 元 ， 
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$7 向量 和 和 矩阵 的 范 数 


在 线性 代数 方程 组 的 数值 解法 中 ， 经 常 需要 分 析 解 向 量 的 
误差 ， 需 要 沸 较 误差 铅 量 的 “天 小 ”或 “长 度 ”。 那么 怎样 定 
义 向 量 的 长 度 呢 ? 我 们 在 初等 数学 里 知道 ， 定 义 向 量 的 长 度 ， 
实际 上 就 是 对 每 一 个 向 量 按 一 定 的 法 则 规定 一 个 非 负 实数 与 它 
对 应 ， 这 一 思想 推广 到 有 维 线性 空间 里 ， 就 是 所 谓 向 量 的 范 数 
或 模 。 


《一 ) 向量 的 范 数 


定义 1 ESE n 维 线性 空间 及 上 规定 一 个 映射 ， 它 使 任 
MAR xC R' 都 对 应 一 个 非 负 实数 ， 记 为 |x 上， 如 果 满 是 下 
列 条 件 : 

1 ЗЕЯ. 当 x=0 时 ， [>x] =0, хаво, Ë x | >0; 

2 Жї. | kx 上 =|к|[ x1， 其 中 为 任意 实数 ， 

3 三角 不 等 式 : x+p| «іх + [у], x, JER 
HERH. | 

Жы, AREER 中 定义 了 一 个 向 量 范 数 。 

对 及 来 讲 ， 1 x 上 就 等 于 x 的 绝对 值 |x | 。 

三 个 常用 范 数 ， 

设 *=(& Ëa +, B)", 则 有 

CI) Palais lé] + lé +++ |€,[; 

CEO [х= atn = En ERr .iE 

CE) |x]. = тах|5, f. 

读者 不 难 验证 ， 上 列 三 种 常用 范 数 满足 定义 条 件 。 

ER 上 定义 的 任意 向 量 范 数 沿 有 下 列 性 质 . 

定理 1 对 任意 x, yC R"， 下 列 不 等 式 成 立 ， 

[ї{хХ{-[эуї{|<{х-у[ (7. 1) 
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证 明 根据 定义 工 的 条 件 3 ， 


lx] = (к-р) «1-Е у 
所 以 Ixl- [21 <i x- yl 
另 一 方面 还 有 
КББА = 一 3 
”所 以 必 有 
ЕЕ БЕКЕ ЕБ 证 完 。 


定理 2 ”定义 在 R" 上 的 向 量 范 数 | < | 是 变量 x 分 量 的 一 
致 连续 函数 
证 明 АСА" 为 任意 向 量 ，el，e2，…，e， JI К" 的 一 
DER. H 
h= hie, t het ' + h, , 


再 假设 
N= У (е, 1 
显然 N 为 定常 数 ， 则 当 maxlh;1<5 时 ， 由 三 角 不 等 式 得 


А = Dhil le: 1 «Алаху: Në 


对 任意 给 定 的 正 数 & ， 当 取 бес}, ШИЮ 


kæti- А1101 <e їл, 
定理 3 ÆR EE ЕЕ ҮЗ < i ЫК 1,26 
ir, ШЕЕ МЕ&т(М >т), 1—0) хєк', Жа 
m | x j, < |x | <MI <l, 
成 立 . | 
证 明 设 56КЕ", W| = ЗЕРИ | = | ARAE 
G= (s| [|®||1=1} : 
上 是 有 界 的 ， 且 一 定 能 达到 其 最 大 值 及 最 小 值 . 设 其 最 大 值 为 
M， 最 小 值 为 证 ， 则 有 


93 


m=< | = | SM, x€R' 《7。 2) 
考虑 到 | = | 在 G 上 大 于 零 ， 故 m>0。 
设 xER" 为 任 党 非 零 向 量 ， 则 


х 
ГЕР 
代入 (7. 2) ， 得 
х 
п |у 
所 以 
ml <|, Мә] 
证 完 ， 
出 此 定理 不 难 推 得 ; 


推论 。R* 上 定义 的 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 
对 常用 范 数 ， 容 易 验证 下 列 不 等 式 


2-а 7. |ә, (21:85 
{х} а и. (т. 4) 
е р | <l. (7, 5) 


ҮТИ, RRI TE И РЕ byk ЭСТЕ 81 88 
T: 
定义 2 ж К" АА}, RH 


Kas Wi, aNg (7. 6) 


其 中 


ху (00, ХК), эе, х, 0097 
ЖАНЕТ G= l, 2, е, п), KA 

тх = 
нр 

x*=(x", X", +, Xa 
称 为 问 量 序列 {x,; 的 极限 ， 或 者 说 向 量 序列 {x+} AERES 
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* үг 


于 向 量 x* 。 记 为 
limx; = ж” 
定理 4 ”向 量 序列 {х,} КОЖА ak x* 的 充 要 条 件 是 
limlxe ~ x*l=0 ст. 1) 
此 定理 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 、 
如 果 一 个 向 量 序列 (x) 与 向 量 x**， 满 足 (7。7})， 就 说 向 
量 序列 {x КИШКЕ Т x*。 于 是 便 得 | 
Б] ЖЕРЕ 71k St Б Ис ЕСЕ а В), 


(2) E FEB 2 Ж 
定义 3 PÉ A nB O EE, R" te S Y ARAA i |, 
则 称 s u p | Ах| 为 阵 4 的 范 数 或 模 。 记 为 141: 
А “sup [Ax] C7. 8) 


矩阵 范 数 有 下 列 基 本 性 质 ; 

1° 4 A=0B8, | А[=0, 3.A3e087, 141220, 
2° 对 任意 实数 上 和 任意 4， 有 

АА = 1А А 

3° HERAT n ИЕА. В, 5 

14 + B| < А +В 

4° 对 任意 向 量 ER MERA, A 


Ах Ае lxl (7. 9) 
5° 对 任意 两 个 n 阶 阵 A4，B， 有 
lAB|=<AllI BI (7.10) 


我 们 只 证 t"，5"” .至 于 1 "一 3 "读者 可 自行 证 之 。 
事实 上 ， 对 4 , С={х|[х{=1), 355 € G i, 根 
据 定 义 3， куа 当 хСА" 时， #x= 0, HJ 4° 成 为 等 


zo Ж ох+%0, М =] S G, Ж 
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————— ЕНЕ УШИН 


ЕСЕБИ 
所 以 

тут А1141 
从 而 便 得 4 中 的 不 等 式 。 


对 于 5"， 由 定义 3 及 4" 易 得 
ПАВ = supl АВх I<supl All -I| B~ 


= JA |sup | Bx] = А|-ЇВ| 


特别 是 ， 满 足 (7.。9) 的 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 ， 称 为 想 容 的 
或 协调 的 。(7。9) 称 为 相 容 性 条 件 ， 

使 用 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 时 ， 必 须 满足 相 容 性 条 件 、 

与 常用 向 量 范 数 相 容 的 矩阵 范 数 如 下 ， 

定理 5 п ЛЭ = A=(a,;), W 

I 51 xl] ARER E 


А] тах) lai лр 
1 ера, MARERE 
[Аһ = vi; ‹7.12) 


其 中 л. SB: АТА 的 最 大 特征 值 。 
I 5 ixl. 相 容 的 矩阵 范 数 是 
[Al = тах ул |а;)| (7.13) 
证 明 (7. 11), (7. 13), #Ж ИДЕЙ 3 自行 证 之 。 今 
只 证 公式 (7. 12). 
由 1. 1 的 定义 知 ， 对 任意 xE R"， 都 有 
[Ax]: = (Ах, Ах) = (АТ Ах, х);>0 
ЖАГА 为 对 称 平 正定 矩阵 。 设 АТА REEN 
MAA 0 
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相应 的 特征 问 量 为 
is ёр +, Ê, 


fl, i=) 


ОЕ TERME 
设 хєС={х|\х[;=1} 
X = Xie, + Х;@6;+ + х„ё, 
Bl) 
ATA = Ах + AXE + s + À,x, 0, 
从 而 
[Axii= САТА х, x)= УС, х: <a sisa 
所 以 
Ах. L, 
特别 当 х= e 时， 上 不 等 式 等 号 成 立 ， 因 而 
ГА. = sup [Ах = Zh MES, 
其 次 讨论 阵 及 的 范 数 | 4|| 与 和 4 的 特征 值 间 的 关系 , 
设 和 4 为 阵 4 的 任 一 特征 值 ， 向 量 。 为 其 祖 应 的 特征 向 量 ， 
Ji 
г Де = Ае 
因为 
Ае = Ае 1А Це 
所 以 . 
[4] <А] | (7.145 ` 
从 而 得 


引 理 ” 阵 4 的 和 任 一 特征 值 的 绝对 值 不 超过 4 的 范 数 1А}. 
定义 4 阵 4 的 诸 特征 值 的 最 大 绝对 值 ， 称 为 阵 4 的 谱 半 
на и 
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KASIA; (7.15) 
阵 4 的 谱 半径 与 4 的 某 一 范 数 和 还 有 下 列 关 系 ; 
定理 6 对 任 给 正 数 e 。 必 存在 &" 中 的 某 一 范 数 | +, , 使 
IAL Sp A)+e (7.16) 
证 明 首先 注意 下 列 事实 ， ИР 为 某 r 阶 非 奇 异 矩 阵 。 则 
在 ER" 上 定义 向 量 范 数 x|,= Px， 可 以 验证 |х|, 满足 向 
和 量 范 数 的 定义 ) . 这 时 与 |l, 相 容 的 矩阵 所 的 范 数 
141, = РАР, (7.17) 
lAl =5ир [Ах |, =ѕир [РСАх) 1, 
=sup |РАР-! у= PAP] 
其 中 ?= Px， 则 <= P 'y, UTRESA.) 
在 线性 代数 中 已 知 对 任何 И А, AAE dF ЖЕУ, 
SAS- = J= A+ Í (7.18) 
其 中 ЭЖЕНЕ. 而 


k Т 1 0 w 0 ША 1 е 0 
I = “a 3 I i~” `. 1 
0 I. 0 0 


4; 为 入 的 特征 值 PEX ARE 


1 0 
Dr:=| °, 
0 "е": 


m (7.18) 作 相 似 交 换 : 
DSAS-—'D-'=- DAD :+DID = Аз el 
令 P-DS, WERKA 
98 


РАР =-А+ғ Г 
所 以 
кч {PAP |, <А |+ |1 = СА) +e 
H (7.17)2007.16) 37, 证 完 。 


(=) 线性 方程 组 的 性 态 
线性 代数 方程 组 
Ах = Ё (7.19) 
HRR ARKE k, ЕЕ а ВЕ ВО, HIERE 
免 地 带 有 误差 .这 种 原始 数据 的 误差 、 对 方程 组 求解 的 影响 如 
何 ， 是 必须 探讨 的 ,此 即 所 谓 方 程 组 的 条 件 问题 . ЭЕ. 
(1) 假设 系数 阵 4 是 精确 的 ， 且 非 奇 异 ， 今 讨论 右 端 8 
的 误差 对 方程 组 解 的 影响 ， 
设 56 为 5 的 误差 , 而 相应 的 解 的 误差 是 5x， 则 有 
А(х+дх) = b + др 


所 以 

дх= 4-: 3858 

ї8х |] АС 10821 
但 由 (7.19) 

| АН! 
所 以 


ае ol «| АПАС! ә 11581 
ВТА 630, хато ў, # 

ёх ||. -ı y óh | 

Ге] «411.47 | [РЇ 


即 解 x 的 (相对 ) 误差 是 初始 数据 5 的 《〈 相 对) 误差 的 ПАША: | 
1. 

(2) BERA b RAH, RUE HRE, ИЖА 
的 误差 对 解 的 影响 。 


(7.20) 
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WERABPYIE2E3J6A, MMRR Ax. ШО 
(А+ ФА)(х т дх) = Ф 
Ў 4 及 4+64 非 奇异 〈 当 4-:641<1 时 荐 可 ， 读 者 自行 证 
=Z) , W 
Ах+(&А)х+ Аёх+д8дАёх= ф 
Aëx= —(8А)х-86А8х 
бх= — А '(8А)к- A '6Абх 
根据 范 数 性 质 
10х14: Al) + 1А: HEA: 1511 
G- ПАТ: 15А 1А: 18А |x! 


于 是 有 
AD 
[бх| < AIAI _ Tegi (7.21) 
|<] “i-a MA i jacta 上 人 


ТАА, ТАНАТ 表示 相对 误差 的 


近 位 放大 率 . 

H (7. 20), (7, 21) 可 知 , 6 及 和 4 有 微小 改变 时 ， 数 
[АЙТАС TERRA D EHR x 的 敏感 程度 。 解 x 的 相对 误差 
可 能 随 :| A4l147'j 的 增 大 而 增 大 ,所 以 系数 阵 委 刻画 了 线性 代 
数 方程 组 的 性 态 。 

定义 5 BRAH ana BIRRE, KA ПАА ARAR 
杂 件 数 ， 记 为 cond(4)。 

条 件数 有 下 列 性 质 、 是 很 容易 证 明 的 ， 

i) cond( А);>1; 

ii) cond(k.A) =сопа( A), k 为 非 零 常数 ; 

ii) #F|A[=1, Ж сола(А)= [А7 |. 

сола А ЖАХ ХА, RARAC IDARE. ТЕЧ 
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«4 


称 为 良 态 的 ， 
车 方程 组 为 病态 的 ， 则 求解 过 程 中 的 清 入 误差 对 解 会 有 严 
重 的 影响 . 
例如 ”对 方程 组 
人 0.25 СЕ 
0.25 0.0625/\х;/ 10.375 


Ж х= (1,2), 但 如 果 把 系数 及 右 端 取 成 其 近似 数 ， 比 


如 ， 

1 0.25 Ее ) 

0.25 | Xz 0.37 
则 其 解 变 为 x=(4, 一 10)" ,系数 及 右 端 绝对 误差 最 大 变化 为 
译 Xx10-?， 而 解 变化 却 较 大 。xz 的 值 , 后 者 为 前 者 的 5 48, 以 下 
看 其 条 件数 。 


as (1001 025 jane 1000 0 
0.25 0.0625 ~ 4000 16016 
І 

AJ. = 1.251, || A'l- = 20016 
所 以 

cond( A) = 25040 
表明 所 给 方程 组 是 病态 的 .在 本 书 中 我 们 不 讨论 病态 方程 组 的 
іХ. 


2) 题 3:7 
1 设 х =(1,—2, 39), y=(0,2, 3)”, И х 与 的 
三 种 常用 范 数 ， 
2 如果 1lim sl = lal, EERE tx: 收敛 于 向 量 e? 
3 设 С.= {х|1х|.=1, XER}, J] C, 的 刀 何 意义 是 
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什么 ? 设 C= {aliall SERY, С. ДЖ ХЖ 


А? 
2 1 O 
А=|-1 2 3 
0 -2 1 


ЖАЙ, А. А]. 
5 * limA, = А, Ип; =", їй!) 
koa k m 


limA.x, = Ах*, 


6 没 阵 4 与 阵 吾 是 对 称 的 。 求 证 
p( A+ В)=р( А) + p( В) 

7 ШНЖЕА, H|.AJ<1, EBI- AFAR. HË 
лер ду. 
т- А = ра 

8 iB AHEÓ E, Жш 


1 0.4 0.7 
A= 0.1 1 0.2 
0.3 0.2 1 


PAR, ЖОКПА 外 的 一 个 下 界 ，《〈 不 求 4 + 
10 设 


(ы ала) 
1.001 2,001 


在 范 数 外， 上 |.。 的 意义 下 分 别 求 condi). 
11 н ИЕАЗ, НЕ R" 中 定义 了 范 数 上 小， 出 
х1. = ТАк: А" 中 的 一 种 范 数 ，*%*E&€ RR" 
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12 # АНИ, бА 为 误差 , 试 证 当 | A12A|<1 8, 
4+64 也 可 逆 . | 


S8 简单 迭代 法 
迭代 法 是 解 线性 代数 方程 组 的 另 一 类 重 朗 方法 . 它 的 基本 
思想 与 第 二 章 介绍 的 选 代 法 一 样 , 即 从 任 一 初始 向 量 xo 开始 ， 
按 某 一 规则 ， 不 断 进行 修改 ， 形 成 向 量 序 列 (х), 4 x, Wk S 
Фах к оо) В}, х ТУЯ Н, 
在 这 里 研究 下 面 三 个 问题 ; 
一 如 何 构造 迭代 程序 二 ”商量 序列 (х) KRAH 
= x* ~ wx; 的 误差 估计 ， | 
(一 ) ЖЕКТЕ 
设 所 给 方程 组 为 
Ах= (8, 1) 
其 中 4 уп ЗЕРЕ, РЕА, МӘБ, Ü 
须 把 (8, 1) ЖЖ, ЖЕЉА, Ш, АТОР 
Pk 3 


A=M-N (8. 2) 
Юр МДЕ, FE (8. 1) 可 写 为 

Mx=Nx+b 

x=M Nx+M`'b (8. 3) 
А B=AM N. 了 = MH-'65， 即 得 

х=Вх+ f ‹8. 4) 


{ЕЖ ЄК", RAG., DAW, MAREA х, ШЕ ж 
A (8. 4) 的 右 端 ， 算 得 结果 记 为 хо, ШЕТ, АИК 
程序 
х= B xi + f, k=0, 1, 2, (8, 5) 
称 为 简单 迭代 法 ， 称 B ARER, (<,) АКИ, ЖЖ 
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. awam a ` ， -to mwne ~ Ааа 


(8, 5) 用 分 量 的 形式 表示 为 
х= Уй AA i=in, k=0,1,2,--. 
车 序列 收敛 
x, >x’? 【8 一 co) 
显然 有 
= Вх* + f (8. 6) 
BH x* 为 所 求 方程 组 (8, 1) 的 解 。 
(D) ЖОХ ВИТЕ 
iz (8. 4) HIETE. H (8. 5) W (8. 6) 得 


N. t= B(x, - х*) (8, 7) 
Яй х... Ej x, 的 误差 间 的 关系 。 巾 此 得 


Xiii х = B* (xo — x*) (8, 8) 
为 证 明 x, Р х", Ж ШЕ | 
54 + 设 了 EBR 为 任 一 非 ОБ, ШВ: 3 一 OK 一 co) 
的 充 要 条 件 是 B' 一 0 (Ek со), B: BJ t-J 3 W Sk 30. 
证 明 ”充分 性 显然 ， 必 要 性 用 反 证 法 。 
É B'=C(BO, e, В), B'O 为 В* 的 列 向 量 , 假定 
BOBO, W у=е,=(1,0,+,0)1, W 
B'e = BPO (коо) 
Хх Байа. 证 完 。 
引 理 2 B'—0O(k—oo) 的 充 要 条 性 是 
p(B)<1 
РА ЛЕЛЕ Ж Бу НЕБО ЕН) — ЭЕ (这 是 容易 
证 明 的 ) 。 所 以 引 理 2 又 可 叙述 为 : 
IB'|— 0 (一 se) 的 充 要 条 件 是 p(B)-1 
证 明 充分 性 : 
因为 p(B) 1， 所 以 存在 正 数 e， 使 ОВ) +s<1， 由 
$7 定理 6 知 ， 存 在 一 种 范 数 .lp 使 
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(В|, 008) +e 
但 
IB isl BIS ССВ) + e) ° 
所 以 当 k-o ñj, В 1р0, H R 中 范 数 的 等 价 性 ， 故 当 
кос], VA lB 1-0, | 
DE: 因为 
(o0(B)y'=p(B')<|B']|—0 (к—оо) 
所 以 
р(В)<1. 证 完 . 
由 引 理 可 得 下 列 基本 结论 : 
定理 1 对 任意 初始 向 量 xo， 送 代 程 序 (8.5) 收 敛 于 (8.4) 
的 解 x* 的 充 要 条 件 为 p(B) 过 <1， 而 且 此 时 (838.1) 有 唯一 解 x*， 
证 明 对 (8. 8) 应 用 引 理 1， 引 理 2, 知 当 Коос 时 
хуз atl, HEERE p( B)<1, 
将 《8。4) 改写 为 
(I- B)x= f (8, 9) 
显然 p(B) <<1 时 ，(8,9) 的 系数 行列 式 ( 工 一 瑟 ) 关 0。 从 而 (8.4) 
有 唯一 解 。 证 完 . 
定理 1 的 理论 价值 是 很 大 的 ， 但 不 适用 ， 因 为 pB) 不 易 
Ж. 下面 给 出 实用 的 充分 条 件 及 误差 估计 . 
定理 2 [B| <1B, ARE (8.5) 收 敛 于 (8,4) 的 
fg, H 


|x, = **| <l | 1—1 А! (8.10) 
lx. -l «ауга о а.) 


证 明 ”因为 р‹В)<|В|<1, Pr (8.5) 收敛 。 其 容 ， 由 
(8, 7) 


l<, = xt 1В ха е) 
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i Bl: ;~ x L ~ Xx*| 
|Bllx = ЕВ x 
由 上 式 可 得 
-IBD — x* lBllwi ,~ x; || 
ЖАШ {БЇ} C8,10). 
ҖЫ, (8, 5) #H 
хах. = В(х x) = з= B: (м хо) 
所 以 
ава ео ПЕВ а ао | 
HERA. 10) 009908, 11), EZ. 
”只 要 | 如 | 不 很 接近 于 1 (8, 11) 可 以 作为 误差 估计 式 。 
Hix ~ xx 很 小 时 ， 还 可 用 《8.10) ЖЮ ЕХО ЖЕЛЕЛЕРГЕ 
ШЕ, 


由 于 | 了 | = max lb, ilo |B ||- = max > |} !|, 都 能 


Воляна HERRER, ЛИЕ ЖИЕН ЛЕРНИ, 
显然 是 很 方便 的 ， 


《三 )》 雅 可 比 达 代 法 
在 (8. D 中 ， 假定 矩阵 及 的 对 角 元 不 等 于 0 ， 记 为 
| D =41аг(а+‚ ай» ‘~, Grn) 
HAJ 
А-р- М 
这 时 迭代 程序 G. D 成 为 
хі = DNs, + Db (8, 3), 
KARTE, ERER B= D IN, Ил: e BS 0. 
对 雅 可 比 迭 代 收 敛 的 充分 条 件 ， 由 下 面 定 理 给 出 
ЖЕЗ 当 竹 阵 4 为 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 时 ， 
Р\В) = рр №) <1, ЗЕКИ. 
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证 明 因为 退 严 格 对 角 占 优 ， 所 以 
1B;.,= [D 'N|.<1 
由 定理 2 ЕНК. 
FEARTAN BR. W I- B= D ' A 也 为 不 可 约 对 角 
Hi. 设 p(B) =| 5,1, В 4 为 号 的 特征 介 ， 所 以 
IA I-B|=0 
从 而 有 


11--1В|=0 (8, 12) 
1 
1 


ШЖ p(B) = 21, ВІ- B 为 不 可 约 对 角 占 优 ， 由 $6 定 
理 2 ЖП 


1 
I--l B| 
11-210 


与 08.12)#6. МИЙ o(B)< 1, 证 完 。 
例 用 雅 可 比 法 解 下 列 方程 组 〈 精 确 到 10-3:) + 


4 0.21 -0.08 x, 8 
0.09 3 -0.15 x: |=|9 
0.04 – 0.08 4 Хз 20 


解 ” 先 将 方程 组 变形 ， 以 4,3、4 分 别 除 汪 个 方程 两 边 ， 得 
1 0.05 一 0.02 x, 2 
| 0.03 1 К | x; | = 8 
0.01 — 0.02 і X3 5 
х; 0 - 0. 06 0.02 x, 2 
Е | -0.03 0 | x; |, ) 
хз -0.01 0,02 2 / N 23 5 


由 于 | Bl- = 0.08 二 1， 故 对 任意 初始 向 量 x<, zF Л. 
今 取 Хә = (2,3,5)7 EN, 


从 而 
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киз? 0 —0.06 0.02 \/2 2 1.92 
Ë -| -0.03 0 0.05 || 3 Ц 3.19 
Жж? -0,01 0,02 0 5 5 / 45.04 
х 0 —0,06 0.02\/1.92\ /2 1.909 
с =|-0.3 0 0.05 |1 3.19) 1 3 3.194 
х. -0.01 0.02 0 /\5.04 5 5,045 
也 可 列表 计算 如 下 ， 
x, X: хз | fi 
E A S San a | 
| 0 | -0,06 | 0.02 | 2 
— 0.03 | 0 | 0,05 3 
- 9,91 ! 0.02 | d 5 
ху | 2 | Е | 5 
x 1.92 | 3.19 5,04 
x: |! 1.909 | 3.195 | 5.045 
Хз | 1.909 | 3.194 | 5.045 


Р. 


у 3,8 
1 HW SG TF BHI 


| 了 1 2 Xi 10 
Dj 8 zl x |={[з 
2 2 Р X3 6 
E 01 0,02. oA TAS i 
el a 
х чә 0.06 ел 11 0 
х3 0.05 0.1 9.03/ 0 ха. 
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2 É 4x=38 为 对 称 正 定 方 程 组 ， 求 使 达 代 程序 
x,- =x, +a(b-—- Ax.) 


收敛 的 数 «的 变化 范围 ， 然 后 用 此 法 解 方 程 组 


2 1 29 1 Xl 0 
= 1 2 0 Хз = 1 
= 1 0 1 xs 0 


3 WHE, 4 p(B)<1 时 ， 方程 组 (8。1) 的 解 x* 可 表 为 
向 量 无 穷 级 数 的 形式 
=-f+Bf+ Bf +. Вр Вр 
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采 德尔 迭代 法 也 叫 点 高 斯 (Gauss) 一 采 德 尔 迭 代 法 。 简称 
为 G— $ 和 迭代 法 ， 其 基本 思想 及 选 代 程 序 如 下 ; 
假设 对 任意 初始 向 量 xo， 用 (8。5) 已 算出 x, 的 第 1 个 分 
х), ЕЛС ОНЯ, ИТЧЕ x E хо 的 第 1 个 
АЕТ Е 1 Н", 那么 计算 х, ЖИ 
хо= (х1), xt), Ө, хут 
而 用 
ха=(Х\?, х9), ++, XT ; 
即 计算 下 一 个 分 量 时 ， 要 用 刚 算出 的 新 分 鞭 ， 会 不 会 更 精确 些 
昵 ? G— $ 法 就 是 基于 这 种 想法 提出 来 的 过 代 法 。 其 多 代 程 序 
用 向 量 的 分 量 表示 为 


xt +1? SE Т X, (£+1) L рз b, Е -fi (9. 1) 
¿=1,2, n; k=0,1,2, +“ 
Е 823 
x= Lx Ох + f. k=0,1,2, °° (9, 2) 


其 中 


L+U=B (9, 3) 
| 0 [bn bja b., 
ba 0 ， b -b,n 
L=, i ‚= : 
р, быз biii 0 | [ 0 b,, 
G—$ kA, НО, 2) 
(I-L)x;, = Ох, + f 
TADE, I—Lw i., 所 以 
x = A-L Ux + UA- 'f (9. 4) 
Jer EBE 〈 了 - 工 ) U, ја 
_ G= (I— Ly: U 


称 为 G 一 8 КЖЕ. 

由 此 可 见 ， 对 (8,4〉 用 G 一 5 ERE., RATHO. 2) 
变形 为 

x=(I-L)tUx+(I- L)” f (9, 5) 

再 用 简单 迭代 法 TERRIA IS ЯКЕ ле ШП, 可 得 

定理 1 对 任意 初始 向 量 хо, СУВАЈА 
是 о(С) <1. 

但 较为 实用 的 充分 条 件 是 

定理 2 车 |B|.<1,. 则 对 任意 初始 向 量 xo G— $ 程序 
КӨ, uz 


В.= lb, l], ri= 2 ib,l 
р” j-i 


н = тах 
1-8, 
则 и < 18|... ИНД 
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каж | mula 一 (9, 


1 – 


证 明 先 证 ú <| B|. 因为 
В. +r; <В. 


所 以 

ғ.<1В8|.-8,<1- 8, 
则 

БИ as 181. - в i 
但 

381-8: св]. 
所 以 

r; 

q. <| B|.<1 

和 于 是 有 


< | ғ; = 
н = тахт BI. <1 


其 次 ， 证 p(G)=<u<1 
їс P(G) =] 4 |， 对 应 于 A 的 特征 向 量 为 
= (y, Yz, Ya)” 
lyi = max (у; [=1, i=1,2, °, n 


| I 
GJy= Ау 
(I-L)''Uy=1J 
所 以 
О у= А(Е- L) 
Вр 


(AL +U) у= ТЕ, 
ly 1=1， 则 将 其 第 站 个 方程 按 分 量 展开 为 


“umu w Tour с 
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A; = А; > 5, yi + s b. iYi 
=! | 一 上 
所 以 |iil=<12|6; +, 
则 有 


i = f; 二 
Ал | T- B, =п<1 


即 o(G) <1, MEHER 1 知 G—S 迭代 法 收敛 。 
为 导出 (9. 6)， 将 (9。2) 以 矩阵 的 分 量 写 出 来 ， 即 
хт? Z= Yb. (дн Sb, д +] 


їж 1 


L= 1, 2, .... R 


所 以 
i —1 т 
XE х= S b, (0+0) + УЬ, (xt) x; *) 
imi rei 
假设 
和 | 
则 
[хк —х*|[„=В, 1а. ра [х - x". 
所 以 
б 
[хан =at TB lx atla 
«шх, — x* |< 
«рх, x+ lot [ху = x* ||.) 
于 是 有 
lasa Ае [s< зано а irse, 


读者 可 以 证 明 下 列 充 分 条 件 : 
定理 3 当下 /<1 时 ，G -3 选 代 法 对 任何 初始 向 量 xo 都 
гах. 
定理 4 E 4 为 对 称 正定 矩阵 ， 则 对 任意 初始 向量 хо, 
G- $ 和 夺 代 程序 (9，2) 收 伍 方 程 组 (8。1) ЮЖ. 
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ой! 


证 明 设 2 为 迁 代 第 阵 G= (I- L)” URIE, IHR 
对 应 的 特征 向 量 。 设 它们 为 复 的 。 则 
(I- Ly-1U y =A. 
即 
О у= А1 - L) Jy 
以 Dy(D 为 4 的 对 角 阵 》 与 上 式 作 内 积 ， 则 
(Uy, Dy) = АСУ, Dy) - A(L y, D y) 
所 以 | 
(DU у, y) = A(D Jy, у) - A(DL y, у) (9.7) 
由 
A= D- DL - DU 
НА = 47， 故 (DIL)7= DU, 


ë 
(DLy,y)=c+di (ce，d 为 实数 ) (9.8) 
则 
(DU y, y) = (DL)T y, y) = (y, DL y) 
= (DL y, у) = e— di (9.9) 
设 (D у, 3) = a>0 (9,10) 


3649.8), (9,9), (9.103459 A 09.7), # 
c- di= A(a — c -— di) 


于 是 有 
[с – 112 = lAl? jla- ce- di]? 
所 以 РР 
lap = a-o yd (9.11) 
”又 因为 


(a —c)2— c=a(a— 2с) 
= 40(ру, 7) — (DL y, у) ~ (DU y, JJ 
= a(A), 7) >0 


119 


则 有 
(а= с) е? 
HOLIDAN 
А121 
由 于 4 为 6 的 任意 特征 值 ， 故 必 有 p (6) <1, Аш G - S 4 
序 (9.2) 收 敛 于 方程 组 (8,1) 的 解 。 EZ. 

最 后 指出 ， 当 〖Bl-<1 时 ， 对 方程 组 (8.4) {Ж ИЛЕҢ 
法 或 G - $ 迷 代 法 都 收敛 。 而 后 者 可 能 比 前 者 快 些 ， 由 于 二 者 
的 迭代 矩阵 不 一 样 ， 所 以 有 时 可 能 前 者 收敛 ， 后 者 不 收 货 ,或 
KZ. | 

例 H G-$ ЕМУ 


x, 0 —0.10 —0.10N / x, L2 
Xx: | <| 20 0 —0.10] х, | | 1.3 
Xs —0.20 一 0.20 0 /N xs 1.4 


ОВ 3110-0), 
8 181. =0.4<1, С—С. Шохо (0, 0,0)", 
НИЯТ, 


| X1 х» | x; | fi 
0 -0,10 | -0,10 | 1.2 
а, | 0 -0.10 1,3 
| -0.30 -0,20 0 1.4 
рес бөй > Ca 一 一 一 一 
x, 0 0 ` | 
х, 1.2 1,06 0,948! 
х 2.9992 1.0051 0.9991 
x, 0.9996 1.0001 1.0001 
х, 1.0000 1.0000 | 1,0000 
х; | 1.0000 1.0000 | 1,6000 
S= l 


.一 -一 ~ -一 -ee 


所 以 xs 即 所 求解 . #H S ЖЇК. А — хо 出 发 ， 则 
x. = (0.9964, 0.9990, 0.9984)" 


у 8 5,9 
1 用 G—S 法 解 下 列 方程 组 


2-1 NI 0 
Ы 2 6 
= 1 2 1 Xa 0 

7 1 2\/х, 10 
a 8 (=. s) 
22 g Xa 6 i 


2 ”讨论 对 于 以 下 列 短 阵 为 系数 的 方程 组 (8，4)， 使 用 简 
单 选 代 法 ，G 一 $ 法 收 仑 域 之 亲 的 相互 关系 ， 


1 A a 2 = 1 
А; = 1 1 1 . Аз = 1 1 1 
2 2 1 1 Lu к=з 


$10 ЖЁН 


前 郊 节 的 讨论 我 们 是 寻求 Okay ey] {x:} 使 x: 一 x* 
Cko), 本 节 我 们 将 讨论 使 误差 向 量 逐 渐 减 少 的 想法 构造 一 
种 通过 有 限 次 迭代 求 上 为 关 阶 对 称 正定 阵线 性 方程 组 


Ax=b (10. 1) 
的 精确 解 的 方法 。 
为 此 引进 二 次 函数 
Ј(х) = (Ах, x) — 2(8, х) (10, 2) 


不 难 证 明 ， 若 xta, DARME, Wet ao. DEA 
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事实 上 ， 因 为 
ј(х*) = minJ(<x), xC R' 
所 以 对 任 一 向 量 8 关 0， 当 ws0 时 ， 有 
jx + a$ 10220 


因为 
бхаа) — JC xt) 
=(А(х"+@$), х* +05) – 205, x* + aS) -f(x*) 
=a(Ax*, 5) +a( AS, х?) + а2(5, AS) – 20(0, 5) 
= 200 Ах*, $) + 02(5,А5) – 2006, S) 
当 
О кезу n Se 
da ы 
=2(Ах*-Ё,Ў)=0 (10, 3) 
由 于 550, WA 
Ax*= b 
А. Ж 
х = A=18 
由 于 


](х*) = (Ак, x") 一 2 (B, x*) 
= — (Ax*,x*) (10, 4) 
对 于 任意 非 零 向 量 xER"， 根 据 (10。2)，(10。4) 有 
fix) - f(x*)= (Ах, х) ~ 2(BbB, х) + (Ах*, x*) 
= (A(x— х*),(х—х*)) > 0 (хак) 
BID јх) Ск), RRR (10. 1) 的 解 的 问题 ， 就 可 转化 为 
Ж (10. 2) 的 极 小 值 问 题 了 。. 记 


oflx) oO) 0100 ү 


srad f (x<) = дх, ” br '” `” ох, 


=2(Ax- Ё) = -2r (10.5) 
其 中 rab- 4x， 称 为 J(x) 在 x 点 的 梯度 。 
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+ 
4 


FERIERE O) 的 极 小 点 的 计算 方法 ; 
设 任 给 初始 向 量 xo。， 且 已 有 近似 向 量 x; 。 我 们 要 求 形 如 
R= Xx, +z, f, 
ДРЕА У,., RPE a WOX) 达到 极 小 。 这 里 面 
APA aji, 一 是 方向 S, 如 和 何 确 定 ;二 是 步 长 9. 如何 选取 。 人 
们 当然 会 想到 ， 在 n 维 空间 定义 的 函数 >= (х) хех АБ 
化 率 为 最 大 的 方向 是 梯度 方向 ， 于 是 取 其 负 梯 度 方向 似乎 是 最 
好 的 。 由 于 gradf(x) = - 2r， 故 取 残 疝 量 的 方向 为 修改 方向 ， 
TEH 
S,=r. =b- Ax, 
Biker FAEERE Ох) K| БУЛУН, MER OG tari) 
的 最 小 值 H 


а(х: +a,r,) 


-=X (Ax: =, r.) +a, (r  Ar.))= 0 


de. 
=2ü( Prsti) +a, (r, Ar,)3= 0 
得 | 
_ (roro \ 
а, = Cry Ат) (10, 6) 
A 
Ry k=0,1,2, ега (10. В), 


等 等 继续 做 下 去 ，H 计 
Кх...) - f(x.,) = 了 (x +a,fr,) бх.) 
=Q (т, Ағ.) – 2а, (r... r.) 


=а} (r, Ar) ~ 2a? Eer, Ату) 


(Pes ta) 
= —qi(r Ат,)<0 
ИП 
Кх.) нх? 
PARE 二 9， 就 会 有 
бх.) = тіпј(ж) (коес) 
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其 中 
istit) =s В А(х,+а,т,)) 
=(r,,r, —a, Дт? 
= (к,г) – 0. (7, Ағ) =Q 
其 几何 解释 如 图 3. 1. 
不 难 发 现 ri 是 1(w.;) 的 切线 ， 2 
Ж јх.) ВН. 
ПЖ ЕК БЕЙЕТ ЕЩ 
单 ， 存 储量 少 ， 但 实际 计算 
RPR SIRTI, EDITE A E 
EARE, HEPA H hte 
用 


下 面 我们 介绍 不 单纯 按 че 
r ,方向 敌 为 修改 方向 ， 而 是 з 
利用 ”: 使 其 转动 ， 构 造 一 个 
妥 共 绒 向 量 $ ;做 为 修改 方向 ， 这 样 经 过 有 限 步 运算 就 可 得 到 精 
确 和 解 x*。 这 种 求解 的 方法 称 为 共 罗 斜 量 法 

定义 ШАЛКЕ Е, ШРЫ, JER, 
满足 (Ах, у) = 0, ЖЖ x l y C BE АМ И x Б) у 
АЛЕ]. 
Е АА ИЗГИ Ж: 
任 取 初始 向 晤 хо, ВРЕТ ДЕ 
Xi, мз Y Xia] 
同时 逐次 将 其 相应 的 残 向 最 
Fos Fis бе, Fist 
(r; =b- Ax;) 正 交 化 
(r у 0 С) 
然后 再 把 它 逐 次 A 正 交 化 为 
Sol=r0), Sis бб, Sins 
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ДД (А$,, S.)=0, (ај), ME (10. D 的 近似 解 表示 为 
Е ТУЧА 
= Xr- tod, 
计算 的 具体 步骤 如 下 ， 
首先 ， 任 取 хә, É 
To=b-— Ах, o= ra 
分 
Xi1 = Xo + 2050 


对 应 于 x, 的 残 量 为 


r, =Ë- Ах 
Ж ao， 使 
(ro, ri) = 0 
因为 
тү=&— Ах b- А(хо+ ato) = 
=Ë – Ах,—о,АЎу= ro — a A $o (10, 7) 
令 
《rty Ро) = (ra, ғо) — GO (A So, ro) = 0 
pli ` 
ma = re fe) _ (fos fo) 
(Аў, ra) (ASo, So) (10, 8) 
AR хо, H ro, т, 44 正 交 化 ， 设 
Si = ri + 8050 | 
Ж, {ЕЁ 
(Si, AS) = 0 
因为 
(Si. А50) = (ri + Во, А50) 
= (к, А5) + (о, АЎ») = 0 
所 以 


(fi, AS) 


Bo = — ($S, ASO (10, 9) 
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现 将 Gao. D ҖЕ, H (10, 7) # 


А$ == Мк еу (10. 10) 
с 


ШЕ: 
(ri, ASD = – (т, ry 
Qo 


= жуу 
go 


(r:,r,) 
== ` 16217 _ ç i $ 
(те, е) (А a о) 


所 以 
(10, 11) 


(raro) 
до = (zú ғо) 


至 此 已 算出 x:， 并 将 ro; r 已 4 正 交 化 为 83o，31。 
其 次 ， 令 
X= 加 | +a, $, 


对 应 于 x; HREN 
r= h AS, 


Жа, 使 


(z;, ri) = 0 


(10, 12) 


出 得 
(fx, 7) = (r., r) —m (ASI, r) = 0 


所 以 
_ (n r) _ 
S (AS, fi) 


‹АЎ,, гу) = САЎ,, $, — Boro) 
=(AS,, 5.) -В(А5,, So) 
= С(А$,, $,) 


0; = (ri. r) 
! (AS,, $.) 
又 因为 


(r, ro) = (r, -m AS... ra) 
= (r, f) —G (ASI, ғ) 
= -lA 50) = 0 
所 以 fo, Fis Р2 EZ. 
为 计算 x3, H ro, т, n AERE, > 
5:= 7, + B$, 
Ж В.. {# 
($;. АЎ) = 0 


得 
ваъ AS) 
SSS (S: А5) 


为 将 (10, 145 Ж, H (о, 12) 知 


AS, = -4 (r-r) 
w: 
所 以 
(72, АЎ) = — (е2, A taq эў) 
ai 
= —-l (ra r) 
@\ 
= С T) (AS $) 
т (ri, ri) ( с: 
所 以 
B _ s r.) 
A (r. ri) 
又 因为 


(52, А50) = (r. + BSI, AS 
= (r,, АЎ) + В,(05,, А5) 


= (ғ, (Р СЙ 20 
ао 


(10, 13) 


(10. 14) 


С10, 15) 


(10.16) 
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М т. ro r: BA EZE Sao Si, S2, SIHAT, W 
RRM НЕТ H AATF: 


r= b— Axo 
Жүзү = X, +a,$, 
51571-0: AS, 


(ғ, ғ.) (10.17) 


(AS... 
SB 


E RE A 


(т, ғ.) 


G. = 


%o 为 任意 初始 向 量 | 
) 
| 


К=0, 1,2,-®, n-i - 


公式 (10.1) ”定义 的 向 量 有 下 列 基 本 福 质 。 
定理 1 若 不 含 0 向 量 的 向 量 组 
Sos $, е, $, 
TAHER, EH 
(А$., 5,)=0 Gp 
则 它们 是 线性 无 关 的 . 
证 明 WR 50, Si, s, 5, 线性 相关 ， 则 必 存 在 不 全 为 
0 的 数 Со, С, +, С,, 使 
Coso + CSi 4 C.Y, =0 (10,18) 
假定 C0, (01), D АЎ, 与 (10.18) 作 内 积 。 则 必 有 
С,(А5,, 5,1) =0 
所 以 
(AS,, 5,)=0 
ЖУАН ШЕЕ ЛИ. ТЕН C = 0. BBS, S, e, S, 线 
性 无 关 . 于 是 可 知 解 向 量 x+ 一 定 能 用 So Sa + S... REZ 
出 。 1255. 
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定理 2 (1) cb- А. 
(2) ж, ту, +, Fip EZ. 
(3) 50, 51, се, Sis, AEZ. 
CA) r, = g, (Ата, 8:07) 2235 ККЖ. 
(5) Sifil Aro f, (t) 25 3E k 次 多 项 式 。 
证 明 (1°) 当 k= OB), C1) Ёз, B 
r= b-—- Ax, 
则 由 公式 (10. 17) | 
b- Ax, = 6 Alx; taS) 
=b- Ах, - 0, AS; 
=r L-0, AS, 
=Ti+1 
ВП (1) 成 立 。 
(2°) ЕЕ ro n EZ, So S, АЕ Ж, ME 
Fos э, ty т, EZ, Sos 510977. 5, AEX, 以 下 证 明 
(rerisri) = 0, (Siris AS.)=0, #=0,1,--, А 
事实 上 ， 由 公式 构造 过 程 知 ， 在 
(isis Tr)=0 
(Si, 2451) = 0 
的 条 件 下 求 得 的 a:，B: 。 又 由 归纳 法 的 假定 及 
i= a AS, 
r. =$. —- B; 5-1 izi, 2,.…, k-1 
所 以 
(iris Fi)= (к,—-а,АЎ,, r.) 
= -@,(АЎ,, r.) 
= -0,(45,, $ — B. $; I) 
= 0 
(Siris А5, ) = rir +B. S., АЎ) 
= (fitis AS;) 
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1 
= (#0415 к 


= 0 

履 (2)，(3) 得 证 。(4)，(5) 的 证 明 留 给 读者 。 证 完 。 

由 于 ro, т, +з, rf 是正 交 的 ， 当 其 中 无 0 gE, Ei 
是 线性 无 关 的 。 因 为 在 n 维 空间 中 必 有 K<n， 故 有 有 rr,= 0. 所 
以 得 ， 用 共 示 斜 量 法 解 方程 组 ( 10. 1) 在 无 舍 入 误差 的 情况 
下 ,至 多 计算 到 寺 步 即 可 得 到 方程 组 的 精确 解 ,由 于 计算 时 ， 
很 难 没 有 会 入 误差 ， ВР то, rir U, re 也 很 准 精 确 地 满足 正 
交 关 系 ， 从 而 可 能 出 现 rf ,二 0， 在 这 种 情况 下 ， 沉 要 重新 开始 
应 用 共 力 射 量 法 继续 做 下 去 ， 最 后 必 能 得 到 合乎 要 求 的 近似 
Жї. 

H H39E LIKES y EB 


2 一 1 = 1 Х\ 0 
= 1 2 0 x: |= 1 
_ 1 0 1 X3 0 


Ж Ж xo=(0，0，0)7， 列 表 计 算 如 下 : 
| 


XL | Xa | %3 (iriri F iYCAS SY 


Wo sha pr | | | 


| 
CAS; С ак |В; 


l 
| - ; 
2 ба 1 ок | 
-1 : 2 i9 
i 1 
| 1 0 1 i 
үт. | | 
b o | 1 0 
x 0 | 0 0 | 
һоп 0 1 ! U 
| | 
So ! 2 1 ü 
А5, - 1 2 ( | | 2 | + 
Г ! | | 
x O рс | | | 
1 сы 1 | | 1 
Р; Ü 0 -一 0 f Е 
: 4 | 1 ы 4 


| 
| 
| 
x 


! | | | | 
| Хз | x; Хз reso) ri KAS, SDAS, SEY а P” 
让 ыа] 
| 1 1 : i i x С Бн 
ЖҮ, ү 
3 | кё]. | 3 | 2 Í 
А5; 4 | > 2 | 8 | | s 
党 2 1 i 了 0 | | | 
Ж 1 1 | 
r: 0 | 0 y $ 0 і | + 
e ре l | 
Жол КЕ | 
1 М = › 
AS; 0 | ДИК: i 27 | 2 3 ' 
xi 1 |11 i 
| i 
: 0 : 0 i 


所 以 方程 组 的 解 为 x3= (1, 1, 1) 7 =х*, 


习 题 3. 10 


1 对 公式 (10.17) 中 的 向 量 , 证 明 
(1) (х,, АЎ,)=0, х= 0 BJ, kZ1 
(2) (ri, 5,_,) =0 (k2>1), 

(3) |x: — < 1х, ~ 2, 

(4) (Si, 5,720 (К<) 

2 ЖӨИ 


2 2 -2 x, 2 
2 5 一 4 Xz = 1 
= = 4 5 Хз 1 


з АУЕ Н, ii 
Sos Si; tty Suci | 
为 A 正 交 的 。 证明 
$S'AS-D 
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HESH So, So се, Sa-i ЭУЕ EB BJ M, 
D= CSASo, ++, STAS,- 
HRAB. 
然后 证 明 ， 
A= SD $F 
CXe- -PPARA TE) 


$11 ЖЖРЕНАНАВ ЖРА 


求 矩 涟 的 特征 值 特征 向 量 ， 在 实际 问题 中 ， 有 时 需要 求 模 
最 大 的 特征 信 ， 有 时 需要 求 所 有 的 特征 值 ， 也 有 时 需要 求 部 分 
特征 值 及 其 相应 的 特征 向 量 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 主要 讨论 求 模 
最 大 OM 特征 值 及 其 对 应 特征 向 量 的 吞 方法 .这 是 一 种 迭代 
+. 


《一 ) Ж J 法 
设 4 为 # 阶 实 矩阵 ， 且 其 初等 因子 为 一 次 的 〈 比 如 对 称 
阵 ， 或 特征 值 都 不 相同 的 矩阵 就 满足 这 一 要 求 ) 。 再 设 妇 的 竺 
征 值 为 4:， 其 相应 的 特征 向 量 为 ej， 即 
As,=4;e;, ВСА л, Ге; = 0 (11.1) 
其 中 I 为 n 阶 单位 降 , 1=1, 2, е, n, H 
AlS [Аа |22221, | 
ЖИП H By Stok А ые. 
到 初始 向 量 xok30)， 作 迭代 序列 : 
хох = Aso, х= Ах, б, х= As... t 
现在 来 讨论 序列 {x 寻 的 收敛 性 。 
因为 特征 笛 量 e ern s e, 线性 无 关 ， 所 以 爸 成 线性 窜 
H R ЕЈ, х, 可 在 基底 了 上 展开 。 设 
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Хо 421+ 6263 + та, е, с 01% 0) 

х= Ахо= аде, Ozea t T G, e, 

X= Ах = MA?E, + ае e +G. Ае, (11.2) 
ху = Аж; = 0141 е t оАо + aA En 


所 以 


“<; = (ae, + oz( 2 Jatte, ( 4 ) ,1011,3) 


下 面 分 三 种 情形 来 讨论 ; 

(1) ЧА 03090, Н л>. 

ТЕНЕТ, КУК, 
(2) вв, >> 


所 以 在 〈11。3) 的 石 端 方 括号 内 第 一 项 占 主导 地 位 ， 第 二 项 开 
始 以 后 的 项 可 了 略 去 不 计 ， 人 恒 得 
x =l: (11,4) 
以 А—А1Ж (11. 4) Aho HER OL 1) 式 ， 得 
(А – 21) х, =G 4 CA – А1)е = 0 
所 以 
Ax,= Ax, (11.5) 
这 就 是 说 x:* 是 4 的 第 一 特征 向 量 的 近似 问 量 .为 求 h， 设 
x, = (x (D. 000, ee, ХО) 
ШЇ (11.5) Ж 
х,+у = Ах = ANg 
所 以 当 xs0 时 ， 


Xk+1) 
А1 =° (i=1, 2, ©, п) (11.6) 


Вр 4, 的 近似 值 可 通过 х,у D x, ША y t 2 ШАВ. 
CI) ` Ar ARKA, A h= Аа, [Ali> lilit. 
在 此 条 件 下 当天 充分 大 时 ， 
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(yemi а>) 


所 以 在 《11。3) 中 右 端 第 三 项 开始 以 后 的 项 可 略 去 不 计 ， 得 
x =m et С 1) e'e (11.7) 
AR e, ERR 
(А ~ Ade, = 0 
(А ~ 2.1) е.= СА + А1), 0 
(А-А СА+ AI) = (А+АР(А- АР = A-A I 
ША- АРСА + А1) ЭЕ (11.7) 的 两 端 : 
(А-А + AI) sx =h (А+ ЛСА - АЈ) е+ 
+- D'A КА- АРА + De -0 (11,8) 
于 是 有 
(А-А1)(Ах + Ах) = (A— АР) (х. + ha ) = 0 
所 以 
ACX, pa + Дк) = ilma + Aw) 
gp х,у HAIX: 是 和 4 的 第 一 特征 向 量 ， 至 于 Ал» 可 如 下 计算 ， 
因为 
СА? AE =À 
A2x. = )2m, 
所 以 
tt 二 Xi 
则 当 xf2s0 时 ， 
хто 1 
A = ay (=i, 2, ++, n) (11.9) 
开 方 后 便 得 А, — A 即 Аз, 
而 对 应 于 4; 的 特征 向 量 ,。 由 (11.8) 得 
(A+ kD (A - АР) х, = 0 
(А + 4.1) Ах ~ ha) == 0 
所 以 
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ACX; MS S= Абаза Ах) 
= Aal Xia — Aix.) 
所 以 х,+,- Аз, 是 对 应 于 А, 的 特征 问 量 。 
(四)〉 当 和 九 为 复数 ， 且 14z| 之 1431 时 ， 
因为 Aei=hes,， (A-hl)e=0 А 
把 1 换 成 它 的 共 辊 复数 ， 把 e, ВНЛ Н ЮНЕ, E 
面 的 等 式 仍然 成 立 ， 
Аеу= h er, (A- Nl)a=0 
故我 们 认为 
А = Д, ёз = е 
又 因为 外 与 хо 为 实 的 ， 所 以 
wo=0 e + A el 二 TU3e3+ tae, 
x= одер а AË eteta À e, (11.10) 
щу, AF li> |44], ДТ (11.10) 有 端 第 一 、 二 
项 占 主 导 地 位 ， 第 三 项 开始 以 后 的 项 可 略 去 不 计 ， 于 是 得 
х=й ёз + о MN el (11.11) 
注意 到 
(A-AD (A-a D= (A- АРКА - АГ) 
以 (А-А) А-А GLID Ий 


(A- D (A— АЈ) х0 (11.12) 
所 以 
CA- MI (Ах Ах,)==0 
CA-MI) (муна Ама) == 0 
则 有 


A(x,+ i аж) Аба Аа) 
Ë] х. hx 是 4 的 第 一 特征 向 量 。 
为 求 Ат» 设 
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l =u+i, izum iu (11.13) 
则 出 (11.12) 
(A2- (at MDAtANIT) жи0 
Ax — (и+ А) Ах,+ h Kise ==0 
所 以 
хаза Zxr, + (и? + p?) m, == 0 
ШЕН xiro’ маа &у 的 分 量 间 的 关系 : 
xD зик + (u? 2) 00. 0 (11.14) 
HR i= 1, 2 时 ， 得 关于 未 知 量 2и Мино? 的 方程 组 ， 从 中 
Н ио, ДА (11.13) 全 得 入 及 和 1， 而 对 应 于 和 的 近 
似 特 征 向 量 ， 不 难 求 出 ， 它 是 
x; + А 
TE BU ja] 97 E MI ЗА ИЕ Br oR ЖЕНЕ ВУЗ — E ЛЕД T E — 
种 情况 ? 0 ЕЕ, Жр ЕК p) Et fy Et P) ЕЛЕЙ 
况 来 判定 ， I 
ED DIRE. ЗЕРИ Ж BJ y B ВУ Ж {И ТИЕ ОВА, 
并 有 近似 关系 式 
r eia (#= 1,2,5, и) (11.15) 
# CI) 种 情形 ， 分 量 的 变化 不 是 单调 的 ， 但 也 有 规律 
性 ， 并 粗糙 地 有 关系 陈 二 
a атре стр і=1, Фузун 
ТЕСОРО, 分量 的 变化 很 不 规则 ， 不 沦 是 分 量 的 绝 
对 值 还 是 符号 , 变动 都 很 大 。 这 是 因为 在 公式 (11.11) 中 ， 若 令 
=r’, meta руе! 
其 中 e?) е HR) RR, Ш <, ВАЕ 
| x, = 2r" p;coo (kg + 0) 
r S f ЯЛЕ 3k B: 28. 
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2 ке} 0 
0] Жр |- 1 2 -1 
0 —1 2 
的 第 一 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 ， 
Ж 取 xo= (1，1，1) ,计算 结果 如 下 家 : 
Тс тё | ° 
-1 2 i = 1 
0 = 1 } 2 
х, 1 0 1 
х: 2 | _ 2 2 
x<. 6 — 8 6 
Xs 20 | —28 20 
х | 68 -% 68 
Xs 232 — 528 | 232 
хз i 792 -1120 і 792 
XP wt) 3.414 3.415 | 3.414 


因此 л: =3.41, ХРА A 的 特征 向 量 可 取 хе, BA xs 的 第 
2 个 分 量 的 模 《 模 最 大 ) ВАЛИ, tE x 规格 化 ， 得 
ё\-=(0.707, —1, 0.707)” 
WE, АДЕН А 的 精确 值 不 难 求 得 ， 
l=2+ v2, hi=2, h3=2~w 2 
1А – 3.41] =0.001…, 而 第 一 特征 向 量 为 


ЕС У ы ылышы, zs 
e = ( 2 * 1, 2) = (0,707, 1, 0.707)! | 
其 分 量 的 绝对 误差 界 为 0.001， 
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(—) 内 积 加 快 法 


ШЖ АЖА. MWER А, 的 加 快 收敛 法 一 一 内 积 加 快 
法 . 
办 为 4 是 对 称 的 ， 故 设 其 特征 向 量 el，s*:，…，2， 为 标准 
正 交 的 。 上 出 于 
x, = Ае HOA EH ъа, іде, 
x, I Ае + ала ез ъа, Ае, 
所 以 作 内 积 
(ъз) = AA + аЛа? + +а%А,' 
(жаз Xei) = A layi на ,232 871 
(Xi жу) =й! АНОД tt A 
XVI ) 种 情形 ， 当 天 充分 大 时 ， 
(x i, ху) == 012412 * 
(ж, агр) = h TE 
所 以 


дубан в) (11.16) 
{х,, Xii) 


对 第 ( 工 ) 种 情形 ， 当 K 充分 大 时 ， 
(ру ж) =gh?" 
Саа is Xr) == 012412 T? 

所 以 


м Жз ж. | (11.17) 


公式 (11.16)，(11.17) 之 所 以 比 公式 (11.6)，(11.9) 精 度 
高 ， 是 其 为 如 对 第 ( 工 ) 种 情形 有 等 式 


等 式 右 端 方 括号 内 的 (了 一) (i>1) 是 以 2k 次 方 的 速度 减 小 
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的 ， 而 在 (11.3) 中 却 是 以 k 次 方 的 速度 减 小 的 . 
例如 ， 对 上 面 的 例题 ， 矩 阵 委 刚好 是 对 称 的 。 我们 有 
x= (20, —28, 20)7, х= (68, — 96, 68)7 
(ха, х4) = 18464, (m£, wa) = 5408 
由 《ll.16) 得 
1 二 18464 
5408 
有 5 位 有 效 数 字 。 Mik (11.6) Е, x 与 xs 的 分 量 之 比 ， 
只 能 有 两 位 有 效 数字 ， AM==3.4. : 


=3.4142 


(E) K ж 法 
RE AE И ЖОК ЯШИ: А УЖК БЕ ЛУ С 5 0) R ER ERE, 又 
称 为 反选 代 法 。 还 在 一) 的 假设 的 基础 上 , 设 4,50, ША 
在 ，4 与 A 的 特征 值 特征 向 量 之 间 的 关系 是 


Ae, = А;е; 
而 

A ‘е, = Te 
按 模 的 大 小 排列 : 


1 1 1 
L U S E Es S АШ 
ПРИ 


所 以 任 取 非 O 初始 向 量 хо ВНИХ 

AT E= ху. (11.18) 
从 理论 上 可 求 出 1/4,， 即 可 得 4,. 但 A EHEER, BF 
以 实际 上 并 不 按 (011.182 АЖ, Ж (11.18) 变形 

Ax,- =X, k =0, 1, 2, *" (11,19) 
由 已 知 的 х 求 x4+:1， 变 成 解 线性 方程 组 (11,19);， 实 际 计算 
讨 ， 先 把 4 作 三 角 分 解 《 假 设 可 能 ) 

A= LU 
其 中 工 为 单位 下 三 铺 阵 , U k: L= fW, WAR (11,19) 就 
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变 为 解 两 个 三 角 系 数 阵 的 方程 组 ， 


Ly=x, ) (11.20) 
Ох, +, = J 


这 比 直 接 解 〈11,19? 可 节省 很 多 工作 量 。 当 天 充分 大 时 ， 若 在 
第 (I ) 种 情形 ， 通 过 x, 与 s Í, 的 分 量 之 比 即 可 求 得 1 。 


习 题 5, 11 
1 RIERA yE K КАКАН ЕРШЕ ЕШ, 
2 -1 -1 
“| АЫ ` 


-1 0 1 


2 ЖЕРЕ 引 的 模 最 大 特征 值 及 相应 特征 向 量 。 


э 4 -4 
B=|11 8 -8 


їз 13 = 1⁄2 
3 ШЕ 4= (a,;;) 的 特征 值 4; ЗЕ, ВА 最 大 。 
жй еу ды 


求证 
5рА= УА, Нюра? = М 
4 ” 设 解 线性 代数 方程 组 的 简单 迭代 程序 为 
y, = AJ, tf 
ТУГАН АЯ у", РЕА ЗД EJ ЛЕН ИЕ I 种 情形 ， 求证 


6+t 一 区 
- + =. 
yr 1 


< 提示 ; 注意 (11.5)， 当 天 充分 大 时 ， 
у*- y = AG(y*—y,)=AÀƏi0(yt— у) 7 
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5 设 有 ?次 实 系 数 多 项 式 


ФО) =t"—Gat'-—-  —a,- t-a, 


ЮЕ REFE 
Gr 1 0 +... +. Q \ 
az 0 Q v 0 | 
А = ; | 
а, 0° . 1 
а, 0 2 


的 特征 多 项 式 就 是 pt), FERRARE СЫшф(т) 无 重 根 ) 
EEI 

Xes = Ах, k=0, 1, 2, + 
则 Ж, 与 xx 的 分 量 潢 足下 列 关 系 式 

x a i=l, 2 

хах 
从 而 可 求 出 p(t) 的 按 模 最 大 特征 值 。 

6 йпЙ АЖ OLD 的 假设 ， 并 满足 第 ( 了 ) 种 条 

fE, (EBR yo( 了 0) 对 АТ EER 

Jii 5A Yi k=0, 1, 2, = 
则 当天 充分 大 时 。 


_(х{, J 一 
(x, Y- 1) 


[提示 ， 设 u, 为 AT 的 特征 铅 量 ， 则 
(4, е) = 0(1<5])Л 
S12 求实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 的 二 分 法 


首先 考虑 ， 对 称 三 对 角 阵 特征 值 的 计算 ， 然 后 再 讨论 一 般 
对 称 阵 的 情形 。 | 
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(一 ) 实 对 称 三 对 角 阵 的 施 特 姆 序列 


设 实 对 称 三 对 角 阵 
“a b. 0 
b ш b; | 


i 0 b,_, а, 


b, | 
` a; — À b, 0 | 
"`, б. se | 
b.: a,- À) b,_, 
0 b,., a, = A 


Р,О) = det(B-41), 于 是 多 项 式 P, (A) 的 根 就 是 矩阵 В 的 特 
征 值 . Ф Pe = 1， 则 容易 算出 

P(A) = а А 

P; (À) = (a; = АР, Q) ~ b2Po(2) 


PD Z ta, = yp. OS p. U (12.1) 
r= 1, 2, <, m. bo=0 
FOR P. ОВА ЕС D 
Po (A), Р, (4), P,(A), +, Р, (1) ‹12.2) 
的 次 数 是 偶 奇 相间 的 ， 我们 称 多 项 式 序 列 (12,2) 为 阵 B 的 施 特 
姆 序列 。 | 
定义 S(o) 为 当 4=2 时 ， 序 列 
Pola), Pita), Р.а), +<. Р, (ау (12.3) 
ФАН ЖБ УН ARET Р, (0) = 0, WRE Р, (a) 的 符 
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‚О e — 


号 与 P, (go) 的 符号 相同 ) 。 例如 当 
十 + 0 — + _ _ 
Bj, Sie) =3 
序列 (12, 2 》 具 有 以 下 性 质 : 
1 Р) ЗВ, | 
2 P, (4) 5Р, (4 无 公共 根 。 
事实 上 ,在 (12.1) H, ЖАР, U) P.A) 的 共 
公 根 ， 由 b; +0, 则 4 也 是 P,_:(1) 的 根 ， 依 此 推 下 去 ， 帮 也 是 
P(A), PADRA JiR, IH PI (A = 0， 这 是 不 可 能 的 。 
3 # P. , (e)=0, ij 
P. (ођР,_, (0) <0 
Шш (12,1) МОХЕ КВ. 
性 质 3 说 明 ， 当 14 经 过 已 ,-: (条 的 根 时 ，(12.3) 中 的 同 号 
个 数 不 变 . А. а 
O A P, (ASP, (办 的 根 是 严格 相间 的 , ШР. AORAR. 
用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
《1) 当 r=2 BF, EP G) 的 根 为 8 , PROU WORA 
G 92, ШИШ 3 知 
P,(8)P, (8) <0 
但 Ь(8)>0, kk P,(0) <0, ХЕ PA 是 首 系 数 等 于 1 的 二 
次 多 项 式 ， 当 | 放 j 充 分 大 了 时，Paz(1 ро, ИТЕК 
{—ос, B), (8, +20) | 
肉 各 有 P. Q) Ау 8, Am r= 2 时 ，4 的 结论 成 立 ， 
(2) 假定 r=k 时 ，4 的 结论 成 立 ， 求 证 "=K+1 时 ， 
事实 上 ， 设 Р. (四) 的 根 册 小 到 大 排列 为 
Bis B, В. 
由 假定 知 必 有 
Р‚_.(8,)Р,_,(8,..)<0, 1<i=<k-1 
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不 失 - ЕВЕ, 设 在 区 间 [8;， В; +, 的 端点 上 ， 
Pii (8;)20, Pr- (8;+.)<0 (12.4) 
见 (图 3.2) 


EH 3 51 

Pr -i (B) Prk-  (8,)<0 

Р, .. (В; ..)Р,_, (8, D L0 
所 以 

Prai (B) <0, Р... (8, )>0 (12.5) 
则 Pii (D EKE Ba Bi) 内 至 少 有 一 个 根 ， i=1,2,*, 
k-1. 

XAP O 5 P,- (Q) 的 最 高 次 数 的 奇偶 性 相同 ， 所 
ШАТАР, Ре. 04) 5 Р, (А) 855, 在 区 间 ( ес, 812 
Е, Pio (2) ЖА, H (12.4) HH Р,_,(8.) <0, 从 而 可 知 在 
该 区 间 上 当 14| ЖЛ ЖЫ. Р, 6.02) <0. 再 由 (12.5) 可 得 
Pin (在 (-co，p80] 内 有 一 个 根 ， 同 理 可 知 Pi+1(4) 在 
(Bx, +оо) 内 也 有 一 全 根 。 综 上 所 述 可 知 pi- 以) 在 下 列 区 间 
内 各 有 一 个 根 : 

(оо, В), (Ё, В), ts (Вк. В), (B, +оо) 
共有 n+1 个 根 。 它 们 与 Р, (4 的 根 {8B;} 严格 相 问 ， 性质 4 
证 完 。 

5 设 z 为 任意 实数 ， 则 5„(а) 等 于 Pu(4) KTF a 的 根 的 
个 数 ， 

证 明 用 数学 归纳 法 论证 。 

当 n=1 时 成 立 。 
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事实 上 ， 对 任意 实数 о FELIS (ooa), (а, +оо), 
因为 Pi- оо) 2-0, 车 Р,у(а)<0, Р,.(4)<0, (а, +оо) 无 
H, 这 时 四 Pia) >05 Р.(0) 5, 所 以 
5; (0) = 0 
Fi Р, (0) >0, W| P, + со)<0, ВРВ р.) ТЕ (а, +оо) 
一 根 ， 这 时 因 PA >20 УР, (0) 5, 所 以 
5;(0) = 1 
设 п-к WRX. 
假定 pe (a), р. (а), e, pala) ASTR S$.(o = r, рь (À) 
的 根 为 
XX 
则 有 
KDD DK, DESA, 1 > DA 
4 n=k+1 Hf, W Po (А) ВЈ 
V Y> DY, DY rp D DYR у, 
根据 性 质 4 有 
VHA DY, DX, OY Xr 20020 OY kts 


由 于 
k 
Pla) =ÍI (х, – о) | (12,6); 
^^ +1 
Р, +, (а) = (y, - z; (12.6); 


i=l 


关于 a 的 取 法 有 下 面 三 种 可 能 : 
1° WMR, Day, H (12,6);,, (12,6); HP... (G), 
P, (а) #5, 于 是 
58...00) =S, (a) =r 
而 P,,, (Q «Та 的 根 的 个 数 也 为 了 。 
2° WRYD’ MPi (а) Р, (0) 885, 于 是 
5, +1 G) = ғ +1 
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MLP... (ЖТ a 的 根 的 个 数 也 为 r+1 
3° Щу, +, =a, Prha (0) =0， 根 据 符 号 规定 与 Р, (a) 
取 同 号 ， 于 是 . 
Sks 00) =r+ 1 
而 Р,.. (A) KT a 的 根 的 个 数 也 为 r+1。 
由 此 可 知 Sie (oo 刚好 等 于 Pt) 大 于 ec 的 根 的 个 数 , k=l, 


2,…，P-1。 证 完 。 


《二 ) 求实 对 称 三 对 角 阵 的 特征 信和 的 二 分 法 
НАВЕ В 的 施 特 姆 序列 的 性 质 得 : 
定理 1 设 有 二 实数 a, b(a<b), ИИБ BI Р Ca, bJ 
内 特征 信和 的 个 数 等 于 S (a) -S (b), 99 N] ц S (a) =k+1, 
S(b) =k hF, Са, НАЖ B#J Е. 
H Š 7 E| BB XT, 
- |B||.. S4; <| В] 
记 
а= – |В|„, b.= 18|. 
中 


аА, <b 
为 此 要 求 某 个 特征 值 时 ， 取 wm = 2 ， 计 算 S0), RREY 


性 质 5 判断 根 在 { 一 со, а, (+ oo) 区 间 ， 然 后 再 继续 用 二 
分 法 取 值 ， 进 行 判 断 ， 直 到 发 现 所 求 特 征 值 存在 于 e b) 
内 时 ， 一 方面 可 用 此 办 法 继续 缩小 区 间 提 高 精度 。 这 在 计算 
S$(es) 时 ， 需 要 计算 ?个 方程 Pa (a) 的 值 ， 当 然 也 可 用 第 二 章 
讲 的 其 他 求 根 办 法 进行 ， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 。 由 做 法 他 
ж, Кї ЛЕН ЖЕЕ: B 的 任意 特征 信 ， 这 是 此 法 的 特点 。 

至 于 求 对 应 于 А, 的 特征 向量 ， 一 个 数值 稳定 的 解法 是 反 
ЖК, КАВАР, 
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(B-A: Xr+ Sya 
(12.6) 
Jiti =x pfx] 


其 中 Уе 0, AR k = 0, 1, 2, ®| y, — 0(k— co), 
xi+:， 即 为 所 求 。 


CE) 实 对 称 和 矩阵 的 三 对 角 化 


为 用 上 述 区 闻 二 分 法 求 任意 实 对 称 抵 阵 的 任 一 特征 值 ， 需 
ЗЕЕ РЕ РЯ 
化 ,下 面 介绍 一 种 数值 
稳定 的 实用 的 方法 . А 
先 介 绍 一 种 消 元 矩阵 
一 一 初等 反射 矩阵 ， 

初等 反射 矩阵 ， 也 
则 平面 反射 算 阵 。 它 是 
这 样 建 立 起 来 的 . 

Bx € RR" 为 任 一 非 图 3。3 
O 向 量 ， 向 量 3 为 x 关于 过 原点 的 平面 x 的 镜像 ， 如 图 3,3， ж 

J = х 2(а7х)и 


Hepa pE т Е Ту, 1а = 1， 


H + 

(и? xju = u(n? x)= (нит) х 
则 

J=- Зин?) х (12.7) 
令 

H -1-2ии7, |а| =1 (12.8) 
则 (12.7) 成 为 I 

Hx = у (12.9) 


我 们 称 阵 再 为 平面 反射 变换 或 初等 反射 矩阵 。 


14] 


容易 验证 矩阵 吾 有 下 列 性 质 ， 
(i) НУХ, Н" = 五; 
Gi) HJ EZ BE, HTH = НН? = 了 
Gii) H:= I. i 
初等 反射 抑 阵 的 主要 特性 ， 在 于 适当 选取 向 量 #， 可 使 向 
Ж x 的 很 多 分 量变 为 0， 从 而 简化 计算 。 又 由 于 瑟 是 正 交 变换 ， 
故 向 量 x 在 变换 后 ， 其 长 度 不 变 ， 和 3|2= ixl. 
定理 2 х, JER", x)= 上 yi2， 则 存在 初等 反射 矩 
PEH, (# Hx = у, 
证 明 Ж х= у, RER u 满足 #їх=0, BM 
H x = х- 2uuT x = x = у 
Ф хе у, MARE, $ 
H> = (1- ?ан?)х- у 
则 有 
— 2ut х= у- x 
所 以 
2(иїх)н = x— J | | Ç 
BER u 与 向 量 х— у 平行 ， 因 х= у, ЇХ 21220, 
从 而 取 


“= 272- (12.10) 
rx- pliz 
显然 |xi:=1， 注 意 到 
ix yli = 2(x— у) 
容易 验证 这 样 取 a#， 作 的 矩阵 吾 ， 确 有 Hx = у, 


事实 上 
Hx = (I-— 2#uT)x 
a (x 3)I x 
ТОТО Сй (х- 
[= sa 


=х-(х- у)=ў ШЭ, 
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定理 3 设 和 4 为 任意 4 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 则 用 初等 反射 矩 
舞 ， 对 4 逐次 作 相 似 变换 ， 总 可 使 4 化 为 对 称 三 对 第 阵 。 
证 明 # 
Баа: b,” 
да| а | 
Ф : B. 
b i= (аа, аз, ve, й„,) #0 
选取 初等 反射 阵 Ну=1-2ийи1, lali =1, 使 
ап і Ë; 
A= H.A, = ( РАЗАРА ИА ) 
6: В, À 
b= (ci, 0, aree 0) T 
Cj; 为 待定 数 ， 而 b 变 为 b, BRA 
2.1 = 15212, В, 变 为 В, 
ШЖ b=, ВАЛЕТ, 
R bb, H 12:12 = 16212, 得 


Улап = C 
则 有 

С, = (Ea) 
5 Е 

(50) 
则 И 

Ci = +о, 
ЖЇЙЄ 2, Æ 


@ = bi — b= (аз + sgn(axa)Oi, ай, “rs 0.1)? 
为 计算 的 稳定 性 ， 防 止 两 个 相近 的 数 相 减 ， 为 此 选 o1 的 符 
号 与 ал 的 符号 相同 ， 这 样 选取 对 如 元 影响 ， 于 是 
lb, — bzllz = С62(012 + | ал! oD 
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Bí LW 


sth, 
VU ziz 


则 得 n-i RERE U 


U= I,- 2y =r- — m00! 
其 中 
ртр (12.21) 
о + | ам 101 
О. = (— SEn (521): Ü, °, 0)" = 0, 
令 Є 
I 0 
в.-( ) 2-20 А 
0 U, : 
其 中 
z _ (0, с an+ Sgn (21201, йз, *"", ак) 
2 (0,2 + | oa 91) 
1и: =1 
则 : 
Ga :biU: asa ЁЁ 
A-H, А.Н, = Í ~ = ее И 
Ub, : : :UB, TA b: : В, 


НР; = 0,0, ЖЯ п-1 维 列 向 量 ， 除 第 一 个 分 量 外 ， 其 余 的 E 


Жо, 
В, = О. В, Ú, = B," 


BECERA WA- 1915 35; -1 行 三 对 角 化 了 。 


其 中 了 ,为 主 阶 对 称 三 对 角 块 ， 
aak. 为 方便 计 ， 记 之 为 


b; = {aitis aits лә "ә 


144 


.... ... 
{В 
. ` 
f » i 


设 


B ,为 ni 阶 方块 . Ьп Ж 


üs)" 


由 定理 2 Е n і ЮЙ БЫ Ж 
U,=I,-, - ao Oi 

使 得 
ҮЛ Ол 

其 中 
bisi =C- SENCA tis iD0 0) 

- n- ІЕЕ, 

g; = (а; +1, жааз жа uyt 
а;=1/(о; +| aeiri 1104) 


<> 
O; = (aigis (TSEn(Ga tis iO; Aitz i a. JY 
Н. = К A (12.12) 
о U, 
其 中 Fr, 为 i ИВЕ, ИН, A n ШЗ m 


/ : С 
1 


D, ннн 
| n жон 
. 01 DU bp; ; U, B.U, 
НО, Б, = Б... 除 第 一 个 分 量 外 ， 其 余 的 给 为 0， 所 以 这 时 
可 记 
; O 
Dier enyan 
\О и iB? РГ 
Rh D, . Hi + IMER Ak, h, n-i- ЛЕЕ, B; 
为 n 一 i 一 1 阶 方块 ， 
重复 上 述 步 又 ， 直 到 做 完 第 rn - 2 次 变换 ， 得 
A. `, =H, 4: 五;-， 
=H,-,H,- H A H eH,- Ha (12.13) 


145 


An :为 对 称 三 对 角 阵 。 证 完 。 

由 于 吾 ; 溃 对 称 正 交 矩阵， 故 上 述 各 次 变换 为 对 称 正 交 相似 
变换 。 因 而 定理 3 又 可 叙述 为 : 

АЛЕ n ЖОНЕ 4， 都 存在 对 称 正 区 要 似 变换 ， 使 
4 与 一 个 对 称 三 对 角 阵 相 拟 。 

至 于 4:+: 的 具体 计算 公式 可 导出 如 下 :， Z 


O: = (аъуузу te +з 1) 


D; = (0, e 0 aitis: + Sgn (a; +, DOA, osi s a, r 
i 个 (12.14) 
а; 1 


та, асау |0, 


Й] (12.12) 的 五 ,可 记 为 


H =1-@,о; wi 
< 
Р, =, Ao, 
k; = 20,97, (12.15) 
gi = Р, -К;®, 
出 


А. =Н.А,Н,= (1-а; 697) A, (I- ca 9, 07) 

= А, -@, P-P; +a;0;0 P о" 

= А,- (9,97 +q ul (12.16) 
i=l, 2, , =, п-2 


RAR 〈12.16》 即 可 逐次 算出 4,， 使 hi:= 4 三 对 角 化 。 


2] #й 35. 12 


1 求 初等 反射 矩阵 ， 使 向 量 
x= (1,2,3, Z 2)7 
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的 第 2, 3, 4 分 量化 为 0，。 
2 RF AERE BMS ЕНЕ З], EA EEE A EERE 


а: 1 0 
ы сей 4 


1 -2 | 
0 1 -2 
3 ”化 下 列 矩 阵 为 对 称 三 对 角 阵 ， 


入 = =] 
А =} - 1 2 0 
- 1 0 1 


4° HAMER n ИЗВЕ, С.А Нуе 阶 主子 矩阵 ， 
r=1, 2, =, R, 1] 
P(A) = |С,—41,|] (IT 为 上 阶 单位 阵 ) 
如 pola) =1, PCA), s, Pa (A) АШ ИЕ ИНЕ], АЙ 
此 序列 与 A 的 三 对 角 化 阵 的 施 特 姆 序列 是 否 相 同 ? 
5 ” 设 n 阶 阵 A4 的 任 一 特征 值 , 至 少 满足 下 列 不 等 式 之 一 : 
la-a | SR; 


其 中 
в, = Fla), i=1, 2, =, R 
由 此 关于 4 的 全 部 特征 值 可 得 出 什么 结论 呢 ? 
6 设 产 阶 对 称 阵 和 与 产 阶 对 称 三 对 角 阵 互相 似 ， 
НАН = В 
xJ BB 的 特征 向 量 ， 则 4 的 特征 向 量 у= Hx. 
$13 QRH 法 


在 这 节 中 将 介绍 求实 矩阵 的 全 部 特征 值 的 QR 方法 。 这 是 
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mr 


FRERE. Б ДЕ МИЕ ЧУЕ КТЕ ЗЕН ЇШ Ей: АИ 
ILZA, НУЛА WJ RSS ARIS. БН ЖЕ MET ТЕНЕ 
#1, 

定理 1 Xj n MRE 4， 都 存在 正 交 消 元 阵 @ 
使 4 化 为 上 三 角 阵 R， 


ОТА = 有 (13.1) 
或 者 说 使 和 4 分 解 为 正 交 阵 与 上 三 角 阵 之 积 ， 
А = ОЕ (13.1), 


此 种 QR 分 解 可 以 用 第 三 章 $ 12 讲 的 初等 反射 矩阵 来 实现 ， 只 
不 过 是 每 次 将 对 角 元 以 下 元 素 全 化 为 0 。 
《一 ) QR 法 的 计算 过 程 
由 (13.1) 或 (13.1), 可 得 
Q 'AQ= ЕО | 
МАУ КОШ, ВЖЖ QR 与 RQ@ 正 交 相 忆 ， 这 就 是 导出 QR 
法 的 出 发 点 。 记 


А. = А = О.Е, 
令 

А, = R.Q. 
显然 

A:= Ф.А. 
再 分 解 4: 为 (13.1), Җи 

Аз = О.К, 
25 

Аз = R,Q; 
显然 有 


Аз= Q, `Q: AQQ: 
一 般 地 有 有 
A, = Q, R, (13.2) 
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Arti = Ri Q. (13.3) 
FHA | 
Au O AD; (13.4) 
显然 这 是 一 种 正 交 相似 变换 ， 可 以 证 明 ， 在 一定 条 人 忻 下 , 24 
k—coBf, A, 收敛 于 一 个 上 三 角 阵 ， 其 对 各 元 为 4 的 特征 值 。 
这 就 是 求 44 的 全 部 特征 值 的 QR 方法 。 
例 FH QR 法 求 


的 特征 值 ， 
解 K Q fE 

О.А = Е, 

取 
b =(3, 4)" 
b, = (сі, 0)? 
о = 32+ 42 = 5 
bi 6, = (а + вп(ац)о1, а)" 

= (3+5, 4)! 
|b: – 2:1: = 2 (012+ [anlo 
= 2(25+3X5 =445 


НЕО ИРГ т 
“= (8, 4) 


于 是 
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` — ле ы 


Eo -5| ] _ 26) 

Е еа оа еве А] 

О, А = _ 4 3 i i sJ 0 СА i 
5 5 А | 5 J 


Аз = Е.О, = | 


RER Q W 
Q:A2= R, 
计算 
A; = Е,0, 


7.046 1.954 
A, =Í Йй ) 
0.150 0.954 


1% 


继续 下 去 ， 不 难 求 得 
A 一 7， A:=1 
(二 ) QR 分 解 和 序列 (A. 的 性 质 


引 理 1 ЖИКА. YA FIED: 
《1) An 5 АЛЕМИ, 


А, =Q, A.Q, (13.4); 


其 中 0. =0. 0,-0,. 
(2) А.‘ 的 QR 分 解 为 
Ai =Q. R, . (13.5) 
其 中 R, =R, R; "Ri, 
证 明 C1) H (13.2), (13.3) @; 
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Ap =Q; AQ: 
=Q, OT A- о, _.0, 


От! Qie QT A 01. Q- Qk 
(2) 出 于 
Q, R. =Q, 0..0, R... RR, 
= QrQ, A.R, R. 


=Q. А, Е... 
(13.4 Q... A, = AQ 
ВТ) 
О, R, = AQ,_, Е,_, 
= A; Q. 2 Riz 
=A Q Е. = А! ШЕЛ. 
引 理 2 ”如 果 菲 奇异 阵 和 4 的 QR 分 解除 (13.1) 外 ， 还 有 
A=0 R, (13.6) 
则 必 有 有 
О = QE, Е, = ER (13.7) 
其 中 EE 为 对 角 阵 
&1 0 А 
E=| “°, | . (13.8) 
0 е, 
је, 0) +12 -1, 
证 明 (13.1). (13.6018 
О.Е, = QR 
Q :Q = ЕК, ' (13.8), 
Ф 


_ 6-0 Q, Е-ЕЕТ Е 
ЩЕ 为 上 三 角 阵 ， 故 @ 的 对 角 线 下 面 的 元 素 必 等 于 0 。 由 8 为 
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ERM, MWE _ 


0-0 
H (13.8), 3 _，， 
шр 
所 以 _ ， 
SX 
所 以 的 右上 非 对 角 元 素 也 必 = 0， 从 而 Q HIMNE. RIE 
o o a0 


所 以 
R=E 
WHE = 瑟 ， 从 而 便 得 (13,7)、 证 完 。 

由 413.7) 知 与 Q，R 与 及 只 是 其 列 ( 行 ) 向 量 差 个 符 
号 。 

特别 当 要 求 有 的 对 角 元 0 时， 则 E =I (单位 矩阵 ) ， 这 
RQ = Q, Е,- R， 即 分 解 (13.1), 唯一 确定 . 

引 理 3 х,  =I+F, = Qi 民 E，Q; 为 正 交 阵 ， 民 i 为 
HATRA 0 的 上 三 角 阵 。 则 当 Fi 一 0 kwd, QI, 
R,—I (k— <o), 

证 明 НР, -0, АЖ 

0.,Е,— 1 
ЖЫ К, Е, (Коо), Ш 
QR (k>) 
АИ Ro = I. B Q, = (942). A R 为 上 三 角 阵 , 故 当 让 时 ， 


Qi 0 (k— °) 
又 因 


所 以 
Qf—Ro 
所 以 当 i<j 时 ， 
gq)—0 (k>) 
所 以 О, KATHA, BD ROYA. 
HAO 5 0 = 0: 的 对 角 元 相同 ， 故 其 极限 Re :与 Bo 的 
对 角 元 相等 ХН R, WERKT O, 所 以 Ro 的 对 角 元 也 必 大 
于 0， 从 而 Ks 必 为 单位 阵 。 证 完 。 
TE? ША, = XDX-: , 其 中 
D=diag(h, Аз, +, An) 
如 果 C 1) |м1;>|А„|>+е|А,17>0, 
(2) X'=LR, 
其 中 工 为 单位 于 三 角 阵 ， 卫 为 上 三 角 阵 ， 则 存在 (13.8) 型 对 角 
E E, Е,, с, 使 得 
E.A... E, >R, DR’! (k=) 
其 中 R. =-0 X F= 88. 
ЖЕН ” 册 题 设 可 知 
А =XD: X-' =0,R,D:LR 
=Q,R,(D:LD-:)D:R 
设 工 的 元 素 为 1 ;，DILD  =I+F., F, йи Ж 


k 
Сге (0) >р, (Ё,),,=0 G<p 
HA 
Ai j <} 
| А) < Gi <j) 


所 以 
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(F,),;—0 (Коо), ЁШ Е, 0 (К оо) 
所 以 

А? =Q. (I+ R,F,R7>)R, D'R 
设 I+R FER S =0Q% ORE, RO 的 对 前 元 大 于 0。 因 为 

及 .FRI 一 0 (k>) 
故 

QS L, RU) LI 
所 以 

А,* =Q-Q@Q PRR, D: R (13.9) 
这 是 41’ 的 一 个 QR ARA. 但 男 一 方面 ， 册 引 理 1 知 (13.5) 
成 立 ， 比 较 (13.5) 与 (13.9) 及 引 理 2 得 

О,=0, QP E,, В, = ВЕ, D'RE, 
从 而 由 (13.4) 

A... =.Q. A0, = Е, (00))-:05' А.0.0 Е, 
所 以 

EA, E = (QVO XDX Q.Q? 
但 

(OÇ? O 'X-Q7' X =R, (k—co) 

X Q.Q SX Q, =R; (k>) 
所 以 E A, E,—R, DR7' (k—co) (13.10) 
R. DR) 为 上 三 角 阵 ， 其 对 角 元 为 A 的 特征 值 .证 完 ， 
йв, An SEA Е, 的 对 角 元 相同 ， 


习 题 3. 13 


154 


的 QR 分 解 式 写 出 来 ， 并 作出 A;= КО, 


2 写 出 矩阵 
туй 1 0 
А= 1 - 2 1 
1 一 2 1 
0 1 一 2 


的 QR 分 解 式 。 设 ， 
3 W A,=L R,—I (k>), ЖИЕ L. OI, R,—I, 
其 中 工 ; 为 单位 下 三 角 阵 ，R, 为 上 三 角 跨 。 
4 їй A 非 奇异 ， 如 果 
A.= LR, A, =L,R,, A RL, 
求证 
A =L,L,- L R... RR 
A... (Les: L, A (Lie: L.) 
其 中 L, 为 单位 下 三 角 阵 ，R; 5 E= EE, 
5 证 明定 理工 。 
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HAR MAE 


1 = 


在 生产 与 科学 实验 中 ， 反 映 自然 规律 的 函数 关系 ， 往 往 是 
通过 实验 、 观 宕 得 到 的 其 个 区 间 [a,b 上 一 组 自 变 量 为 x; 的 函 
数值 f(x;) ,= 0,1,2…, 或 者 说 是 给 出 一 张 函 数 表 : 


EE ш. 


其 函数 的 解析 式 是 未 知 的 : 有时， 尽管 有 解析 式 ， 但 很 复杂 ， 
也 不 便于 使 用 ， 因 此 ， 有 必要 构造 一 个 简单 的 近 亿 函数 y(x) 来 
替代 原 米 沙 数 1(x) 。 一 般 地 ， 称 此 理论 为 函数 构造 论 ， 或 简称 
通 近 论 、 称 ?(x) 为 逼近 函数 ， 而 称 f(x) 为 被 遥 近 函数 、 其 差 记 
为 


R(x) = f(x) ~ у(х) 

称 为 y(x) 逼 近 f(x) 的 误差 或 余 项 

由 于 对 还 近 误 差 的 要 求 不 同 ， 便 产生 了 各 种 不 同 的 逼近 方 
x. 

AE ESE МОЕ Jr SOD ЕК ЛЖ, 

БЕЛДЕ nm. ВП) у(х) I EB A у), 
在 区 间 [a,p 上 的 一 些 已 知 点 x; 处 误差 

R(x) = f(x ,)—y(x;) = 0G = 01,2,.. mn) BS) = y(x;), 
有 时 还 要 求 在 若 于 点 上 误差 的 车 干 阶 导 数值 也 等 于 零 。 把 这 种 
逼近 方式 ， 称 为 插值 逼近 ， 其 几 柯 解释 如 图 4, 1。 
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图 4.1 


当 ?y(x) 为 代数 多 项 式 时 ， 称 此 揪 值 逼近 为 代数 内 播 法 ， 称 
y(x) 为 插值 多 项 式 ， 
所 谓 平方 驶 近 ， 即 要 求 误差 R(x) р ТЕ Са, ЕЈ 


min | скс) rdx zü min ,[R(xi)]3 


称 此 逼近 方式 为 最 小 平方 逼近 或 最 小 二 乘法 ， 简 称 平方 逼近 。 
四 为 代数 多 项 式 比 较 简 单 ， 所 以 常用 它 作为 逼近 函数 。 

本 章 对 每 一 种 盟 近 方式 ， 将 要 讨论 以 下 几 个 问题 ， 

1 如 何 构造 逼近 函数 y(x)， 其 基本 思想 是 什么 ; 

2 у(х) ҢЕ—; 

3 ШИТ PEBE; 

4 有 和 何 具体 应 用 。 

由 于 平方 通 近 的 需要 ， 我 们 还 介绍 了 正 交 多 项 式 的 概念 及 
其 性 质 ， 


$ 2 线性 插值 与 抛物 插值 


本 节 研 究 多 项 式 插值 中 最 简单 的 两 种 情况 ， 线 性 插值 与 扫 
物 插值 ， 
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(—) 线性 插值 
1 定义 设 函 数 y=f(x) 在 给 定 的 互 异 节点 Xo, x, E 的 
уо = (xo) ，y1= 了 (Xx1) ; 求 一 个 不 超过 一 次 的 多 项 式 
у(х) = ax+ao 
使 它 满足 条 件 
ylXo) = уо, у) = y, (2,0) 
称 这 种 插值 为 线性 插值 。 
显然 ， 它 是 满 起 捅 值 通 近 定 义 的 ， 即 
R(x,) =0, і= 0, 1 
2 线性 插值 的 确定 及 其 主要 形式 
НА ВУЛ 
意义 知 ， 线 性 插值 
的 几何 意义 、 是 求 
过 在 曲线 fx 上 已 
知 点 А (хо, Xo), 
В(х\,у,) 的 直线 方 
程 ， 如 网 4.2。 
ПАШ, 过 АВ 
的 直线 方程 可 以 图 4.2 
写成 | 


== >=) 
—— 


кыша ын 


t 


y (x) = x ү (х— ху) (2,1) 


而 上 式 中 的 比值 x 一 Z, RSMA, 8 的 坐标 有 关 ， 与 变量 x 


Жж, ГИ ЕЈ Go, х1), Вр 
у = Кк) — fx) 


(хо, Х 
ј „1 Xim xo 


于 是 (2.1) 可 改写 为 
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у(х) = fixo) + Í (xo, х1) (X — Xa) С 2,1 3: 
不 难看 出 ，(2.1) 式 还 可 改写 为 


X— x, X— xo 
#— А 
Xo Th PE yı ( 2.2 ) 


把 (2.1)、(2.1) :与 (2.2) 都 RASO хо, x, 工 的 线性 播 值 函 
数 , 简称 线性 插值 而 把 (2,1) 或 (2.1): 称 为 线性 插值 的 牛顿 形 
式 ， 简 称 牛 顿 线性 插 什 务 项 式 ， 记 为 f(x)， 即 

Һ(х) = f(xo) + f (xo, X1) (X — Хо) ( 2.1 )2 
把 (2,2) 又 称 为 线性 插值 的 拉 格 朗 日 形式 ， 简 称 拉 格 朗 日 线 性 
插值 多 项 式 ， 记 为 Li(x)， 即 


аА: Ж y С 2,2 >a 
Хо Xi Ху ~ Хо 


显然 ，f1(x) =Li(x)， 且 都 满足 条 件 (2.0)， 即 
f(x;) =1л(х;)=у;, ї=0, 1 
又 因 过 两 点 4，B 仅 能 作 一 条 直线 ， 所 以 у(х) 是 唯一 的 。 线 
性 插 信 余 项 为 
R, (x) = (х) — L, (x) = f (x) — fi (x) 
其 具体 估计 在 下 节 给 出 。 
3 计算 实例 
例 1 已 知 y>= 了 (2%) 的 应 数 表 
x | L: 3 
> 1 2 


у(х) = 


求 其 近似 插值 表达 式 ， 
解 ” 酚 为 这 是 已 知 两 点 ， 求 其 近似 表达 式 的 问题 ， 所 以 可 
接线 性 插值 求 之 。 为 此 将 已 知 函 数 表 的 值 代入 (2,2)i 中 ， 得 
一 号 x 


x -1 
OT 


1 
= (х+1) 
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Wk fO = (xt 1). 


4 ”线性 插值 的 应 用 一 一 造 “ 数 学 用 表 ” 中 的 修正 项 ， 
例如 ， 求 lg2,718 的 值 ， 我 们 熟知 ， 用 “数学 用 表 ” 的 常 
用 对 数 表 ， 先 查 出 
| 152.71 = 0.4330 
再 查 出 对 应 的 修正 项 为 0.0013， 然 后 计算 出 
1®2„718=0„4330+0,0013=0„4343 
现 将 常用 对 数 表 摘 录 如 下 : 


27 4330 4346 | 13 
28 | | | 


其 中 修正 项 0.0013 是 怎么 算出 来 的 ? 丸 为 什么 先 查 前 三 位 的 对 
数 ， 然 后 加 上 和 收 正 项 就 是 所 求 四 位 的 对 数 呢 ? 这 就 是 线性 反 值 
的 具体 应 用 ， 
Ж E, Ex- x= h, x= xe + th, ЇЙ 
= X- Хх 
Xi — Xo 

4, Ay. = y ys WODNA 
x — Хо 
X, — Хо 


y (xo + th) = > + (y: — Xa) 


= yo РДУ (2.1); 
于 是 把 >(xo + th) 38 ЕВ ЖОЖ BPB 54, ZR Г xo hb BU R 3k 48 
уой EN RBE MAy. 
因此 ， 要 计算 122,718, W НХ хо= 2.71, x;= 2,72, 
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x=2.718, Ш k= 0.01, t= 0.80, yo = 182,71 = 0,4330, 
4y,=0.0016， 则 得 修正 项 为 

tAy, = 0.0013 =13х10* | 
于 是 在 “数学 用 表 ” 中 ， 先 列 出 三 位 数 的 对 数值 ， 再 把 各 应 于 
i 的 修正 项 t4yo 算 出 来 ， 列 在 岩 的 六 边 ， 便 可 求 出 四 位 数 的 对 
Ж. 


(—) W 3 326 È 


线性 揪 值 ， 虽 然 计算 方便 ， 应 用 很 广 ， 但 由 于 它 是 用 直线 
去 代替 曲线 ， 因 而 一 般 要 求 插值 区 间 (xoy,xi] 比较 小 , 且 f (x) Æ 
[xo,X12 上 变化 比较 平稳 。 否 则 ， 线 往 插 值 的 误差 可 能 很 大 。 
и 4,3, 41,4. 


图 4.3 图 4.4 


HARZ, 341106 НУН ЖУЗЛИК Ж 28 BS BH 
线 ， 而 抛物 线 是 最 简单 的 二 次 曲线 之 一 。 下面 就 米 研 究 用 抛物 
线 去 对 近 已 知 曲 线 f(x) 的 情形 。 — 

1 定义 y= OENE RE A X, HEX 
HERRENA HY yo У, АНУ, =j), Ж-КА 
次 的 多 项 式 

у(х) = a,x2+ ax + Go 


使 之 满足 条 件 
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°: y(x;) 一 Yi， i=0, 1, 2 
称 这 种 插值 为 抛物 插值 。 见 图 4.5。 


图 4.5 


2 抛物 插值 的 确定 及 其 主要 形式 
首先 ， 我 们 注意 ，(2,2)1 它 可 改写 为 
L, (x) = D (X — X i) + h(x— x) { 2.3 ) 


其 中 


Ia = ‚ 
хо— x, 


уо I _ _ yl 
1= 
Xi — Ху 


由 上 式 看 出 ， 一 次 插值 名 项 式 是 由 两 个 一 次 式 的 线性 组 合 
构成 的 。 为 此 ， 对 二 次 插值 多 项 式 ， 可 以 设 由 三 个 二 次 式 的 线 
性 组 合 构成 的 . 即 

Lix) = в(х— х,у) (x — X2) + Li (X — xo) (X — х) | 
+ I (X — хо) (X — x1) С 2,4 ) 
Ж, 1, L, ТЕМИ. 
HFL: (хо) = yo， 令 X=X， 代 入 (2.4) 得 
加 = Уо 
(Xo — X1) (Xo — х2) 
Е HB АЕ, Lal) =yi, 1.00) = yas 可 分 别 求 得 
1 ai re aa 
(x; — Xa) (х — х2) (Xx2— хо) (X; х) 
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将 其 代入 (2.4)， 简 单 整理 后 ,就 得 到 所 求 的 二 次 插值 多 项 式 : 


= бх x)(x- x), 
. (хо — Xi) (Xo — X2) * Уо 
(x — xo) (x — х) ху 


(Xi — Xo){ х — х) 
_(х—х)(х—Х{)_ 
《xz 一 Z xox- x) 
此 形式 又 称 为 二 次 拉 格 裔 日 插值 多 项 式 ， 
当然 ， 抛 物质 值 也 有 其 牛顿 表示 形式 ， 我 们 以 后 再 介绍 
Е. 
3 ”应 用 实例 
例 2 ЕВ ORME 
х | 1 3 2 


ху, (2.5) 


p. | 1-9, е 
求 Kx) 的 抛物 插值 多 项 式 ， 并 计算 f1.5)? 的 近似 值 ， 
#й ”因为 是 三 个 不 同 节 点 ， 所 以 可 作 抛 物 插值 。 即 将 函数 
表 的 数据 代入 (2.5) 得 


_(x-3)(x—2) о CERC 
а(х) aaie GDATA) 
CEMC AN 
руте H 


= (x-3Xx-2)+ (x-1Xx-2) 
+(х—1)(х-3) 


=Y (Se 19x+ 16) 


5 x= 代入 上 式 计算 得 


LS) = >| x (2) е (3) J 16] = -0.625 
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1(1.5)== ~ 0,625 


S3 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 公式 


本 节 给 出 n 次 插值 多 项 式 的 定义 、 唯 一 性 的 证 明 、 佑 计 出 
余 项 ， 并 给 出 拉 格 朗 日 形式 的 公式 ，。 


C) n 次 代数 插值 钓 定 义 
设 函 数 y= 其 zx) 在 [ab 上 有 zt+1 个 互 不 相同 节点 x，xa 


№, 7, Xx, 及 其 相对 应 的 函数 值 为 yo, Yis Yrs Yr» 其 中 
y, 三 人 X;)。 试 构造 一 个 次 数 不 超 过 1 的 代数 多 项 式 


у(х) =а,ж"+а, 1х" ++Ao ( 3.1 > 
使 之 满足 条 件 
y(X;)= Ys 1= 0,1,2.--,и ( 3,2 ) 


则 称 此 问题 为 z СОА ЖТ, Боа. JE y(x) 称 
为 x) 在 n+ 1 个 互 不 相同 节点 x; 上 的 插值 多 项 式 . 或 者 说 ， 求 
过 n+1 个 不 同 点 
MÈ Xos Yo) M(Xi yi), r M(x,,y, ) 
Ë n ОК HO 28 y(x BJ КА. ИРАМ, EE BI у= Кх) E. 
取 的 。 称 (3.2) 为 播 值 条 件 。 
(Z=) £ 一 性 | 
对 次 代数 插值 来 说 ， 只 要 在 na+1 个 不 同 节点 上 满足 播 值 
条 件 (3.2)， 所 作 的 播 值 多 项 式 Xx) 是 唯一 的 . 
束 实 上 ， 如 果 存 在 两 个 mn 次 多 项 式 Xx)、gx) Н 
y(x) 夺 g(x)， 但 都 满足 插值 条 件 (3.2) 即 
убх.) = вх.) = у, i=0,1,2, Pn 
则 它们 的 差 SC(x) = g(x) 一 XX) 是 次 数 小 于 或 等 于 n 的 多 项 式 , 又 
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从 条 人 性 (3.2) 得 

5(х,)= в8(х,)-убх,)= 0, i=0,1,2, n 
于 是 知 S(x) 有 n+ 1 个 不 同 的 零点 .这 只 有 在 S(x) 二 0 才 可 能 ， 
因而 得 g(x) = y OBETE, MEE. 


(=) 代数 插值 余 项 及 其 估计 式 


我 们 把 差 人 Kx) 一 >(x) 称 为 用 插值 多 项 式 y(x) 代 替 太 x 的 余 
项 、 误 差 、 或 插值 余 项 ， 记 为 
R,(f,x)=f(x)-—- убх) 
ЩЩ Ж] х)ХЕ C, bI ЕР Еп +1 Ж. АРЕ 


_f"' (EE) 
R,(f,X)= ТЕЕ. olx). C 3.3 ) 
其 中 
QG (x)=(xXx—x Xx— xel- x, ) (3,4) 
a< Ë <b 


事实 上 ， 由 条 件 (3.2) 得 
К.(рх,)= Кх) - убх.) = 0, 1=0,1,2,. ,fs 从 而 可 知 ， 
R,(f,x) 含 有 因 式 6(x), 于 是 设 余 项 为 
R,(f, x) = k(x)@(x) C 3.3 3): 
如 果 能 确定 出 &(x)， 问 题 就 解决 了 。 为 此 ， 引 入 辅助 函数 
802) = Кх) – у(2) - Кх Сх) 
хо, Xis +, x, 及 * 均 为 8(z) 的 零点 ， 闪 有 n+2 个 。 如 果 将 
Xos Ха, Xas X FR Ж ХВФ, ERME REMH, Й Е Са,Ь) 
上 g DEDA ARA, P MEDE n TẸ ene , 
ВРА, ИЕН Ё, WA 
"К О(ёу=]"*10(&)—К(х)(п+1)у=0 


从 上 式 解 得 


_ уе ов) 
де 


165 


ЖФ š ух. Хуу Xn K. x E: 9 的 ， Н а<ё<Ь, 将 k(x) 
代入 (3.3)1， 得 到 (3.3)， 
HIC OLEM, xeCa,bD),WW v MAT 


< 一 M,.. 
IRG x) | Sat ox) (3,5 ) 


pJ 求 线性 插值 余 项 及 其 估计 式 。 
解 ”由 (3,3)， 当 ?=1 得 线性 插值 余 项 为 


к\(}, х) = РО а) 


其 中 (x)= (х- х)(х- х), ХЕ 


|x- х |! x x| <+ Xo)? _ 


所 以 
пез) О) |х ха М ав) 
С 3.5), 
其 中 М, = тах 17 0х) | 


С) о 


由 公式 (2.3) 知 线性 插值 大 由 二 个 一 次 式 的 线性 组 合 构成 
的 ， 由 公式 (2,4 о i #9 
的 ，。 
由 此 启发 ，n 次 代数 插值 可 由 i#+1 个 1 次 式 的 线性 组 合 而 
Ж, А. ВП 
Е І.(х) = bix- xx- x.) (x— x, ) + 
+1,(х—%)(х— x)(x х, ) +++ 
+ Ei(X— хо) 0-х. x; i. Pu(x- x,) + 
ева . 
+{„(х— хе)(х- xi) (NR— Xna) 


Жїрї. 1, lz, … ,1 为 待定 常数 ， 求法 如 下 ， 
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Ф x=x; 代 入 上 式 ， 由 条 件 (3,2) 便 有 
L, (x;) =}; (x; — х0) (Xi 一 XI) (X, — X; 412 
(х; X) 
= 
从 而 得 
L£ =: Y: Кы; Е 
' (x;-—X6)- (x; Xia хрх (Xi Xa) 
жы Су? i= 0, 1, 2a -at ( 3.6 ) 
其 中 
а(х) = (х; 一 X0) (Xi 一 X I) (X, — X; 1) 
(Xi X.) ` ( 3.7 ) 
代入 (3.5) 中 ， 且 缩写 成 和 的 形式 得 ; 
(ху 
йез = соо?! (3.8 ) 
或 记 成 
Ln(X)= Dl, (x), 《 3.8 )1 
(< 0 
其 中 
2. Q (x) ес: х- х; 
өс еч пус) C 3.9) 


itko) 403,4) 1 ВУ), o Cx; H. DE W 

(3, DRG. 8A = fE, x, КАНН 
HESTA, Хә ИНН £ T 式 ， 称 1; 为 
拉 格 央 日 多 项 式 的 插值 系数 ,我 们 把 1(x) = 工 ,(x)+ Ralf, хә 
为 拉 格 朗 日 插值 公式 ， 

当 n = 1 时 ， 即 为 线性 插 信 (2.2)， 

щи= 2 时 ， 即 为 抛物 插值 (2.5)，. 

最 后 指出 ; 公式 (3.8) 或 (3.8)1， 只 要 求 节点 位 置 不 同 ， 
而 与 它们 的 排列 顺序 无 关 。 特 别 当 节点 按 大 小 顺序 排列 ， 且 相 
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” 邻 两 个 节点 之 差 为 定 值 时 ， 则 会 得 到 等 距 节 点 的 拉 格 朗 日 公 
式 ， 请 读者 自己 练习 推导 〈 习 题 4.3 第 13 题 ) , 


(五 ) 应 用 举例 


READE, CARR), REEERE C.D 上 的 零点 ， 
可 以 用 第 二 章 中 的 方法 解决 . 但 是 当 函 数 解析 式 未 知 时 ， 而 仅 
АІ Са,6) Е 36, 那么 ， 如 何 求 其 在 [a,b] 上 的 零点 呢 ? 
一 般 的 ， 我 们 先 求 1(x) 在 ta,bJ 上 的 播 什 函 数 y(x), 然 后 求 y(x) 
的 零点 ， 把 此 零点 就 作为 (x) 的 近似 零点 。 

特别 是 ， 假 设 六 x ) 的 反 函 数 存在 ， 记 为 

х=ф(у) С 3.10) 

于 是 求 f( x) 的 零点 问题 ， 就 变 成 求 函 数值 p40) 的 问题 了 ， 

比如 ， 已 知 Kx) 在 "oa, 思 上 的 函数 表 
-一 一 一 Ç 3.11) 

у | Уо У У, 

REAC, Б ЕШ кд. ПЦР ИН РЕ ЈЕ НЕ, 
ПТА СХЕ Са, ЕЕЕ ЕЖ, НН ф(у) 的 


ЗНАЁ pak ЕЧ РАЗУ ЖЕ 
у | Yo Ур ез У, 
х а. с (3.12) 


构成 的 ， 于 是 ， 设 fx) 的 零点 为 x*， 则 

x* = q(0) 
其 中 gC0) 的 近似 值 为 由 表 (3,12) 所 作 的 插值 多 项 式 p,(y) 
Ер 


„(у) = II УУ: \\х (3.13) 
е (пў) ] 


` 


在 ?= 0 的 值 。 
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例 3 已 知 函 数 表 
x | 0 1 2 
"| ые ТЫ 
ЖС ) 在 [0,2] 之 间 的 零点 近似 值 。 
Ж 因为，y: 是 按 严格 单调 下 降 排列 ， 所 以 可 用 反 揪 值 法 
求 其 零点 ， 为 此 ， 先 把 原 表 变 成 及 函数 表 : 
|с. зет 8 
x] 0 1 2 
Е®Ж®НФу=0, 代入 (3,13) 式 ,得 


_ {0+7.5)(0 +18) 
P0 aT 5818) l 


(0-—8)X0-+18) х1 
(—7.5—8)X —7,5+18) ` 


(0-8)(0+7,5) 
(—18—8)(—18+7,5) 


8x18 8х7,5х2 
15.5x10,5 26х10,5 


х2 


=0.445 
即 x*=-0,445 


实际 上 ， Кх) = (к-р) AX 4) 
= 16x+8 


并 Xx) 在 [0,227 之 间 的 零点 为 x* = 0.5, 


习 题 4.3 
1 Ех 
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x | 3 

то 

Ж х= 3,8 ВЕН. 
2 СЕ 


Жо Ex) 的 表达 式 。 
з EMARE 
х | 100 121 144 


y | 10 н 12 


试 不 用 开 方 的 办 法 而 用 抛物 插值 法 计算 115 的 信 . 

4 ” 试 说 明 《 四 位 数学 用 表 》 中 正弦 和 余弦 表 的 修正 项 也 
是 用 线性 插值 构造 的 。 

5 在 C0,x] ERAO, з, Ti sinx 的 抛物 插值 多 项 式 
Ls(x)， 且 描绘 出 y= 工 x( x) 的 图 形 ， 同 时 描绘 出 sinx 的 级 数 近 
似 表达 式 y= x, Жу=х- 将 的 图 形 ， 说 明 抛物 插值 与 级 数 近 似 


各 有 何 特 点 。 
6 É Ladx)=li (x) yoth (x) yit la (x) ya 满足 条 件 
Lz(X0) = уо. а(х) = yo La( Xz) = Уо KAL), ux), ta). 
7 EBE BB H а £ y G W H Di Ж W IG Л 


fO хо, Xis ух»), MW 
Кж», ) = Уа ау" Xt, (3.14) 
АЕ НР УЕР 
8 证 明 УО», 
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9 证 明 任 何 关 次 多 项 式 ， 都 可 以 改写 成 为 拉 格 妆 日 狂 什 
多 项 式 的 形式 。 
10 设 y=x, 求 ?在 节点 0,1,3,…， 吕 上 的 拉 格 妆 日 播 值 多 
Ji K. | 
11 已 知 连续 函数 区 x) 的 通 数 值 表 如 下 : 
х | -1 0 1 2 
рх) -2 -1 1 2 T 
求 方程 p(x) = 0 在 [- 1,2004 RAR. 
12 茶农 业 科 学 研究 所 ， 于 某 年 做 的 大 豆 密度 与 花菜 脱落 
关系 的 实验 ， 得 下 列 数据 : 


е g | 开花 数 | ий EEK | 产 8 | 
НЕ аа 一 一 一 一 : ! 
3 F 7 Z EBI | т? | m? | 名 | АПРА % 
20 1221 一 一 1864,5 100 
25 1133 394 | 75.2 2045,5 109,7 
30 1601 360 77.5 2051,0 110,7 
35 1225 321 73,8 1638,0 87.9 


用 线性 插值 法 计算 密度 为 32 万 株 / 公 质 时 的 开花 数 ， 结 芋 Ж. 
МЖ. 
13 REFERRE HR ЖЕЛИ, 


ШК. Bx xi = 有 hh， x=x+th, 


34 牛顿 基本 插值 公式 


拉 略 朗 日 揪 值 多 项 式 ， 虽 然 有 一 定 规 往 ， 但 是 每 当 增 加 一 

们 节点 时 ， 不 仅 要 增加 项 数 , 而 且 以 前 各 项 也 必须 全 部 重新 TF 

算 ， 不 能 利用 已 有 的 结果 ,为 克服 这 一 缺点 ， 本 节 介 绍 它 的 男 
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c poem m am с. = =. + + umasa mas s a —— .一 一 一 ot o 


一 种 形式 ， 和 牛顿 基本 插值 多 项 式 ， 


С) 牛顿 基本 插值 多 项 式 
为 了 讨论 牛顿 基本 插值 多 项 式 ， 首 先 讨论 n - 1 次 与 次 


拉 格 朗 晶 插值 多 项 式 的 差别 与 联系 ， 
ИІ, (х) Бой n КА 点 (хез уо), (1,71), бее , 


(Xai Ve BJ R T ВАЛЕ РИ - ИННАА, Pi 
L,—- (x;)=y,, ї=0,1,2,+,0—-1 f 
MAL (DERBE LER n А [н] 点 (хо, у), (х,у), 
o (x. y i), WBS Сх ，y,) 的 小 于 或 等 于 
n 次 插值 多 项 式 . 或 者 说 
L.,(x;)= 1,16%) =Y 和 =012 8-1 (4,0) 
L,(x;) = y, 
Н ЖЇР (4.0) Ж 
1Ь„(х;)-Ь,„—,0\Х;)=0, 1= 0,1,2, --,0- 1 
于 是 可 设 
L(x) -Lra (x)=a,(x—xo)(x—xíi)''(X—- x,_ i) 
Жора, н, REFA 
LX) =La (x)+a,(x-—xo)(x—xú0Q'(X— х,у) 
С 4,17) 
为 了 确定 ao,， 只 要 注意 上 面 等 式 两 端 都 是 六 次 多 项 式 。 当 然 ， 
它们 的 首 项 系数 必定 相等 ， 即 由 习题 4.3 第 7 АЙП 
а, = (хо, Xi", Xa) 
其 中 
Куу = УОЛ Су) 
于 是 ， 得 关系 式 
L(xX)=L,_1(X)T+ 
+ fUo Xs Xa KX Xox- KI) CX- XX, ) (4.1)1 
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ВЯ АЛП РЕ, ЁЛЕ БИШЕ ОХАНИН E, NE 
增加 一 项 ， 

}(ха,х, X. Nx Nx- xi) xx) (4,2) 
ERRARE NRA- хохо x.) (x— x,- ) 乘 上 一 个 丰 应 
常数 Kxoxi,…x,) 之 积 。 这 样 就 给 构造 播 值 多 项 式 带 来 很 大 
方便 ， 

现在 应 用 上 面 结论 ， 导 出 L,(x) 的 另 一 种 表示 形式 
对 (4,1) 4 n=0,1,2 ee и 

L(x) = хо) 

L,(x)= Lo( x) + J( xo, xi )X( X — Ха) 

1х) = Lil x) + J(xo,xi,Xi)Xx— xi )( x— XI) 

L.,(x)=L,-,(x)+ 

+f(X6 Xis Ka (x—xo)Xx-—x,)' (x— Xaa) 

ж Ein + 1 个 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 则 得 
1,„(х) = Кхо) + J( Xo, xi )X X — хо) + 
+ fixo, XiX) xX- Xox ху) ++, 
+ f(xos Kis Xa Ax хо)0х- xel aa) 
( 4.3 ) 
上 式 称 为 f(x) 在 条 件 (3.2) 上 的 牛顿 基本 插值 多 项 式 , 为 了 区 
别 起 网 ， 将 (4,3) 记 作 j.(x)。 显 然 ，j,(x)= 工 ,(x)。 
在 实际 计算 1,{ x ) 时 ， 为 了 节省 运算 次 数 ， 可 将 (4.3) ЖЕ 
成 如 下 形式 ，【〔 以 n= 4 为 例 ) 
КОХ) = (K (f(x0s Xis X, Xas Xa X — Xa) 
+ хо, Kis Xs XI ( X — x2) + 
+ f(x ,X1 XI ICX— Ху) + 
хоху) (X — xo) + f(x) (4,3), 
从 (4.3) 式 看 出 ， 求 1,(x) 主 要 是 计算 系数 | 


[(Схо,Х,Х›, ‚ху, k= 1,2, н 
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РАЧНИ + —_—— з сз; 


fB B: 14 F А, 
f Xe:Xi "Xn ) = s sr ss 


来 计算 是 复杂 的 .为 此 ,必须 讨论 系数 六 xo, ху, с x.) ES Ж 值 
jœ), ¿i=01,2,- n 之 间 关 系 ,从 而 导出 计算 (хох) 
的 方法 。 为 此 令 n=1,x=xi, 代 入 (4,3) 得 | 

Li(%1) = j(xo) + хо) о) = f(x.) 
Bp 
) = fx) хо). 


(Xo, Xi 
Кх; ры лы, 


Ех) Ехо, х, 上 的 一 阶 差 商 ， 
一 般 地 ， fx) 在 任意 两 个 不 同 节 点 X; X; 的 一 阶 差 商 ， 可 
定义 为 如 下 形式 : 


fix x j= BEE) 


Хут; 

BR, Kxxx) = f(x; ,x;)。 
ТИЙ хо, xb х2), Фп = 2,х= x, 代入 (1.3), R 注意 插 
RHL) = (х), 18 
La(x2) = 1 (Xo) + f(xo,X1)( Xs — Xo) 
= fC Xo, Xis Xa) X2— X6)( Xz- xı) 
= f( x2) 

于 是 从 上 式 可 求 得 

(х) — Кж) — f( Xo, X: )( Xs — Xa) 


L К) Коо) — HXe, Xi )( X3 хе; 
J Xa,Xi,X1) (х. -— Xo X2— х.) 


x; kaq x; 


X23 — XL 
与 一 阶 差 商 一 样 ， 称 天 xo,xi ,x2) 为 (x》 在 节点 Xxo,x1,x2 上 的 一 
阶 莽 商 的 差 高 ,简称 为 (x) 在 xo,xi,xz 上 的 二 阶 差 商 ， 
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‚Х.Х; 《 4,4 b) 


KIT 


由 式 (3， 14) 1,7 (ха, X2)3Š F Xos X1% 是 对 称 的 。 故 它 又 


Хо, Ху х) = 00122) — Јо) 
"H , x 一 


— 
读者 可 以 具体 验证 一 下 ， 此 值 确实 不 变 ， 
МЯ, ах: f(x) 关 于 x; ;Xi sx, 的 二 阶 差 商 为 


fx; оку) = Је fe aX) (жож) (4.5) 


这 样 继续 下 去 ， 我 们 可 以 在 k - ТИЗЕ АЕ E, КИЗ 
商 为 如 下 形式 ;，(*) 


(Xi Xs Kt) 


一 其 XXX 

X; +, Xi 

(x;.: Zx; ) (4.6) 
于 是 ， 当 i= 0, к=п, 时 ， 有 
хоху ох) = Xl Nas sXe — Јо, Xr Xaa) 
X, — Хо 

( 4.6 ): 
从 而 ，〈4.3) 式 的 各 阶 差 商 可 以 用 (4.5) 式 来 计算 .但 在 实际 上 . 
计算 各 阶 差 商 ， 往 往 是 列表 计算 的 ， 称 此 表 为 差 高 表 。 RER 


F: 


хотоо | -Hš | NÆRE | кй®й 


— 
хо) 100) | 

xi! [очу | fxosx1) | 
tai убо) | fixi) fo, Х1,Х2) 


ха 163) | f(xX2, Xa) Js X21X3) se "ukum "P 


* 主意 下 标 之 阅 的 关系 。 
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故 f,(x) 又 叫 差 商 插值 多 项 式 ， 
例 4 EMAAR 

x 1 3 2 

> l i 2 -i 


求 其 差 商 插 信 和 多项式 并 计算 x= 3 之 函数 值 。 
к HRAN 


х | y каккач 
каны ык 
1 1 
t; 
з | 2 2 | 
| 5 
2 |-1: 3 | — 
| 2 


Йу, п=2, Pr, 2540.3 49 
по) = }Э(х-з)+-у}х-1)+1 
= (5 - 19+ 16) 
而 当 x= 这 时 ， 代 入 上 式 计算 得 
02) =- 0.625 
注意 在 计算 函数 值 六 (3 ) 时 ， 需 要 用 加 、 减 法 的 次 数 是 10 
Bo RREI SK MBL PAN, WAM. W 


法 的 次 数 是 8 次 ,用 乘除 法 的 次 数 是 12 次 。 一 - 般 地 说 ， 牛 顿 基 
本 插 信 多项式 要 比 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 计算 工作 量 要 少 。 - 
RRHH, Ш. о) 替代 了 (Xx) 所 产生 的 余 项 为 
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мит” 


R, #,x) = OF (Xo, Ks NX) 4.7) 
事实 上 ,把关 夏 成 为 不 同 于 xyxi，…x, 的 节点 , 则 以 xyxi， 
… :xx 作 差 商 搬 什 多项式 
fir Z) = f, (Z) + OL) Xo Xs ,х„,х) 
如 令 Z= х}, RR (x) = 了 lx) ， 则 得 牛顿 插值 公式 


了 (x) =}, (х) + OXF Ko Xs Xn X) 


从 而 便 得 (4,7). | I 
这 是 在 不 要 求 f(x) 具 有 n+1 阶 导数 存在 的 条 件 下 的 余 项 形 
式 ， 
如 果 f(x) 在 Ca,bJ 上 存在 r+1 阶 导数 则 有 
S {е (8): 
хо, Хау X. X) (n+ 1)! (4.8 > 


事实 上 ， 只 要 注意 到 唯一 性 ， 比 较 (3.3) 与 (4.7) 就 得 到 
(4.8). 


(4.8) 22518 — РЕ, ШЕЕ ЕКЕ ЖЛ 
f Xe, Xi, X.) - 1-6) ( 4.9 ) 


其 中 min &х;) <ё<шах (х;) 
注意 ， 一 般 把 
f(x) = f, (х) + R,(f,x) 
称 为 牛顿 基本 插值 公式 。 


《二 ) 等 距 一 一 牛 顿 插值 多 项 式 


1 牛顿 前 插 多 项 式 
设 化 x) 在 给 定 等 距 节点 
Xo=0, X=a+h, e”, x,=a+qnmxh С 4.10) 
上 的 值 分 别 为 
Jos is X2 9 了 
ЖАО НАНЕ, MAISE. 
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我 们 考虑 牛 地 基本 插值 多 项 式 的 变形 之 前 ， 先 讨论 等 距 节 
点 时 差 商 的 变形 。 如 一 阶 差 商 
Ќх;,х, 1) 00) 70) 


X;+1 — Xá 


= Уза Fi 

h 
АКБУУРА Z. BE, REZY 17V 
RARR С) Ех, Е В Э WRES, WE 

Ay; =+: Y; 
HI Ayo = yi- Yo, Ау = 92 yi Ay; = yi Уз Е 
阶 差 分 ， 显然 一 阶 差 商 与 一 阶 凑 分 有 如 下 关系 式 
Ay; 
h. 

FJEBfOOo 关于 机 邻 的 xi х: ,xi42 二 阶 差 商 可 表 朱 为 ， 


y = Fl Xita Rira) — (X i X; 24) 
i X;+: — X, 


JX: Xir) = 


ÍO X I Xi. X; 


bi 
把 上 式 中 分 子 4yi - Ду ЈО) х; 点 上 的 一 阶 差分 的 差 
分 ， 简 称 为 fx 在 点 x, 上 上 的 二 阶 差分 ， 记 为 
А?у; = AY; 21 — АУ; 
于 是 有 
А?у, 
21 h° 
如 此 下 去 ， 则 可 定义 f(%) 在 x; 点 上 的 KK 阶 差分 为 
A e A T fa QU (4.11) 
显然 一 般 的 盖 商 与 差分 关系 为 
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Í (X; X... X; +4) = 


k 
f(x; onno) =A (4,12) 


从 而 (4.3) 式 在 条 件 (4,10) FER 
f. (X) = = yo+ P(x- хо) 


+ А? у 


ТРЕ (X— хо) (х- х) ++ 


кызарган йк: 
ШИ, х= хо+1һҺ,] F ХАР 
fa (xo + th) syt S> о 100-1) +. 


он С 4.14) 


称 此 式 为 牛顿 前 播 多 项 式 . 


实际 计算 多 项 式 时 ， 仅 需 计 算 各 阶 差分 ， 按 差分 定 x 
(4,11)， 列 差分 形 ， 计 算 如 下 ， 


х; | >， | Лу; | Азу A2y; 


уз | Ау А?уд 


Уз Ay; А?уі Ayu 


жс. АЧИ F ЕЗ ЖИЕ 847, 
此 时 f. Сх) 的 余 项 变 为 


ВОД) розу. 
R, (f.x) Ур tt—1)'(t-n) С 4,15) 
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一 一 一 一 一 一 一 - 
rr ve етсе». ms. 


其 中 yEE[xXoyxo 二 HP GM ea 上 Е уеду | 


其 余 项 估计 式 为 
IR, („дж мерае р |.(t—n) | (4.15) 
2 “牛顿 后 插 多 项 式 


如 果 插 值 条 性 不 变 ， 而 设 x= х, ви, 0, BH x [E x, 
表示 时 ， 揪 值 多 项 式 又 如 何 计算 昵 ? 为 此 ， 先 将 节点 按 由 大 到 
外 的 顺序 排列 ， 得 函数 表 : 


< | x Х.-1 х Хо 
y| y. yo у Ya 
于 是 有 牛顿 基本 插值 多 项 式 为 


ј. (х) = f(x.) + f(x, ,X,_,)(X— x,) + 
TT fxs Xa 1s Xna) CK— X) x- x, ) +... 
Xs Xai sta XNXX x, Xx- XH) (KX— ax) 
| (4.16) 
注意 到 差 商 的 对 称 性 ， 上 式 可 改写 成 


Í? (x) = Кх.) (е Xa) (x= x,) 
+ f(x, —: ‚Хя—1 » Xs) (x— Ха—› ) (х-х,) ++ 


+} (хо, Xis X2 Xa) (KX— Xi)(X— ху} (х—х„) 


利用 差 商 与 向 前 差分 的 关系 ， 又 可 写成 
о) =f(x,) +2551 (x—%,) 

A2y,_; 
21h2 


А" Уа 
nik" 


ЗП, х= х, + th, t L0 MEREK 
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+ (х—х„_,)(х—х„) + 


as. + (x—Xi)'°° (x—x,) ( 1.16 >, 


i 2 x 
f(x. + th) = y, + Eem t+ Ye а+ + 


+220. +10) (trn-1) (4,17) 


musasasa numas aos 


кй. 

f. (x, + th) BJ AR 

R. И Е ааа 

R, (f, х) = TESS t(t+ 1) +n) 
Ft И А 

+M, 
Hl ... (t + | 
IR, (f, y | < h ИГ ес 1)- (t+)! (4.18) 


根据 前 、 后 插值 多 项 式 的 想法 ， 如 果 要 求 中 间 某 节点 附近 
的 函数 值 1(X) 时 ， 那 么 就 把 所 选 节 点 ， 按 它们 与 Хх 的 距离 
远近 ， 逐 个 由 近 到 远 地 重 新 排列 出 来 ， 作 牛顿 基本 插值 多 项 
式 ， 再 注意 差 商 的 对 称 性 、 差 商 与 差分 的 关系 ， 便 可 推出 所 谓 
中 间 插 值 多 项 式 ， 作 为 练习 留 给 读者 ， 

在 实际 计算 时 ， 可 把 (4.14)、(4,17〉 写 成 递 推 形式 。 以 
n= 4 为 例 ， 前 揪 多 项 式 写成 如 下 形式 。 当 n= 4 时 前 播 多 项 式 为 


J (Xa + th) = (20е - 2 +E) 2 + 
, | 
+ &еја-р+ Ау}! + Уо (4.14 


后 描 多 项 式 为 


fa Qa + th) = (2 Jett 3) +22 Yı 


шн 


+£ Anjar + tx (4.17): 


Baii ИЭН Ф АКАУ РА ИНТЕ НЭ НУ, Т 
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ee i 1a ea = 


高 阶 差分 又 是 由 低 阶 差分 计算 出 来 的 。 因此 ， му; 有 个 
ER, ZDEN, 误差 € сю о у. 


T НЕ Ж. 这样 就 影响 到 高 阶 差分 的 准确 性 . 
际 中 用 到 四 只 差分 即 可 ， 不 宜 用 更 高 阶 的 差分 。 
з ”计算 实例 
例 5 ЕП 
x -1 0 1 2 3 


y I 0 2 -1 0 1 


用 等 距 括 值 多 项 式 计算 (- Jj). 1(5)южшн. 


B REENE 


і х; y Ay; АЗУ | Ау; 
ua р-у ИТ = DEAA x: ы ир 
0 -1 0 
| | | | 
1 i 0 2 i 2 
2 1 -1 ; -3 -5 | 
3 2 | o Í 1 41 
4 3 | 1 1 . | - 
i 1 
其 次 计算 * 
һ=1, x= xo = —1 


Ы _ X xo = — s 一 у 3 
所 以 t= Da L a 


利用 (4.14)， 来 计算 忒 увин, 


所 以 ， 在 实 


一 13 


КС 9) 906-2) 59 


GD] lQ )+0 
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R (2) ин, х= 2, х, = 3, 所 以 


t=” Xå -1 


h ЕЛ 
利用 (4.17) 8 


OAE- 
op ee ” 


=1,2578125 ` 


3J в 4.4 


1 ви ЭЖИ РОЛ. Ж 
F (x) = cf (x) + dg (x) 


| 
ЕСху,Ха, б, X.) = Cf (X0, X13 ,Х„) + dg (X0.Xi Xe 
2 п аА n r 2 98 2 % ЖГ 
з ея 
x б Чч wo ж g 
ур гб =. б di 
求生 顿 基本 播 值 多 项 式 。 
4 ЕЕЕ | 
х. 21° 22° -24° 25° 
Cy 10.35537 0.37461 0:40674 0.492262 
Ж sin23°.248. 
5 Е а 
х | 0.5 0.6 бл. бё б 
у | 1.6487 1.8221 02.0138 2.2255 2,4596 
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талаа очер и єз тете 


Ж (0.55), 00.85) zti. 

6 给 纪 sinx 在 0.4(0.1)0.8 的 信 ， 如 果 使 用 二 次 插值 求 
sin0.63891 的 近似 值 。 问 如 何 选 节 点 ， 才 使 其 近似 信和 的 误差 较 
小 ? 且 具 体 比 较 计算 结果 ? 

т 设 f(x) 在 Cxo;x,J 上 有 连续 的 有 阶 导 数 , 求证 在 等 中 
节点 时 ， 姜 分 与 导数 存在 如 下 关系 

C1) Any = h"'ftn)(Ë), х<&<»х,, 


(2) lm а), 


8 Тт ЕС) =cifG@) +cg(x) c10: ЯШ Ж. W 
A'F(x,) =с\А*](х;)+с›А*&(хХ{) 

9 证 明 : 对 某 确定 的 xm， 当 h 一 0 时 ，(4.13) 成 为 台 劳 
多 项 式 ， 

10 E: п 次 多 项 式 P(x) 的 一 阶 差 分 是 n -1 次 多 项 式 ， 
EUn 阶 交 分 为 常数 ， 而 &+1 阶 差分 等 于 零 。 

11 证 明 下 列 重要 等 式 : 

C1) Aty; =V;+k —Ciy;::- i + СЕУ 

= + (-1)y;s 

(2) y, = ya + СЛУ + CA yyt eee + A Yo03 

(3) Ау t Atyit e t Aty, = AFC Yn - А7 yo 

12 用 内 插 法 求 矩 阵 


/2 -1 0 
А= |-1 2 -1 
o -1 2 
的 特征 多 项 式 p(4). 


л: IE A PAEA Ais A дз, HOB pai 
后 作 内 播 多 项 式 。] 


184 


S5 爱 尔 米 特 (Hermite) 插 值 多 项 式 


在 实际 问题 中 ， 对 所 构造 的 插值 多 项 式 ， 木 仅 要 求 通 过 点 
Cx; ,91)，i=0,1,2,…, 同时 还 奢求 在 x; 上 ,若干 阶 导数 值 
也 与 被 插 函 数 的 导数 值 相等 。 把 此 插值 多 项 式 称 为 爱 尔 米 特 播 
值 多 项 式 或 称 带 导 数 的 插值 多 项 式 ， 用 记号 HC(x) 表示 它 。 其 
求法 同 不 带 导 数 的 插值 多 项 式 的 求法 一 样 . 而 且 也 有 两 各 表达 
形式 ， 拉 格 朗 日 一 一 爱 尔 米 特 多 项 式 和 牛顿 一 一 爱 尔 米 特 插值 
多 项 式 。 可 是 当 插 值 条 件 一 样 时 ， 如 不 计 舍 入 误差 。 其 两 种 形 
式 虽 不 相同 ， 但 都 对 应 同一 多 项 式 . 并 且 可 以 从 一 种 形式 推出 
另 一 种 形式 ， 

本 节 主 要 介绍 牛顿 一 一 爱 尔 米 特 多 项 式 的 构造 方法 。 而 拉 
格 朗 日 一 一 爱 尔 米 特 多 项 式 的 构造 方法 ， 请 读者 练习 推导 之 ， 

为 了 便于 学 习 ， 先 看 一 个 简单 例子 。 


例 6 ажиж 
x | Xo Xi 
y | Yo Yı ( 5.1 ) 
:| у", 


Ж А 2D2 X H(x), НЕШЕГЕ, 
Н(хо) = { (хо), Н(х1) = (х) 
H’ (xo) = f! (хо) ( 5.2) 
f АНЕ 
к | xe ж 
y| 》 У 
作 线 性 播 值 。 即 为 
Jf. (x) = f (xo) + f (Xo, X1) (X: — хо) ( 5.3 ) 
иван (x) Б], (э) Еф Pt o х E BR 26 B АН А], Ep 
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Н(хо) = fil Xo) = y 
Н(х) = ҺО) = у 
FE, COKE, WEA 


Н(х) — jh (x) = K (x— xo) (X— Xi) С 5.4) 
其 中 天 为 待定 常数 。 上 式 又 可 记 为 | 
H(x) = f(x) + K (x — xe) (х— x) (5.5 ) 


ЖЕК, Кд, 4% 
| H’ (x) =], (x) + K(x- xa +x- x) 
4, х= хо, RAER, HÆRER IPH Oo) =y 18 
H’ (xo) = f! (xa) + K (xo — xX) 
= }Охь,х,) + K (x0 — X1) = уо 
FÆ., f 
| ке a ms ( 5.6) 
X, — Xo i 


Н(х) = fi (x) + Ое) У Ce — xo) (x— х) 
X: Хо 


= fixo) + J (Xa Xt) (x Xo) 


+ Í(Xa, 4) — V'a (X— xo) (X — x) С 5,7 > 
一 Xe 


可 以 验证 ，(5.7) 的 H(x) 确 实 满足 插 信 条 人 忻 (5.2). 

同时 ， 可 以 看 到 ， 构 造 牛顿 一 一 爱 尔 米 特 插值 多 项 式 ， 完 
全 采用 牛顿 插值 的 构造 思想 。 

最 后 ， 也 可 把 (5.7) 整 理 成 拉 格 良 日 形式 : 


Н(х) = (emra (ax X1 — x х)» 


+ (2 XT » Уз 
+(-2 75.) xo, С 5.8 > 
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下 面 介绍 较 一 般 的 埃 尔 米 特 插值 ， 


x | Xo х 0 х ... Ka 


y | Уо Ур се у. у. ( 5.9 》 
DoE aye эе Y'n | 
求 一 个 插值 多 项 式 百 (x*) ， 使 其 满足 如 下 条 和 件 ， 
H(x,)= y; I=0,1,2, 0 С 5.10): 
H’ (x;) =X"; ї=0,1,2:`*,7т { 5.10); 


为 求 此 多 项 式 ， 首 先 分 析 揪 值 条 件 的 个 数 ， 共 为 m +n + 2 
个 ， 则 所 构造 的 H(x) 的 次 数 ， 一 般 是 不 超过 m+n+1 次 多 项 
式 。 于 是 ， 接 牛顿 插值 的 构造 思想 ， 可 设 

Н‹х) = f, G) + Р, (х) {CX— хо) (х Xx) (Xx— Xn)} 
( 5.11) 
其 中 f, (x} 是 由 条 件 (5,10) ,所 作 的 牛顿 基本 插值 多 项 式 ; Р„ (x) 
为 待定 的 让 次 多 项 式 ， 


| Н(х)=]„(х;)=у, T=0,1,2 +, 
为 确定 P, (Xx) ,对 (5.11) 式 求 导 ， 得 
Н' (х) =f', (x) + Р'„(х)е(х) + Р„(х)о' (х) (5.12) 


W(X) = (х— хо) (X — х1): (X — X, 2 
令 x=x,,i=0,1,2,…m， 且 利用 条 件 (5,10);，， 代 入 上 式 , 得 
H’ (xi) = fia xi) + PX)O (ху) =у' 


即 
| у Р, (х) ДР Sia 
P. (x;) = Q (x) ` ,> ¿=0y1,2, |. Ç 5,13) 
了 于是， 把 求 P.(x) 的 问题 ， 变 成 已 知 P, бо) 的 函数 表 
x | хо хз ӨӨӨ sy 
Pa(2)| P.G) Р„(х) += Р(х.) 
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ЖР, O B H05.13) ЖЕЙН. ТЕКУ m BU 
ИВ ај. (х) L,C) EREE 

Í. lx; )= P(x), i=0,1,2,"` mt 
又 因为 P.(x) 为 小 于 或 等 于 mm 次 多 项 式 ， 所 以 由 83 习题 4.3 第 
9 题 知 ， 必 有 

fa (x) ==P,, (x) 
即 由 (4.3) 式 得 

P. (x) = P, (x) + Pr G Xi) (х- X0) + 

+ P. (х0, Xm) (X Хо) (X— X... 1) 


= Y P, (xu Xi X.) (X— xo) (хх) 


тс 


С 5.14 > 
其 中 令 x~x-:=1. 将 上 式 代入 (5.11) 式 , 便 得 满足 插值 条 件 ， 
H(x,)= y (1= 0,1,5") 
H’) = y' { G=0,1,": m) 
ВОЗЕ ОКНЕ 7020, 


此 时 ，(5.11) 式 是 牛顿 形式 的 。 
如 果 特 (5.11 ) 式 中 加 (x). P, (xz) 换 成 拉 格 裔 日 插值 多 项 式 
了 (xzx)、Lnfx) 时 ， 则 (5.11》 可 改写 成 


Нбх) = L, (x) + P, (x)@ (x) (5.11)1 
其 中 
Pa (x) = Y OPa C) 
Р.б) = 2000), 4= 0,1s mm 
当然 ， 我 们 也 可 以 把 它 改 号 成 完全 拉 格 朗 晶 形式 ， 
Н(х) = yu, (х)у + УЕ, (х)у', ( 5.15) 
其 中 
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h (х) = (х—х;)1„; (xYU, CX) (5.16) 


с-а, (Ki) +V (Ki) CX— xX) UL, (х); Оо) 
| i=0,], ,т 
hi (a) = СЕ (5.17) 
1,; (XX) 一 一 一 一 I=m+1,: B 
On CX;) 


@ , (x) 
Е (х- х;)®'„ (Xi) (5.18) 


Е ®„ (х) 
е уе 


ә, (X) = (х-- х.) (X-X) e (X-X) 
On (X) = (X — Xo) (X — х): (X — Xn) 
例 7 已 知 函 数 j(x) 的 函数 表 
x | Xo Xi 


y Уә YL 
3” | y, y, 


求 其 爱 尔 米 特 捅 值 多 项 式 吾 (x) ， 使 它 满足 条 件 
Н(хо) = уо, НО) = y: 
H’ (ху =y', Н Оц) = y, 
Ж 因为 n=m=1， 所 以 ， 由 (5,11) 式 ， 得 
HOX) = fi(X) + pi (x) (x — xo) (X— x) 
其 中 Лб) = (хо) + }(%,ху) (X — Xo) 
pi (X) = pi (X0) + pi (Xe, X32 (X — х0) 


P(x) — руб) 


Х.Х) = 
pi (X, X1) x= Xë 


-VhT хох) 


_]0%ә,х) — Уо 
р(х) = 一 一 :一 一 ， р(х) х2 х, 


хі те хә 
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或 整理 成 如 下 形式 : 


HOO = J (xo) + 了 (xoyXI)(X 一 Xo) + 
4 s =й. 


X — Хо 


a Vit yu foa) ( n хо) 


(x -~ Y . 
1 у= Xo) ху) (5.19) 
也 可 以 按 (5,.15) 式 求 昌 (x) ,为 此 先 确 定 以 下 事实 
а(х) = (x — хо) (X— xı) 
O: (X) = Xo 一 X19 Q, (X1) = X1 Хо 
l. o (x) тылы. asi (x) = че ыл 
Xor x 


Kl— Хо 
Vaol) = 1 9 1= 0,1 
Хо 一 Xl 
1 М 
P, (xi) = a i=0,1 


代入 п, (х) А, (x) 中 ， 得 


— 2 
поо = (1+ 2 之 = )( Z° =) 


h (x) = (1 + 22 ү (т ) 


— Хо 


ho (X) = (x — xo) (= - J 


Ху — хо 


Жою) = (x- x) (2 2. 
将 上 述 结果 代入 (5 


Xi Хо 


.15) 式 ， 得 


H(x) = (1 + 2 一 一 a (E yv- 
+ (1+ 2 


人 
= хо 
190 


+@ -хо(#=® yy, C 5.20) 


《一 ) 爱 尔 米 特 插值 会 项 


它 的 推导 完全 与 以 前 相同 。 我 们 仅 举 例 说 明之 。 
例 8 求 例 6 的 播 值 余 项 ， 
R(H.x) = f(x) — H (x) 
由 条 和 件 (5.2) 知 ，R(H,Xo) =R(H,x,) =0, 及 
К'(Н,хо) = 0 
从 而 ， 可 设 
R(H,x) = K (x) (x — xi) 2 (x — x) (5.21) 
ЖКО) ТТЕ РӘТ. 
为 确定 应 数 K(x)， 引入 辅助 函数 
QC) =F) — НА) — K(x) (t — xo)? (£ - xi) 
由 条 件 (5.2) 及 (5.21) 知 ，Q(t) 有 四 个 零点 :x ха хо, ЊВ 
X0 为 二 重 零点 ,利用 罗 尔 定理 ， 推 得 8”” GO fE %,ху Z x Br t 
含 区 间 内 至 少 有 一 个 零点 。 设 此 零点 为 ， 则 
О) EP E) — K(x) *31 =0 


Вр 
_ (ë) 
K(x) se 
将 上 式 代 入 (5,21) 得 
АКН, х) = f” Aa- xo)? (х ху) ( 5.21), 
一 般 情 况 的 余 项 为 
| _ 105 txt) (Е ) 
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其 中 E Exo, Xis, Xn 及 Xx* 所 确定 的 区 间 Га, bJ 内 ， B. 假 定 
f(D 在 ca,b) 上 有 m+n+2 阶 导数 存在 。 


5) 题 4.5 


的 播 值 多 项 式 及 余 项 。 
2 求证 满足 条 件 

x | x; X; +: 

y X: yy1+l 

y m; Mizi; 


的 插值 多 项 式 为 
5,(х) = т, u Ts Ge xi - 
“m ТЕЕ а. 


! 


Œp 028260 xi) +R D 
і hš ag 


(x; — x)? C2 (Xizi —x)- h;3Ü 
: 3 


! 


ту 
ыйы; t 5,23) 


其 中 ， R; = Хуу —Xja 


з RERI 
x. 2 
| 2 3 
| 1 一 1 
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的 爱 尔 米 特 插值 多 项 式 ， 
4 利用 埃 尔 米 特 揪 值 法 ， 计 算 函 数 近 似 值 ， 若 已 知 
sin0° =0.000， cos0° =1.000 
sin30° = 0,500, cos30° = 0, 866 
试 计算 sin15" 之 近似 值 。 
5 求证 满足 条 件 


x | X; X;+1 


y Yi Ууж: 
у” М; Mir: 
НОЗ ЖР — Н BB Н 38 18 £ 15050) 
$, (ху = м, Kt) р 
S; (x) = M; TEPE T +M, TORRET 
_ Mi (X; — X) X; , — X 
+ (>, 6 ) + 
+ (>, = Маа x 2-) 光一 区 
i X; +í “= X; 
С 5.24) 


б 求 题 2、 题 5 的 爱 尔 米 特 一 一 牛顿 插值 多 项 式 ， 
7 ” 求 在 (5,9) 通 数 表 中 mw =n 时 ， 爱 尔 米 特 插值 多 项 式 及 


з вяжа 
х | X X Xz 
у | > у; 
y, y, 


求 一 个 二 次 描 人 函数 责 (x) ， 使 其 满足 条 人 性 
Н (х) = yo, H” (xi) = y!, , H (x;) = Ууз 
其 中 各 二 XX。 
з сж 
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ур я 
x | у, 
y” | у", 


求 一 个 二 次 爱 尔 米 特 插 值 函数 (x)， 使 它 满足 条 件 
H (xo) - уо, H (x) =y',, Н" (ху) = y”, H (x; = у 
Haix, 


$6 三 次 样 条 插值 


前 面 已 经 讲 过 ， 通 过 平面 上 ?+ 1 个 不 同 的 已 知 点 X, Yi) 
《或 者 说 n+ 1 个 插值 条 件 》 能 作 一 条 光滑 的 次 代数 曲线 , 但 
当 点 很 多 时 ， 除 了 所 作 的 插值 多 项 式 的 次 数 高 , 计算 复杂 外 , 如 
从 逼近 程度 来 看 ， 当 Rn> 6 时, 就 不 够 理想 了 。( 见 禁书 学 习 指 导 ) 
因此 ， 人 人们 采用 分 
眉 低 次 插值 逼近 的 


办 法 去 克服 这 一 缺 | Ес 
ж. ТВАЕ кы. 
MERAIH 
插值 函数 ， 也 就 是 
JHI 3: 28 И уа лж уу 
线 ， 或 者 用 分 段 抛 

ӨЕ идо y 


被 插值 函数 ， 也 就 | ая 
是 用 分 段 二 次 曲线 Rs 
去 替代 原 曲 线 (m | 1 
图 4.6, 图 4.7)， к, | 

А з Жш шады K ш 
ШЫЛД. m | 
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Ham. BR, РАА, АИК, НИ ЕЕ 
НЕЈТ ЙЕНЕ, 但 所 得 播 值 曲线 在 节点 上 仅 保 证 连续 ， 并 不 再 是 
Жї. 
MA, ТЕЛЕЕ, ЖЕЛЕК, HIRREN, MARAR 
要 在 曲线 的 连接 处 比较 光 漠 ， 即 所 作 分 段 插值 函数 在 分 段 上 要 
RETAKE, MEJA COO 上 不 仅 连 续 ， 还 存在 连续 
低 阶 导数 .把 满足 这 样 条 人 忻 的 播 值 函 数 ， 称 为 衬 委 插值 了 务 数 ， 
它 所 对 应 的 曲线 称 为 样 条 曲线 ， 其 节点 称 为 祥 点 ， 把 这 种 插值 
法 称 为 样 条 插值 . 

本 节 仅 讨论 存在 连续 一 和 院 、 二 阶 导 数 的 梯 条 插值 苑 数 ， 具 
体 提 法 如 下 ; 

кае b) E Hi Ер 


W Xo X. e X, 


y у» Ж + y (6.0) 


тп 


то m n 


RH ВИА 50), EEEL ERER 20 07 
式 : И 
5,(х) = Ах В,х+С,х+р, (6,1) 


ҢҢ аа 0,1, = 一 上 
并 且 它 满足 如 下 条 件 : 
1) 在 样 点 上 ， 邢 数值 与 已 给 函数 值 相 等 ， 即 
S(x;)= y, ј= 0 1 2 ft (6.2) 
2) 在 内 样 点 〔 除 xo,x, 外 〉 上 有 直到 二 阶 的 连续 导数 ， 
BI 
S: (x iy= 5, (x;) (6.3) 
S'i i (x) =5',(х,) (6.4) 
S”; (x;) = S” (xí) (6.5) 


其 中 7=1 2 一 1 
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3) ЖЖ Е, За ус ВАНА, BD 
S’ (хо) = то, 8 (х,) =m, (6.6) 

把 满足 条 件 (6,2 一 6.6) 的 S(x} 称 为 1(x) 的 端点 斜率 已 知 的 
三 次 样 条 函数 ， 它 所 对 应 的 曲线 称 为 三 次 样 条 曲线 。 把 此 类 插 
值 称 带 端 点 斜率 的 三 次 插值 ， 

如 何 求 SCxz) т 按 通 常 办 法 是 列 出 4n 个 线性 方程 组 ， 解 
Zs MERMA, B;,C; Dji, AMIRE RER KHAS) 。 

但 是 ， 解 4n 个 线性 方程 组 的 工作 景 太 大 。 现在 我 们 利用 爱 
尔 米 特 揪 值 来 求 S(x) ， 可 以 减少 很 多 工作 量 ， 

假设 在 区 间 Ca, 83 上 三 次 样 条 函数 $S(00) 存在 .再 设 S(x) 在 内 . 
ЁЁ Жїх,(]=1,2,++ n - 118 SP 3 183m ， 即 S (х) = ту, 则 
#ECx,,x; ESRAS, (х), ， 是 满足 条 件 | 


х X; X;+1 


У У; Viti (6,6)1 


РА 
y f; рал 


的 爱 尔 米 特 揪 值 多 项 式 ， 由 习题 4,5 第 2 题 得 
S anp лес со сте. 


一 入 .2 = 
+y, X;) — х) +h;l 


i 


y 312 А сш Ра х.) +в, (6.7) 


其 中 һр=х,,-ху,}= 0,1, 一。 

但 是 ， 实 际 上 ，rPii= 1,2,… on- DERMA. 因此 ， 必 
须 求 出 mr;， 才能 由 (6.7) № Е S; (x) , 从 而 求 得 SCx) 。 为 了 
Ет, ПН, ЗНАЕ 

59,0061) 256,00); Sai pra E 
ЖЕШ. 为 此 ， 对 S, (xz) 求 两 次 导数 得 
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S", (0) = Mi (3х- 2x;, х) + 
Ат +1 


h: (3х- Xi+t1— 2X.) + 


+ 


+ сага VI) (рь +; —2 (6,8) 
; | 


[в] Ж! 
S” p- (x) = FH (3х 2x; — Xi— 1 ) 十 
27; 
++ (3x— хр-2х;-.) + 
Ку + х. 1- 2х) (6.9) 
hkj- 1 
令 х=х,, 代入 (6.8), (6.9), {ХА (6.5), ## 
2m;_, 4m. -6 y; Y =i 
hi "hi, + hi 
_ —4m; _2ту;+у Уғ+1 — Yi 
Ела t S s 
其 中 j=1,2,. sn—1。 把 上 式 整 理 成 为 
Wi;—1 1 i Mjiti 
h;i +2 Бу ram - hk 
= Уржа Уз, Yi 1-1) 
-3{ и ТА, 
` hihi =; Y 
以 和 RELELAR M. BIAS 
1—1 i 
h- 1 
Чы irar h; 


В; =“ e (y; 一 y;-.4) + k O ya = yD] 


ў = 1,2,:-,0-1 С 6,107 
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-一 -一 一 一 -一 一 、 


又 可 简化 成 如 下 形式 ， 
《1 一 Ci -121i +8 Mis = 月 )， (6.11) 
j=1,2,-- n-1 

它 是 含有 n 一 1 个 未 知 数 mj(i= 1,2,… ,nn 一 1) 的 n 一 1 个 线性 
方程 组 ， 此 方程 组 的 系数 阵 为 行 强 对 和 骨 占 优 的 三 对 角 隆 ， 可 用 
追 赴 法 解 之 ， 得 rm;， 再 代入 (6.7)， 就 得 所 要 求 的 三 次 样 条 了 
数 S(x) ， 

例 9 УС) Кува 


x | 0 1 2 З 
Jo)] 0 2 3 6 
F (x) | 1 0 


求 在 50,3J) 上 的 三 次 样 条 插值 函数 ， 
解 此 时 ，n=3，Rhi =T1， 代 入 (6.10) 计 算出 
a= 4, 1=1,2 


В: = 3 (олу? + 5-02-00) Е > 


В = 21 
代入 (6.11) 且 注意 то=1,тз= 0, 18 
; 1 1 _ 9 
|; +?т+ > M= -y 
(im t2m, + 1х0 =21 
66 ГАИ 
整理 成 为 
2mi+ yma = 4 
В: т + 2HT2 21 
2 
解 得 
9 
mi = 一 3， та= 2 
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对 (6.7) 式 ， 令 = 0, HRA 
у(х) = 0, y(xi) =2, Хо= 0, x(=1 


2 
及 т=1, m=- 


3 
得 | 
5,00 =1X 0% 站 -区 和 2 -(- х0 2. 


+0+2х®-— 0420 22 х) + 12 
x 


= 可 (3+14x- 11x2 ) xe(0,12 


FEH, &j=1,)=2, 由 (6.7) 求 得 Si(x) ， $;(х), 把 它们 写成 如 
ТЛЕ: 


= -11x +14x+ 3) xe(0,12 
S(x) = +. (2449 – 91x? + 108x— 35) xe(1,23 
1 


2-0 — 469 + 32932 — 732x + 525) xe[2 ,33 


即 为 满足 已 各 引 数 表 的 三 次 样 条 播 值 函 数 。 
如 果 用 样 条 播 值 函数 计算 函数 值 f(o) 时 ， 只 要 判定 插值 点 
a 的 记 在 区 间 ， 把 它 代 入 该 区 间 所 对 应 的 爱 尔 米 特 插值 多 项 式 
S, (Xx) 中， 人 (a). BB 
jla) >=5(а) = S; (а) 
HH j RR aM EREC, sx A F 555. ; 
注意 ， 由 于 (6.6》 的 条 性 不 同 ，《 一 般 称 此 条 件 为 边界 条 
件 ) ， 而 其 它 的 要 求 不 变 时 ， 所 得 的 样 条 函数 也 是 不 同 的 。 例 
如 已 知 函 数 表 (6.0) 中 将 端点 已 知 斜 率 ， 换 成 已 知 端点 曲率 ， 
у” (хө) = Mo, 5”(x,) = M, 
而 其 它 条 件 不 变 时 , 则 我 们 可 以 利用 习题 4.5 第 5 题 的 3 GO 
作为 分 段 多 项 式 ， 再 利用 (6,4) 式 ， 导 出 关于 М,(}=1,2,—}, 
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n- Din- 1 个 方程 的 线性 方程 组 , 解 此 方程 组 ， 将 解 Mi， 代 入 
Si (x) 中 ， 最 后 得 已 知 曲率 边界 的 三 次 样 条 函数 S (x) 。 具体 
推导 由 读者 完成 。 

最 后 ， 还 应 指出 ， 样 条 函数 不 一 定 必 须 是 逐 段 为 三 次 多 项 
式 ， 可 以 根据 实际 需要 ，、 确 定 每 段 的 次 数 ， 晶 可 以 是 不 相同 
的 ， 这 也 反映 出 样 条 播 值 的 灵活 性 ， 故 ， 目 前 被 广泛 地 应 用 于 
工程 计算 中 . 

其 误差 估计 见 李 后 生 、 黄 友 谦 编 *《 数 信 帝 近 》 第 137 页 。 


2) 题 4.6 
т сл 
х | 1 2 3 
yi 2 4 12 ~ 
y’ 1 —1 
ЖЕНЕР B= КАРА. 
2 已 知 国 数 表 
х! Хо XI +. х, 
у | yo У: TECI y, 
у” | Mo M 
求 其 已 知 曲 率 边 界 的 三 次 料 条 函数 。 
з ся 


х | 0 1 2 3 
> 0 2 3 16 
у? 0 6 


求 其 已 知 曲率 边界 的 三 次 样 条 函数 , 


' 人 民 教 育 出 版 社 ，1978 
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37 数值 微分 


在 微 积 分 中 ， 求 函数 的 导数 是 通过 极限 定义 去 完成 的 。 如 
果 已 知 其 解析 式 ， 则 按 求 导 法 则 去 做 即 可 . 但 当 需 数 以 函数 表 
形式 给 出 时 ， 又 要 求 它 的 导 函 数 或 某 点 的 导数 值 ， 就 不 能 用 定 
义 与 法 则 来 实现 之 ， 而 可 应 用 揪 值 法 ， 先 把 满足 函数 表 的 近似 
函数 求 出 ， 再 对 它 求 导 数 ， 把 此 导 函 数 就 作为 被 插值 函数 的 近 
BI H Ea РЕ Ж 
x | хо X — X, 
TO m ур у. 7 
作出 满足 条 件 
ya Xi) = y; (7.1) 
的 插值 多 项 式 y, (х). ШЙ 
f(x) = y, X) + R, (f, x) (7.2) 
对 上 式 求 导 ， 得 
]' (x) = y', (x) + К, (f.x) (7.3) 
> ]R' jx) :足够 小 时 ,就 可 以 把 7 . (x) 作 为 17 (x) ЛИЕ. 
BD, 34 х= хр, ЛА", С, хә, ШИНУ. (x ) 作 为 
f(x ) 的 近似 值 。 
求 其 K 阶 导数 和 的 近 似 ， 也 如 此 办 理 ， 即 


Кох) = yh x) + RE (ў, х) (7,4) 
HIRIG, x) | 足够 小 时 ， 就 认为 
fU (x) = О (x) (7.5) 


称 R，(f,x) 为 数值 微分 的 余 项 
在 本 节 仅 介绍 等 距 节 点 的 数值 微分 公式 ， 其 它 情况 ， 类 似 
可 以 求 之 。 - 
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设 节点 为 等 距 时 ， 步 长 为 h， 则 


X, = Xotih i=0, l, 2, ‘ee n. 
于 是 由 牛顿 前 播 公式 得 
f(x) = ў" (x) +R, (f,x) (7.6% 
其 中 Í. (х) = yo + tAyo + — ‘= =H Ay Yal 
+1071. ВА yo (7.7) 
' _ htigo) gE) 
R, (f.x) = nr1)! w(t) (7.8) 


olt) =t(t-1)e (t-n), х= Xx + th 
对 (7.6) 求 关于 x 的 导数 ， 香 


f (ху =f) + К’, (ў, х) (7.9) 
HIR., (f, x)] E W$ RF, SR ATU 
F£ (ху = [!„(х) (7.10) 
因为 | 
ај, (х) _ df, OO. dt _ 1 0], (к) 
dx dt dx h dt 
所 以 
f (x) -二 | Ay + 2t—1 Aty 3t St +Z Asy + 
h 2 
2t- 912+ 11t—3 
+ 2 Aty + е) (7.11) 
而 余 项 为 
h” дажа) 
R! (f,x) = ЕЕЕ" - (f (2)ос)) (7.12) 


0110 设 某 物 体 作 直线 运动 ， 测 得 时 j: Cb) 与 距离 
y= REX) ВЕЖЕ, 


i 0 1 2 3 4 5 
x | 0.00 0.01 0.02 0,03 0.04 0.05 ~ 
y, 0.000 1,519 6,031 13.397 23.396 35,721 


i 6 7 8 9 | 
7 6,06 0,07 0.08 0.09 | 
50,000 65,798 82,635 100.000 


求 当 x=0，0.01，0.02，0.03，0.04 时 的 肯 导 速度 ， 
解 ” 设 速度 记 为 U(t)， 则 先 求 其 近似 速度 函数 ， 然 后 ， 求 
它们 的 瞬时 速度 。 为 此 ， 先 作 差 分 表 | 


і | Xi | yi | Ay; | Aty; | АЗУ; | Дќу; 

0 | 0.00 0.000 | | 

1 0.01 1.519 1.519 : 

° | 0,02 6.031 4512 | 2.993 | 

3 | 0,03 13.397 7.366 | 2.854 | -0,139 

4 0.04 23,396 9.999 | 2.633 | -0,2%1 | —0,082 
5 0.05 35.721 | 12,325 | 2,326 -0,307 | -0.086 
6 0.06 50,000 | 14,279 | 1,954 | -0.372 | 一 0.065 
了 0.07 65.788 15,798 1,519 i - 0,435 - 0.063 
8 0.08 82.635 | 16,827 | 1.039 -0.480 | -0.045. 
9 0.09 |100.000 | 17.365 | 0.528 | -0.511 | 一 0.031 


Уп = 11, Щ(7.11){% 


h ua 
UG) = f, (D = L| Aya+ = А? yo+ 


2 一 
+ 3t 512 Дз yot 


бал EST š 
15 лу» | (7.13) 
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其 dxo=0 x=ht=0.01t, 
为 计算 C(0) 之 近似 值 ， 先 计算 t 18, 
5-0% 


і = 一 = = 
k S 


代入 (7.13)， 了 旦 代入 差分 值 ， 得 


1 1 1 
0 г ( 一 — В +. _ Я 
U(0)= (1.519 + (2.993) +-„( ~ 0,139) 


- 1, > 0.082) ) = — 0.33 3 / #b: 


同 理 可 求 出 UC0,01)… 的 近似 值 ， 把 它们 与 准确 位 一 起 列 在 下 
表 : 
| 0 0,01 0.02 0.03 0.01 


20.33 303.28 596.34 872.78 1121.4 


х; 
u7 
U; 0.00 303.08 596.98 872,56 1121,9 


Rob U, 是 由 已 知 的 路 程 方程 


y= 100(1 一 cos_ 0xzx _ (7,14) 
9 
的 速度 
тт _dy_500r_. 50лх 
U = = = :—_—— 一 一 
a 9 sin 9 


ТЕ! 的 值 ， 已 知 函数 表 是 由 (7.14) 给 出 的 ， 从 上 下 看 出 误差 
TAKK. 

值得 注意 的 是 ， 实 际 上 经 常用 的 是 在 节点 上 上 的 数值 微分 公 
x. 

W t=}, Юп = 1, П] (7,9) 

ро = у О у) + EJE) (7.15) 

当然 ，t 与 可 以 到 其 它 值 ， 就 会 得 到 相应 的 微分 公式 ， 

我 们 仅 列 以 后 要 用 的 微分 公式 ， 
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ha 


P Ga) = (у-у) -E pa (g) (7,16) 
2k 6 ш 


ў ба) = 5 (o= 2y + уд ~ В ft (#) (7,17) 


ЖЕ. ШИЕ В £a kf, GO We 9k f(x), 而 了 ,Cx) 
ER- ERAF G), 另外， 缩小 步 长 也 不 一 定 达 到 提高 
精度 的 目的 。 因此， 在 用 插值 法 作 数 值 和 被 分 时 ， 要 注意 误差 分 
Ër. 


>J 题 4.7 
1 试 推导 数值 微分 公式 


POD = з. Sht 4h id + О) Оо) 


H#rRh= x; 一 Xi。 
2 试 推导 数值 微分 公式 
F (xa) = 未 (- llfo + 18fi—- 9; + 2f3) — H ru 


(xa <£ — xa) 
其 中 hBh=x;,. Xi. 
з ёш 
x; | 1.0 15 2,0 2.5 
у: [8.00 13.75 21.00 29.75 
Жу’ (1) 近似 值 ， 
а Ета | 
хх | 9.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


ee 


y; y: | °. 20134 0.41075 0.63665 0.88811 1.17520 
RODZA. 
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$8 最 小 二 乘法 


在 前 节 中 所 介绍 的 表 近 方式 是 插值 遇 近 :所 构造 的 y= 了 (X) 
近似 函数 了 , (x)， 在 节点 x; 上 ， 必 须 满 是 条 件 j, (x;) = у. 
也 就 是 所 作 的 曲线 必须 通过 已 知 点 (x;，y;)。 可 是 让 科学 实 
验 中 ， 所 给 出 的 数据 经 常 有 观测 误差 。 因 此 ， 如 果 要 使 所 求 曲 
线 通 过 记 有 点 (x;,y;)， 那 么 ， 一 方面 这 条 曲线 还 继续 保留 着 
一 切 观 测 误 差 ， 另 一 方面 ， 由 于 观测 数据 较 多 ， 这 样 的 插值 多 
项 式 的 次 数 也 必定 很 高 ， 这 就 带 来 很 大 不 方便 ， 且 也 不 实用 ， 
见 图 4.8 ” 所 以 ， 
在 实际 上 ， 只 要 找 
到 一 条 曲线 ， 是 能 


反映 给 定数 据 的 一 -二 -sw T wass B= t 0) 
般 趋 势 ， 又 不 出 现 ! | go 

局 部 较 大 地 波动 即 HE ЕЕ š: 
可 . 此 种 逼近 方 к ж. 

式 ， 只 要 所 构造 的 图 4.8 


近似 函数 y(x) 与 被 垦 近 的 函数 jx) 在 区 间 Ca,b] 上 的 偏差 满足 
某 种 要 求 就 行 了 。 比 如 ， 要 求 偏差 的 平方 和 为 报 小 ， 就 是 一 种 
衡量 偏差 和 的 方式 或 帝 近 方式 .把 这 种 台 近 方式 称 为 最 小 平方 豆 
iE. 

如 果 被 逼近 的 函数 ， 以 函数 表 形 式 给 出 时 ， 景 小 平方 通 近 
又 称 为 最 小 一 乘法 . 

所 谓 最 小 二 柔 法 就 是 ， 设 1(x) 在 Ca,b] 上 有 函数 类 


X | Xo XI Xp 


(8.0) 
У YY yi — Ya 


其 中 у,=}(х) Gi=0,1, 0 有 求 一 个 m(<n) 次 多 项 式 
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Ea (X) = as + GX + +: + a, X” (8.1) 
HE peu, = Es lX; ) = yi (i = 0,1,--- н) 的 平方 和 
Y (g. (x) y] = plao aip yan) (8,2) 


到 最 小 值 的 方法 。 
为 了 说 明 方 使 ， 下 面 对 =2 的 情形 讨论 之 。 此 时 偏差 和 
у и 一 У сва, у-у)? 


= L Can + AX; + арх? — y 32 

= p(Go,ai,a;) 
BR, plao, m,a) 六 0 要求 使 p(aoyalyaz)? 达 到 极 小 的 极 值 点 ， 
由 数学 分 析 知 道 ， 必 有 


0 @ 
оф _ Оф... P- 
Зао Oa б да 9 
也 就 是 
59. > ааа + ахї –у;) = 0 
іт 0 
д 
езу, (go +t а.х; + 025 - у) = 0 (8,3) 
32- 27а (в ax, +а;х у) = 0 


JEAN ET E ER: 


(и + Data), +az y; xi = =X, 


i= 0 


ух, Р. ках рэ, (8.3), 


= Ü 


i«i inp 


as a tay s +ау at= аР. 
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лја 
S, = уай, fx = У», x$ (8.4) 
(8.3), 又 能 写成 这 样 的 形式 ， 


5000 + Siai + 5,02 = fo | 
Sido + S261 + S302 = fi (8.3); 
5200 + 85301 + 5:02 = }» 
ШВА ЖОЖ БЕЛКА ЖИН B ZE xF f št JO ERA. MAFRA 
Ж ИЕ 77828, 
ERRAT, CA OECD ЕЙ 38.0), MA 
小 二 乘法 求 其 近似 多 项 式 g* (x) 的 步 又 如 下 ， 
C1) 对 确定 的 m, Ж (8.4) 计算 3m +2 ARRE Sr 
(k= 0,1,2,--,2m)Kfh] (k= 0,1,2,- m), 
C2) 列 出 m+1 阶 正规 方程 组 


Y Sk. ai = f. (k=0,1,2,-" ,1) (8.5) 


(3) 解 正规 方程 组 得 cj = 0,1,2,: m), &A(8.1), 
便 求 出 离散 的 最 小 平方 逼近 多 项 式 g, GO) 。 

现在 的 问题 是 ， 正 规 方程 组 是 否 可 解 ， 落 可 解 ， 则 该 解 是 
否 是 w(ao,ab s G.) 的 最 小 点 ? 向 答 是 肯定 的 ， 下 面 我 们 来 证 
HE. 

定理 ”正规 方程 组 的 解 存在 且 叭 一， 而 且 其 解 就 是 使 
ф(ао,а,+е,а„) 达到 最 小 的 极 值 点 。 

ШЕЯ 只 要 证 明 方 程 组 的 系数 行列 式 不 筹 于 零 就 行 了 . 用 
反 证 法 。 假定 其 系数 行列 式 等 于 零 ， 则 对 应 于 (8.5) 的 齐 次 方 
程 组 


У Sia; = 0 (к= 0, 1,2, , т) (8,67 
ВАЕ. ОТН k THARA ак, RERNA H 
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k AR], ШИ 


EE Dfa [Ea] 
(5а) (е) 


= У (а “у = У (ва). 


Н а, (х) =0(1= 0,1, ,n), ип (<п) КЕ, (х) Ву 
AEA TE рт, MAg (х) GEAZ, а= a1=… =a, 3% 
与 假设 矛 技 ， 所 以 方程 组 (8.6) 只 有 零 解 ， 即 它 的 系数 行列 式 
不 等 于 堆 、 从 而 (8.5) 的 解 存 在 县 唯 一 。 
其 次 证 明正 规 方程 组 的 解 使 p (ао, aq1;…a}) 到 最 小 什 . 
假设 
F(x) = дых! (8.7) 


是 不 同 于 g(x) 的 任意 次 多 项 式 ， 则 
6= YT (FG) yi) = Sen (x) – y; 2 
= МР} УР) y, + УЛУ! 
~ Ув (Xi)} ?+ 278" (Xi) yi 一 Eyi 
合并 同类 项 且 配 方 得 . 
6 = У (вх) = g0) }? 


+2) (CF(x,) — в. Cx) I X (gxi) — y )) 
¿= 


而 右 端 第 二 项 为 
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— r 


X (b, -X {в„(х;) — у. )х^ 
由 (8.3) 知 ， 此 项 为 零 ， 于 是 
ë= 5 (ғо) -&«(®;) 2220 
Вр 
У (PG, ) - y, р>} {a 


í =0 


ЖАПЕ т К 5 ЧС. Ж ОО МЕТКЕ 
11206.00) Б JOO 的 偏差 平方 和 ， 
即 冤 项 式 g(x) 使 p(ao a, … э а.) u. 证 完 。 
例 1] 有 一 滑轮 组 ， 要 举 起 多 公斤 的 重 物 需 要 用 王公 斤 的 
力 ， 实 验 所 得 的 数据 ， 如 下 表 ， 
WAF) 20 40 60 80 10 
FA) 4.35 7.55 10.40 13.80 16,80 - 
求 适 合 上 述 关系 的 近似 公式 。 
и ”首先 ， 将 这 些 数 画 在 直角 坐标 系 中 ， 从 图 形 上 看 大 致 
是 一 茶 下 线 ， 故 设 
gi (x) = ao + a,x 


ЕН JN Ж: Ев! (х) . 此 时 ， n= 4, m= 1, 1 ( 8. 4) 先 计算 
So= Ух? =5， = Уу; = 52.90 


4 


4 
Si= У\х,=300, fi= Yly,x, = 3797 
t 2 ; -D 


4 
S,= $x? = 22000 


得 正规 方程 组 
人 : 52,90 
300ао + 220000; = 3797 
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求解 得 
247 623 


a= =, = 一 一 < 


200” 4000 
因此 所 求 的 近世 公式 为 
gi G) = ОТЕ + ЖЕКЕ 
由 已 知 数 据 用 最 小 二 乘法 求 近似 曲线 的 方法 又 称 为 曲线 所 
合 。 把 所 求 曲 线 的 方程 称 为 经 验 公式 .由 于 近似 曲 级 类 型 很 多 ， 
我 们 仅 以 里 函 数 曲 线 作为 经 验 公式 的 项 线 拟 合 为 例 ， 介 绍 其 求 


设 已 知 函 数 表 
t | f hoe t, 
Q | Q 0: А Q. 0 


试 求 其 毛 对 应 的 经 验 公式 《或 称 数学 模型 ) 。 
首先 按 函 数 表 作 其 直角 坐标 系 的 图 象 ， 经 判别 ， 它 是 属于 
ЖЕРЕ ЖОШ Җ 


Q= qat” (8.9) 

的 类 型 曲线 ， 
其 次 ， 对 (8.9) 两 边 取 以 a 为 诬 的 对 数 *， 得 

log,Q = iog.q + plog t (8.9), 
引入 记号 

y=log,Q, dr=10g.qd, G= p, X=10g,t (8.10) 
则 (8。9) 可 写成 

у= + ax (8.11) 


于 是 ， 把 求 曲线 方程 @ = qt' 变 成 求 直 线 方程 y= co+ ох, ЙИҢ 
直线 方程 ， 可 按 函 数 表 


x | Ха Ху eX 


一 一 一 (8,8), 
y | Уо yi * Ya 


° — #831, а=ерй10„ 


其 中 
yi=logsQ;, х, = togoti 
求 其 线性 最 小 平方 逼近 多 项 式 得 到 。 
最 后 ， 和 将 得 到 的 直线 方程 ， 变 为 (8.9) 形 式 ， 即 是 所 求 函 
数 表 (8.8) 的 经 验 公 式 ， 
例 12 аш 
t | 2.2 2.7 3.5 4.1 
Q} 65 60 53 50 


试 求 其 所 对 应 的 经 验 公式 ， 
解 ”首先 按 通 数 表 作 其 图 象 ， 知 是 宕 函 数 曲 线 . 因此， 我 
们 按 上 述 办 法 ， 来 求 此 经 验 公式 ， 
设 >=Ig&8，x= lgl， 得 新 函数 表 
х | 053424 0,4314 0,5441 0,6128 
су | 1,8129 1.7782 1.7243 1.6999 


Й], у= ao+ ах, ЖЕ, п= 3, m=1, 其 中 ао = 189, а = р, 
H (8,4) 求 出 


3 
5о= ух = 4 
гт 0 
3 3 
Si1= 3 x; =1.9307, fo= Yly;=7.0141 
imọ imQ 


3 5 
S;= X xt=0,.9748, fi= Ylxiy, = 3.3671 
i= 0 


代入 (8.5) 得 正规 方程 组 
和 1.9307a. =7.0144 
1.9307c0 + 0.9748a, = 3,3671 
ЖЁН — s= 1.963, а= -0.434, ,所 以 g9=91.9 ,p= 一 434。 
从 而 得 ”8 = 91,9170, 
还 应 指出 ， 最 小 二 乘法 的 原理 应 用 很 广泛 ， 比 如 用 于 解 了 矛 
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i= 0 


а 5 3828. 
#13 求 矛盾 方程 组 
(x+y=3.0 
! 2x— y=0.2 
x+3y=7.0 
Зх+у=5,0 


因为 无 论 x y 取 什么 值 ， 总 不 能 使 以 上 每 个 方程 都 便 等 。 
那么 ， 设 第 宇 个 方程 出 现 的 偏差 记 为 &;。 于 是 (8.11)1 改 写成 
t= x+ y-— 3,0 
из=2х-у—0,2 
из= X+ 3y—7.0 
u= 3х+у- 5,0 
mas ажо ЛМ x 、y РЕНА ТИ. 
为 此 ， 设 偏差 平方 和 为 g(x%, у), W 


pixy) = Ju? = (x+y-3,024+ (2х- y- 0.2)2+ 
iei š 


(8.11); 


+ (x+ 3y—7,0)7+ (Зх+ у— 5,0)2 
要 使 p(X%, 分 为 最 小 。 由 数学 分 析 知 ， 只 要 使 


9Ф —9(15х+Бу-25.4)=0 
Ох 


дф _ _ = 
Оу = 2(5x+12y- 28,8) = 0 


解 方程 组 
мы Бу= 25.4 
эх+12у=28,„8 
得 到 了 矛盾 方程 组 的 解 为 
х-= 1.037, y=1,9688 
读者 注意 ，(8,12) 与 (8,11) 之 间 的 系数 .常数 项 之 间 有 什 
АХЖ? 读者 自己 讨论 之 。 


(8.12) 
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习 7.8 
1 已 知 试验 数据 
x | 0 1 2 3 5 
у | 13 19 3.1 3.9 4. 959 


АНЕ ЛХ ЕЕ ЖЕ Юр (х) = ax + ао, 
2 ЖЕМИШ, Шу 依赖 手 温 度 8"”C 的 试验 


数据 如 下 : 
Q | 1 2 3 4 
y | 08 15 1.8 2.0 
而 且 已 知 经 验 公式 是 


g(x) = aQ + bQ? 
试用 最 小 二 乘法 求 出 a b. 
3 测量 一 个 长 度 , Et n 次 时 , 得 到 于 个 数值 Xis хха, 
我 们 通常 取 它 信 的 平均 值 


x= 二 (x +Xy+ `" +X.) 


作为 所 求 的 长 度 值 ， 为 什么 ? 
4 设 一 发 射 源 的 发 射 强度 的 公式 为 
l=" 
而 其 中 工 与 上 是 由 下 列 试验 数据 
t | 0.2 0.3 0,4 05 0,6 07 0,8 
T| SS a 1.73 i34 1,00 0.4 056 


确定 。 求 fo 及 ea、 

5 Жї ЛЕН 
ху—15,5=0 
х2-6.1= 0 
Xi+ x; — 20,9= 0 
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.的 解 。 


$9 正 交 多 项 式 


为 了 讨论 连续 情况 的 平方 逼近 .在 本 节 介 绍 正 交 多 项 式 的 
概念 及 两 个 常用 的 正 交 多 项 式 ， 


(一 ) — ЖЖ & 
定义 1 设 了 (x)，g(x) 为 两 个 非 零 多 项 式 ，p(x) 为 在 
Са, bJ 上 不 恒 为 零 的 非 负 连续 通 数 ， 如 果 它 们 满足 下 王 和 条件 
(f(x), ,g(x)) = 0 
Шо) Бах) ТЕ Са, bY 上 是 带 权 正 交 的 ， 其 中 
(fO), BAD = | pT gO de 
Hip(x) ЖУ А, 
定义 2 设 {фа (х) }06= 0,1,2, .-:) 为 多 项 式 序列 ， 其 中 
px tx) 为 天 次 多 项 式 ， 如 果 它 们 满足 下 列 条 件 


0 jæk | 
CH тЫ ={ с (9.1) 
Е = 


则 称 {ex ©) } A Са, b) ЕБ р(х) 1Е ЗЕ ЗЛЕ. ф(х) 
为 在 Ka, bD ЕР р(х) КЖ, ЖКК ККЕ 5150. 
Bor (x) BJ H DM 38 3225 A ME 


с (0) = 200 
为 首 项 系数 为 1 的 K 次 带 权 pl x) 的 正 交 多 项 式 。 
再 设 


уе турт (х) 
k 


称 它 为 及 次 带 权 p(x) 的 标准 正 交 多 项 式 . 它们 相应 的 序列 
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{px (x) ), {фк (x)} 分 别 简称 为 首 项 系数 为 1 的 正 交 多 项 式 序 
列 及 标准 正 交 多 项 式 序 列 。 
正 交 多 项 式 序列 有 下 列 性 质 ， 
定理 1 ”任何 一 个 nn 次 多 项 式 f. (x) 都 可 用 正 交 多 项 式 组 
ф(х), ф(х), +, р. (х) ЖЩ: 
fa (х) = Copy (x) + С.ф (х) + +С, ф, (х) (9,2) 
其 中 ‚ 
с, = 2 СЕКЕТ боах= Esp) (9.3) 


k=0,1, e,n. 
证 明 对 式 (9.2) 两 端 乘 以 p(x) gr (х), ORA a F РЕД 
分 并 考虑 到 gi (x) 的 正 交 性 (9.1), И] 
i [oh Oop ах c, | ох) pe p G) ах 
= Со, 
AT0484809.3)uFE2 
定理 2 (р, OAE DER p(x ) 的 正 交 多 项 式 
序列 ， 则 任 一 低 于 #a 次 的 多 项 式 Q(x) 都 与 9。(x) IEE, 
证 明 只 要 证 
[родо боөк (х)ах=0 09,4) 
成 立 就 可 。 
由 定理 14 
Q(x) = Cigo (x) + Саф, (х) ++, +C, p. -, (х) 
对 上 式 两 端 乘 以 px), FRA a A bm, НЖЖ 
Ip. (х) } 的 正 交 性 ， 则 得 (9.4), 证 完 。 
定理 3 设 {qp, (x)} 是 首 项 系数 等 于 1 的 在 Са, КЎ 
pCX) 正 交 多 项 式 序 列 。 则 存在 常数 C,,C ,_ ,使 得 序列 中 相 邻 的 
三 项 有 下 肇 递 推 关系 
Puts (X) = (x— C,)p, (X) -Capa (X) (9.5) 
(=1 2 =) 
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其 中 


быж 0н) 2. e, = 0: ad 69.5), 
Сф, -1› Ф.-:) Pas Ф.) 


证 明 为 简明 起 见 ， 记 qe = px (0), р р(х), Н T xp, 
nt 1 次 多 项 式 ， 册 定理 1 知 ， 它 可 线性 表示 为 | 
XPa = Putri + С.ф, Cu- Pri +O,- + 


+ Cogo (A) 
以 ор 0, FPA a 到 b 的 积分 ， 则 有 
(хф, Pr) = C, (pr, Pr) (9.3), 


其 中 к= 0， 1, 2, h. 
меп 一 2 时 ，xqt 的 次 数 <<n 。 注 意 到 定理 2 ， 上 式 左 端 
X 
(хф. Pa) = (фа, хк) = 0 (KELIN) 
从 而 在 (9.3)， 中 必 有 Co=Ci=… =C. =0. 剩 下 的 ， 有 


С. = (хр, p.) (9.5); 
) 


Ci xp фа) (ш, Фа) 
(ris rt) (pi Ф+-—:) 
其 中 《读者 不 难 证 明 ) 
(хр, фи.) = (Pas X ф,—1) = (рф) 
CC BE, WC КАСА) И, НЕ ЕГА ИЕ, VE 
УЦ a 
定理 4 n W (n2>1)1E2 Лр. (х) (a, DAA пн. 
证 明 1° q:(x) 在 (a,b) 内 一 定 有 根 。 否则 w, (x) 在 (a,b) 
EPE, ANUSH 
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+ 4 
| рх) p GO х= [ “РУЛАТ. 


这 与 p,(x)、 фоб х) EXET. 

2° ф.(х) Са, bD GR E. 否则 若 xieras Б) p. (х) 的 
ZER, M) := p.(x)/(x— х) En- 2 次 多 项 式 , 由 定理 2, 
有 


o= (p(w) (d= | об х GA ар dx ` 


这 是 不 可 能 的 ， 因 右 端 之 0。 
3” ф„(х){Е(а,Ь)р Й п ЛН, BUAR p (х) Е Са, В] 
ВАЖКЕ Сп), xz әх. 
О(х) = (х-к): (х- х) 
P(x) =а(х)0(х) 
а(х) Са, НА, ЯЗУ, 所 以 


| pc%)0 x) pr одах [раско ах 


由 定理 2 ， 此 等 式 左 端 =0, BA 30, РЕ, 从 而 必 有 K и, 
证 完 。 
下 面 介绍 两 个 具体 的 正 交 多 项 式 序列 、 


(2) 切 比 雪夫 多 项 式 


在 三 角 学 里 大 家 知道 ，eosn 8 可 以 写成 cos 8 у п К 
的 形式 ， 
соѕиб = 2" lcos"*0+a,-, Cos" i08+ + 
+ 01С050 + ау (9.6) 
其 中 a;-,,…, oo 为 常数 ， 
令 cos9 = x, хєС — 1, 13, W) 0 =arccosx, 00, x? 于 是 上 式 
REES 
соѕ(лагссоѕх) = 2 "7 lx" -taa x" 1 +... +a (9.6), 


869.6), n KEMARA n КИШ ®Ж&#лЛИїзї, la BT. (xb, 
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Т,(х) = coS(RarccoSx) —1<х©1 (9.6); 
= соѕиб 0<9=<7т (9.6) 
T.(x) 有 下 列 重要 性 质 
(1) s еи C-L DE 
带 权 p(x)= 一 уи 正 交 多 项 式 序列 


事实 上 ， 只 要 验证 {T,《x)} 满足 定义 2 就 行 。 即 ， 令 
ф:(х) = 二 T(xX) 代 入 积分 (9,1) 得 


T ‚Т = : TT) dx 
(FT) ү er = 


引入 变量 替换 x= cos6, , 出 
(Т,Т,)= [соз cosk0d8 
0 j> k 
=; mx j=k=0 (9.7) 
л/2 ј= k==0 
и КИ 故 (T,(x)) 是 在 [【-1,1> 上 带 权 


去 的 正 交 多 项 式 序列 ， 


px) = = = 


(2 》{T,(x)} 必 具有 正 交 多 项 式 序 列 的 共性 : 
1° 任何 已 知 n 次 多 项 式 f. (х) 都 可 用 
T (x), Ti(x), s, Tr(%) 
RIER. Bp 
falx) = CoTo(x) +C: Tii) +++ +C. T , (x) ‹9,8) 


其 中 
al 1f fa (х)Те(х)_ dx 
"sui 
„ый uE oota 
C=? | EE dx kst, 0) 
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———— ЕЕ ЕЕ СИРИН 


显然 ， 它 可 由 定理 1 直接 推 得 。 
2° T,《%) 与 任 一 低 于 4 次 多 项 式 Q(x) 60-1, DEPAR 


1 
б(х) = r r E B) . 


此 性 质 也 是 显然 成 立 的 。 
3° 相 邻 的 三 个 切 比 雪夫 多 项 式 有 如 下 递 推 关系 式 
T,+ i(x)=2xXxT,(x)—T,- (X> (1=1,2,-.) (9,9) 
其 中 To(x)=1, T,(x)=x. 
上 上 式 可 由 定理 3 推出 ,我 们 这 里 介绍 更 简单 的 推导 办 法 如 
下 注意 (9.6)3 


Tari X) tTa- = со5(и + 1)80+со8(и—1)0 


= 2cosn0cos0 
= 2T,(x)*x 
从 而 得 (9.9)。 
利用 《9.9)? 可 以 依次 写 出 各 次 的 切 比 蛋 夫 多 项 式 , THER 
们 仅 列 出 前 5 次 切 比 雪夫 多 项 式 : 
| То(х) =1 
T (x) = х 
T;( x) = 2x?2 — 1 9,10) 
Тз(х) = 4% ~ 3х 
Тах) = 854 — 8х? +] 
Ts(x) =16х — 20ҳ + 5х 
友之， 利用 (9.10)， 而 不 由 (9.8)， 马 上 可 推 井 (xt) 可 用 
(T, (x)} 线 性 表 出 的 关系 式 ， 
xt=1=To 


x= Ty 
2a -L 


x? = Ee ЗТ: + Тз) 
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x< = Р (3To + 4T2+ Ти) 


= (10T: + 5T3 + Ts) 


4° T CODEC- 1,18 n ERR, HRA 
2k-1 
2n | 
事实 上 ， 由 定理 4， 知 T,(x) 在 [- LUAH n 个 互 异 实 
mW. x 


ху = cos = (k=1,2, ..,п) (9.11) 


T. (x) = соѕид = 0 


ИП А, 
ne =kr- 5. 
有 
0= ix (к=1,?,+е,п) 
记 作 
б = Е, 
FE ъ= 0528-17 (k=1,2,= n) 


(3) {T(x)} 具 有 以 下 特性 : 
1° T,.(x) 的 首 项 系数 等 于 2 。 
2° T,(-x)=(-—-1)'T,(x), 
3° 在 [-1,1) 上 1T,(x)| <1. 
4” TT, (x) 在 [一 1, 1) 上 有 n+1 个 极 值 点 


和 = сов $Z (к= 0, 1м), 


T. x.) =(-1)* 
5° 在 [一 1, 1 上-- 切 首 项 系数 为 1 BJ n 2k P, 6 
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数值 的 最 大 绝对 信 为 最 小 的 多 项 式 是 Tal), Hop 
Г,(х) 
DISE A 

还 有 其 它 性 质 就 不 一 一 列举 了 、。 前 三 个 性 质 是 显然 的 ， 读 
者 自 证 之 . 我们 主楼 证 实 4°, 5°. 

先 证 性 质 4°: 

Т.х) = cosng 

而 在 pb =kr(k=0,1, 27n) БН 18р 


g= KT 


Т. (х) = 


记 作 
G= _ (ЕЮ=0,1,2,+°,п) 
И 


于 是 х =с050, = сов 7 (кК=0,1,2,+е,п) 


县 T(x4)=( - 13 

注意 ， 此 性 质 说 明 ,T,(x) 在 [一 1,1] 中 有 n+1 个 点 X 
(k= 0,1,…,n) 使 其 函数 值 
轮流 达到 最 大 值 1 和 最 小 值 
一 1. 我 们 称 这 4 + 1 个 点 为 交 
错 点 组 .这 是 切 比 雪夫 多 项 
式 的 一 个 重要 性 质 。 其 几何 
BLE). 

EHE 5°. 7. (х) 
为 任意 一 个 首 项 系数 为 1 的 
nn 次 多 项 式 ， 只 要 证 有 下 述 
不 等 式 


тах |T,(x)| <max |f,(x)| (9,12) 
成 立即 可 。 
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用 反 证 法 . 假设 (9.12) 不 成 立 , ЇЧ ДЕЛЕ -— Af. (x) Т, (x), 
Ж 


тах REDES _ max] T,(x)| = (9.13) 


ЖА, 2ë т.о) TO а-к. Пів 
hi- = Т„(х)—]„(х) 

则 在 交错 点 组 上 依据 (9.13) 有 以 下 事实 ， 
hi (a) = TK) Fm) = ` f. Ga)>0 


й-б) = р J) 0 


pe 
ËB n... (х) С 1,13 Бр п + 148025 Xo, х, o, x. 处 轮流 出 现 
正 负 号 、 故 由 介 值 定理 知 ,，h-,(x) 在 [1,1 内 至 少 有 nn 个 
JR. mh. (х) о-и. МАЛ. п. , (x)==0, (BX: 
ЗНА. . (х) зоя, ADAIR, 

利用 切 比 溜 夫 多 项 式 的 性 质 ( 2 )1"、( 3 )5* 可 降低 通 近 多 
项 式 的 次 数 ， 

例 14， 设 jx| 和 1， 要 计算 sinx 的 近似 值 ， 使 其 计算 误差 
СОЛИНЕ ЕЧЕИ ае 
SERAI, Bm 


х5 
200 _ 
sinx=x TAAT у(х) 


ШЕН] 15 Ж 


| Re(x) | < At <? < 0.001 


BERR, (BEBE ИЗ, АН kE 
序列 与 {x"} 之 间 关 系 ， 则 有 
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xš 


=x—- £ , > 
y(x)= x 31 + 5] 


sS отут: +Ts)+ 


12 
51 5)аот, + 5Ty+ Ts) 


1.3 1.9 
(1 31 Бр e/i + 


169 15 1 
Ta+ 1997 520913 


1927173811 


јаја, рт, |<, 如 合 去 景 后 一 项 ， 则 


i . 169 _ 15 
ах тегі тага 


WET: 用 x; fü], 得 
х- Эз 


Г 150<0. 00072 
也 是 清 足 原来 误差 要 求 的 ， 但 此 时 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 比 用 台 
劳 展开 式 作 近似 时 次 数 少 二 次 ， 从 而 既 减 少 了 i 计算 工作 最 又 达 


到 预定 准确 度 的 要 求 . 

(三 》 勒 让 德 多 项 式 

六 家 在 特殊 函数 的 学 习 中 ， 已 遇 到 过 勒 让 德 多 项 起。 但 为 
了 下 节 的 逢 要， 我 们 从 另 一 个 角度 直入 它 ， 

定义 3 我 们 把 定义 在 区 间 [- 1,17) F, Жж р(х) =1 的 
正 交 多 项 式 序列 称 为 勒 让 德 多 项 式 序列 。 记 为 {p, (x)} 。 ШМ 
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ERZEK], k, Hj*k, # 
(р,рь)= | poom (дахо Сак) (9,19 
称 p. (Xx) 为 nn 次 勒 证 德 多 项 式 . : 
我 们 把 首 项 系数 为 1 的 n 次 勒 让 德 多 项 式 记 为 了 ,(x)， 把 
p。(x) 表 示 为 n 次 标准 勒 让 德 多 项 式 。 显 然 
(Pa), р.Сх)) = | CB 004: = 1 
显然 ， 瓯 让 德 多 项 式 必 具 有 一 般 正 交 多 项 式 的 共性 。 即 
1° 任何 一 个 4 次 多 项 式 加 (x) 都 可 用 其 让 德 多 项 式 组 


рах), р(х), ++", ps(x) 线 性 下 出 : 
ј. (х) = CoP i (x)+C,P,(x)+ + +O, P... (x) (9,15) 


其 中 
c,= 1. [ f.(x)p ,Vx)dx (9.15) 
Gry! п k . 1 


s= | Cpa | 
2° п ЕЈ p) 必 与 任意 一 个 低 于 # 次 多 项 
式 Q(x) EX, WA | 
| Оор, (хах = 0 


3° 存在 三 项 递 推 关系 式 ， 
P. (Xx) = Р, (Xx) — C, _, P. (x) ` (9.16) 
其 中 


Ciis Pn pa) = 0, (9.15); 
(pr-is Pr-i) O a1 І 


注意 ， 因 为 
(xpop.)= Í хбр. GO Ydx=0 


ЫС, = 0 


4° пк ЛИ OEC- 1) 内 有 + 个 互 异 实 
根 ， 

虽 有 以 上 性 质 ， 但 是 我 们 关心 的 是 勒 让 德 多 项 式 的 具体 表 
示 式 与 一 般 解析 式 ， 

由 性 质 3", 设 pe(x) =1,ру(х) = x, 先 计算 出 co = (ро, ро) = 2, 


o: = (р, D.) = | Q dx= 2, 于 是 ， C= T= i, ARR 
e | с 
р;= хр — Co po = x - 3 


局 理 ， 可 推 得 
Talx) = 1. (599 ~ 3x) 


р(х) = ‚354 — 30х2 + 3) 
Tps(x) = єз“ 63x5 — 70x2 + 15х) 


但 是 p.(x) 的 一 般 解析 式 是 什么 ， 还 是 未 知 的 . 为 此 ， 下 面 的 
定理 ,给 出 首 项 系数 为 1 的 于 次 勒 让 德 多 项 式 p,(x) 的 一 般 表 
ЖЖ. ` 

ЖЕР5» ” 首 项 式 系 数 为 1 нун КЕ AREE Nb 


(9,17) 


证 明 1° 先 推出 (9.17) 的 结论 ，2° 证 唯 ~- 性 . 
1” 设 任意 一 个 首 项 系数 为 1 的 n-1 次 多 项 式 ， 记 为 
faai 《x) ,对 积分 


С | Tei Ori 
反复 用 分 部 积分 法 ， 有 
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Г 


(f. ippa) = CH XM KRY р, (х)и бх) + 


1)", Жл х)ы, (х), (9.18) 
其 中 
шб) = |° сках mx) = | айке 


а(х) = | de, моб) = B(x) (9,19) 


又 因为 p,(x) 为 首 项 系数 为 1 的 # 次 勒 让 德 多 项 式 ， 由 性 质 2° 
知 ， 积 分 


(fisi Pa SO 
从 而 有 
С. Сх)ш, (x)- filu) 
+ Cm) YO Oou, (x) = 
(9.18), 
JX (9, 1935148 #n F 2:38 5 


U'n UniX) Ua EUa (x)=u,., CX) 9 
ux) = WX) Ru (х) = пох) = р„(х) 
也 就 是 k,(x) 为 2 次 多 项 式 。 又 从 (9,.19) 得 知 
u(—1l)=u( -1) =. =u,(-1)-= 0 
即 ~ Eu, cohn Ж Чё, JAT4809.18), M5R 
frm) f .- (llu 1)+ w: 
+- IEPEN A Ju (1)= 0 (9.18), 
为 了 求 (1), uz(1),… ,un(1) ЖИН, 2 n= 149 A (9,18), 得 
1%(1и(1)=0, 因为 了 ox) 寺 1, 所 以 了 (1)=1, 从 而 推 得 ， 
Hi(1)= 0， 同 理 可 推 得 w;(1)=0 (Ф#=1,2,..,п—1)Ж ҖЕ ШЕ ИН 
us(1) 也 为 零 、 因 为 f,-,《x) 为 任意 首 项 系数 为 1 的 n-1 次 多 
йд, ТЩ, 我 们 可 以 规定 其 x= 1 时 函数 值 1,-,(1) 硅 0, 于 是 ， 
(9,18); 得 
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(= DD)" FEOL) = 0 
有 从 而 0,012 = 0. 也 就 是 1 也 是 wu(x) 的 ? 重 零点 ， 因 此 ， 


и(х)=С„(х+1)"(х-1)°=С„(х?—1)" (9.20) 
其 中 C; 为 待定 常数 。 对 上 式 求 次 导数 得 

u(x j= С, 02-1)" 
. x 
又 因为 

их) = р„(х) 
所 以 

= Ж а" Е z 

р.(х) = С.б 1) (9,17), 
面 

A ex1) = 2n(2n-l) (m+ x + 

dx 

_ (2n)1 Q: +... 
nyo 
及 ptx) 的 首 项 系数 为 ， 所 以 
__п| 
i (2n)! 


从 而 代入 (9。17)， 推 得 (9.17) 。 

2° 用 反 证 法 。 假 定 另 有 一 个 首 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 
条 人 忻 ， 设 它们 的 差 

Q(x)= р„(х) — f(x) 
显然 ，Q(x) 为 <n-1 次 多 项 式 . р.(х). f(x) 均 与 Q(x) E 
交 ， 即 
| B06) ax={ T.GOQCOdx= 0 

于 是 得 如 下 了 矛盾 现象 
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0= |` (р.бх)-{-(х))0(х)йх= | CO ds 


50 
故 假 设 不 成 立 . 证 完 。 
恢 . 上 结论， 可 推 得 如 下 特性 : 
1° (Pas р.) = СЭРА 91у (9,21) 


《证 明 见 学 习 指导 ) ао: = (p. р.). 
2° 递 推 关 系 式 (9,16) 变 成 


— nê 
Р.+.(х)= хр.(х) – 


420+ 1)(2n— Р 
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(9.16); 
这 样 不 必 再 计算 (9.16)，， 可 逐次 由 po(x) =1, pi(x)=x 推 得 
рх), рэбх), 6, 
3° ЗВ р,(-х) = (-1)" р„(х) (9.22) 
相应 地 ， 可 推 得 首 项 系数 不 为 1 的 勒 让 德 多 项 式 рз) É 
标准 勤 让 德 多 项 式 p,(x)， 


按照 定义 ， а а е 即 


2n+1. (2n)) 一 
р.(х) = ©. - + (Зили? 
А. б аы (9.23) 

ШЖ, & 

р.) = а шло -1)° (9.24) 
yj 

р,(х) = o р.х) (9.25) 
从 而 由 定义 


Ж 


p(x)= — 
p.(x) = y = 


=(P 9,26 
( Фи) = эя FI 《 ) 


把 (9,24) 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 罗 得 立 克 公式 。 随 之 可 得 pal) 


的 性 质 : 
| 
2° 


其 中 


2 
п] ИЧ 
3 
怎样 的 ? 


á 


_ (2n)! 
px(x) 的 首 项 系数 为 到 rr 


ШҮ хр (x) qp (X) (9.20 


p.+ (x)= +1 +1 


робх) =1, р(х) = х, 


27 йй 4.9 
用 数学 归纳 法 证 明 


COShA = 2" !cos"D + an COSTO + ++ + acos + а, 


ET: —х)=(—1)*Т(х)Ң T,Cx) 的 系数 为 正 负 相 


把 工 ,{x) 的 定义 域 C -1 LIKA Ca, DIN T (x) 将 变 为 


证 明 E рх )йх= -2 一 。 


证 明 勒 让 德 多 项 式 p, x) 的 首 项 系数 为 <2! 


Ep. -х)=(—1)°р„(х), 
证 明 任何 次 多 项 式 都 可 用 pe(x), P), =, pC) 线 


сі) | xpicodx=0s 


(2) | хр, Схур,Схђах= 0. 


其 中 кєп-2, ок, (1) АЗЕ ЕЗИ РЕМ TRA 
(2 ) 对 xp:(x) 用 第 7 题 。 
# 


ТЯ! (G= tl pt- O p. Gw), 
9 证 明 xp.(x)= J yy Pa (X)+- ry Do 区 XI 


提示 : 利用 第 7 3 题 或 用 (9.16)。 来 推 之 ， 

10 Bix <i, EHE f(x)= ex 的 函数 值 ， 试 找 一 个 近似 
多 项 式 1.(x) 近 似 蔡 代 它 ， 要 求 误差 不 超过 0.01 同时 多 项 式 的 
次 数 是 最 低 的 ,提示 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 降 阶 性 质 ， 


510 最 小 平方 逼近 
在 本 节 主 要 讨论 连续 情形 下 的 最 小 平方 逼近 问题 ， 即 所 给 
有 渭 数 不 是 函数 表 ， 而 是 一 个 连续 函数 ， 
问题 的 提 法 是 : 
HEC, bj 上 给 定 连 续 隙 数 1(x)， 求 让 次 多 项 式 gn(*)， 使 
得 
sa | I- ga) rd 
为 最 小 。 
把 gntx) 称 为 fx) 在 Ca,b) 上 的 最 小 平方 各 近 ， 
在 更 -- 般 地 情况 下 ， 还 可 以 这 样 提 问题 ， 
设 在 [a,50 上 给 定 连 续 辆 煞 儿 x) ， 求 下 次 多 项 式 gxi 
s= { роо) — 880) зах (10.1) 
为 最 小 ， 其 中 px) 为 权 函 数 。 
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汉 g,(x) 称 为 x) 在 Ca, Б EB Fak | JOB, 
如 何 求 g-(x) 呢 ? 用 待定 系数 法 。 
如 果 设 g。.(x ) 为 通常 的 多 项 式 ， 
EnC X) = а0+01х+ - + a,x" 
那 林 ， 还 得 象 在 最 小 二 乘法 里 那样 ， 先 建立 正规 方程 组 ， 解 它 
求 出 mm，a ，…，an， 但 是 现在 我 们 已 学 过 正 交 多 项 式 ， 利 用 
正 区 多 项 式 可 以 形 出 gw,(x)， 并 利用 正 交 多 项 式 的 正 交 性 ， 直 
接 算 出 诸 系数 ， 而 不 用 解 线性 方程 组 了 . 
设 {tg.(x)} 是 正 交 多 项 式 序列 ， 则 由 84.9 定 理 1 
8.0) = Сорох) + Сурх) +, +С„р„(х) 


= У 1С;ф;(х) (10.2) 


现在 的 问题 是 求 Co， Cis "nag Сї (10.1) 最 小 信 。 显 
然 ， 9 为 Co， Ci, к Cu 的 函数 ， 由 数学 分 析 知 ， 
C; (j= 0,1, 2,…, 14) 可 从 下 列 方程 组 


0 (j= 0, 1, 2,.",17) (10.3) 


中 解 得 . 
为 此 ， 对 任意 上 ， 且 注意 p) 的 正 交 性 ， 


je = 507 |. [со - Ecg, Oo] ax 
=й Í ро Hx) - Ус (х) Jp: Сах 
=2( { ооу) радах 


-ef plx) pil) dx) 


=0 | (10.4) 
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> 
| обу, (ox L fp) 


| oc)? dx (Фа Ф: 


r= (10.5) 
k=0,1, ::, т 
把 C, 代 入 (10.2) 中 ， 就 得 到 g(x)。 

此 时 仅 需 要 计算 2Cm+ 1) 个 定 积分 值 及 m+1 КЕ, M 
实 简 化 了 计算 过 程 . 

呵 最 小 二 乘法 一 样 ， 还 要 说 明 ， 所 求 的 g:(x) 确 实 满足 
《10.1) 要 求 的 。 或 者 说 ， 不 存在 另外 的 可 次 多 项 式 g, (х) W. 
g(x), WREE Px). 

定理 1 车 设 g.(x) 是 由 (10.5) RE, g(x) 是 任意 如 
次 多 项 式 ， H, Bux) Kg (x), 则 必 有 不 等 式 

| pC) -sse dx< | oO- 60) dx 
成 立 。 
Bn (х) = УС; ф(х) 

j= ù 


则 
ga(X)— ga(x) = у (С, -C;)p; (x) 


i= 


为 简单 起 见 ， 以 了 代替 f(x)， 其 它 类 间 。 于 是 
t < b — 
ү pt f- Bm ax = | od f- És + &» — g. )ах 
t b „== 
= (о-в 2f осу в. En- 6045 
b — 
+f pg, 一 Е. ›?ах 


注意 上 式 布 边 第 二 项 可 改写 为 
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ó " — 
?| (ў-ва) ds 
а i <. 


KO ua nya a 
= 0 
E F ЛЛ S= y >0, АША 
|. of- вак [e= вах 
证 完 。 І 
定理 2 满足 (10,.1) 的 g,(x) 是 唯一 的 。 
证 明 假定 另外 有 gw (х), На. (х) = g(x), 世 满 足 (10,1)， 
HES 
а В. = EC 
其 中 C ;不 全 为 零 ， 从 
| et, ~ goo, dx = | ed —в„—(}]— z. ))0 dx 


b — Г 
| Е | oG- zoo ax- | о07-в.)е.ах= 0 
Ер | 


b 2 b Б 
|. p( ga ~ E.)p dx = f бл 


= Уус, | opipi ах) = c, | ppiax 


因为 
| epiexso 
所 以 ， 只 有 Ci = Xk =0,1,…,m), 这 与 假设 了 矛盾， 故 康 结论 正 
W АЛЕ — а, Сх) ДЕ (10.1). 
#115 Ах) = 6 在 [- 1 1] 上 最 小 平方 逼近 线性 .多 
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Йй HEE {pg; (x)} , ТЕС 1,12 LE, PAS M 
式 序列 {pr(x)}， 则 此 线性 多 项 式 记 成 
g(x) = аробх) + арх) 
其 中 рох) =1, P(X) = x. 
H (10.5) 分 别 求 出 
ао = СР Lf] ечди =зй(1)-=1,1752 
а= Dt) =f xe" =3е71:1.1036 
Ир 
g(x) =1.1752 +1,1036х 
最 后 ， 离 若 情 况 也 有 类 似 结 论 ， 就 不 再 重复 讨论 了 。 


2) ая 4.10 
1 р ох) =sinx 在 C 1,13 上 的 最 小 平方 逼近 的 三 
KET. 
2 试 构 造 f(x) =x: 在 [~-1，15 上 的 最 小 料 方 逼近 的 二 次 
多 项 式 。 
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第 五 章 数值 积分 


s 引 = 


我 们 熟知 ， 若 函数 IGO 在 区 间 a， 的 上 连续 且 其 原 函数 
为 F(x)， 风 可 用 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 
[подав -F(a) @% 
求 得 定 积分 。 此 公式 无 论 在 理论 上 或 在 解决 实际 问题 上 都 起 了 
很 大 的 作用 。 但 有 些 被 积 甫 数 找 不 到 用 初等 函数 的 有 限 形 式 才 
示 的 原 函数 . 例如， 对 于 
[Жабы я [тв 
该 公式 就 无 能 为 力 了 ， 还 有 的 被 积 函 数 尽管 能 用 初等 函数 的 有 
限 形式 表示 出 来 ， 但 表示 式 大 复杂 ， 也 不 便 使 用 ， 特 别 在 实际 
问题 中 还 有 很 多 函数 是 用 表格 或 图 形 表 示 的 ， 对 这 种 B # Bl 
分 ,公式 《1.1) 就 更 失去 作用 了 。 这 就 说 明 通 过 求 原 租 数 计 
算 积分 有 它 的 局 限 性 。 所 以 研究 关于 它们 的 数值 方法 -一 -数值 
积分 就 是 很 必要 的 了 。 这 种 方法 也 是 微分 方程 、 积 分 方程 数值 
解法 的 基础 。 那 么 怎样 实现 定 积分 的 数值 计算 呢 ? 
分 析 | Kx)dx 我 们 发 现 ， 产 生 困 难 的 原因 在 于 x) 的 先 
Ж. 为 此 对 Fox) 若 能 找到 简单 的 近似 函数 УСА) KRE, W 


么 计算 | .3(x?4x 就 变 为 简单 的 了 。 因 此 定 积分 的 近似 计算 , 实 
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质 上 就 是 被 积 函数 的 近似 计算 问题 。 第 四 章 介 绍 的 那 几 种 构造 
人 x) 的 近似 多 项 式 的 方法 ， 也 就 完全 可 以 办 来 解决 定 积分 的 计 
算 问 题 ， 

本 章 重 点 将 从 插值 角 订 作 被 积 函 数 的 近似 式 并 导出 若干 党 
用 的 数值 积分 公式 。 


52 内 播 求 积 公 式 
内 播 求 积 公 式 的 基本 思想 是 根据 已 给 的 一 些 离 散 点 的 
值 ， 构 造 一 个 播 值 多 项 式 >.(x) RERA f(x), ЖЕН 
J >. oox а | f(x)dx。 这 样 得 到 的 求 积 公式 称 为 内 插 求 
PAR, 
例如 、 对 于 
r= | f(x) ах 0,1) 
若 取 节 点 为 


хо = ¿į 


1° 
则 }0х)›Н0%Н{# 00 


(CD. 
0-90-09" 


x= 5, х= 3. 


L;( x) = 


|с ж 


Еси | 105 ЕА 
(тее; 
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以 这 个 ых) (2, 1) 中 的 Kao, 得 ， 
| too dx Í ‘Lax )dx 


(*-2)(*-) е 
йч 
| Гаташ рл тар 
(27 Са + x 
(xx 一 
"ГЕЗИ УЛ” 
лт a 
| одах 120) -1( +) +2у(5)! (2.2) 
йй. В 0.2) 计算 积分 
jie 


则 有 
I= | eirdx= s ( дЕ w „зе 


- 10.2 
= (> e +2e ) 
=-р(2х 0.60653 = 0. 36788 + 


2 x 0.22313) 
= 0,43048 


事实 上 ， | eax 的 精确 到 10-: 位 的 值 是 0. 43233。 故 
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0.43048 的 误差 为 0.000185, 
对 于 一 般 的 
pe | roo ax (2,3). 
可 在 Ca bl 上 任 选 n+1 个 瑟 不 相同 的 节点 xo,xi,…35x。 作出 
fx) 的 拉 格 朗 月 插值 公式 


п 


йо) = У 2000) ро) + Крк) (2,40. 


(x-xi o (ху) 


ki~) 
其 中 
OR) = lx- XOX— Хі) (x—x,) 
R(x) -E Eo), a<&<b (2.4); 
， (ww +1)1 


以 (2.4) 的 右 端 代入 《2.3) 中 得 ， 
Гоа У 


b 


olx) __ 
(х= х.) 由 (х. CE 


+ | Ralf, х)йх 


即 

Голод аке УЗА к) RD 2,5). 
其 中 

дый | os ере е 


Е, (р) = | 'R.Cf.x)dx (2,7) 
E (2.5) 中 略 去 R) 就 得 到 


(сове A С) (2.8) 


通常 把 用 (2.0 计算 系数 的 这 个 公式 〈2,5) 称 为 内 插 求 积 公 
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=, А.Ж ЖЖ, R.( Jy 就 是 这 个 公式 的 误差 ， 世 称 为 余 项 。 
设 M... = тах ИОС, 则 RG # F £i 
ж: 


і M. +; f 
IR. (1) |< (nt+1)! |К olx) [dx 


使 用 (2.8) 时 ， 从 形式 上 看 需 按 (2.6) 计 算 А, ,因此 还 是 要 
计算 积分 . 不 过 这 时 我 们 已 经 把 一 个 复杂 的 积分 转化 为 计算 多 
项 式 的 积分 了 。 这 是 易于 计算 的 ， 从 〈2.6) 式 不 难 发 现 ， 对 于 
确定 的 区 间 (a, bl, RA A, KERRE, IRRE RI 
节点 有 关 与 被 积 函 数 Kx) 无 关 。 于 是 A, 可 以 事先 算 好 作成 
系数 表 不 必 临 时 计算 ， 这 就 使 得 这 个 公式 在 实用 时 比较 简便 。 
特别 是 内 播 求 积 公 式 (2.8) 的 系数 和 等 于 b-a: 

Ao + A, 十， +A,=b—a 
此 式 可 用 来 检验 计算 系数 的 正确 性 。 
为 了 衡量 求 积 公式 的 精确 程度 ， 一 般 是 通过 祭 项 RO) 的 


大 小 来 衡量 ,但 是 引进 代数 精确 度 的 慨 念 ， 讨 论 起 来 将 更 为 方 


шш, 于 是 下 面 给 出 关于 代数 精确 度 的 概念 ， 

定义 ”车 一 个 求 积 公式 对 于 Kx)=xt' (k=0,1,", n) 
都 变 成 精确 等 式 ， 而 对 于 fx) = x*++ 就 不 精确 成 立 ， 则 称 这 
个 求 积 公 式 具有 ?次 代数 精确 度 

一 般 来 讲 ， 代 数 精确 度 愈 高 的 求 积 公式 越 精 确 ， 

定理 n+1 个 节点 的 求 积 公式 是 内 揪 求 积 公 式 的 充 要 条 件 
Ж, ХРРАКАТ п КЖЕ БИИ А, Цар ПУК 
代数 精确 度 。 

证 明 设 有 某 求 积 公式 为 


| одах = УЯ) (2,9) 


首先 证 明 必 要 性 ， 如果 (2.9) 为 肉 播 求 积 公式 ， 即 
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+= 


SAs W4 f(x) BS F п ЕЛАН], Q dO O) 
0. 所 以 R.(f,x)= 0， 于 是 由 (2.7) 知 R.(f)=0, 则 由 (2.5) 


A, 


4 


& 


| оода LAT) (2.10) 


其 次 证 明 充 分 性 ， MEDREK п) ЖАН 
精确 等 式 (2.10) 成 立 ， 则 (2,9) 必定 是 内 插 求 积 公式 ， 即 


A, = А... 
FRE, ER m( 志 n) 次 多 项 式 f(x) ， 把 它 改 写 为 拉 格 


朗 日 内 插 多 项 式 的 形式 : 


_ olx) 
加 (xz)= > (x —x,) @ (x, ) f. x.) 


HERA (2.1D , 4 
| Сх) dx = J Сх) іх = 


ы b @(х) 
Я х= x "PS SS к 


k= 0 


WA 


к= 


但 由 于 СЖ Е Е, ЖЕЕ 


| 1 m=k 
л 0 =k 
m 
从 而 得 
== А olx) А | 
а i (x —x,)O (х, ) СКР 
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此 结果 说 明 п+1 个 节点 的 求 积 公式 (2.9) 为 内 择 求 积 公 式 。 
证 完 . 

定理 只 表明 п+1 个 节点 的 内 播 求 积 公式 的 代数 精确 度 至 
少 是 如 次 的 。 但 它 并 没 证 明 就 是 2 次 的 ， 也 就 是 说 可 能 高 于 mm 
K, 

例如 ， 本 节 开 头 举 的 例子 (2,2), 它 有 3 个 节点 , 读者 不 难 验 
证 它 具 有 3 次 代数 精确 度 ， 


у #8 552 | 
1 求 下 列 求 积 公式 的 代数 精确 度 ， 并 用 它 计算 定 积分 ， 
验证 此 求 积 公式 为 内 插 求 积 公式 ， 
[оо (Hs (2) + (2) 


| ү dx 
2 在 区 间 [一 1,13 50 Н х= ~ 1, x; = 0, x=] 构造 
内 搬 求 积 公式 ， 并 求 它 的 代数 精确 度 ， 
3 ЖЕКА, х, Хз, Хз» 使 求 积 公 式 
| 1 аке соку + fxs) + [ол 
具有 3 次 代数 精确 度 。 
4 学 出 矩形 公式 n: 
[дахь аа) — Сев 


|; Fx)dx= (b-a) HEERBAAN 


及 其 余 项 ， 再 给 出 矩形 公式 的 几何 解释 。 
5 证 明 Ao+ А, teet A, = р-а 
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Sš 等 距 节点 求 积 公式 


前 一 节 我 们 讲 的 是 一 般 情况 下 的 内 搬 求 积 公式 ， 本 节 将 讨 
论 其 一 种 特殊 情况 ， 即 取 等 距 节 点 时 的 内 捅 求 积 公 式 。 特别 是 
我 们 要 讨论 两 个 简单 的 具体 公式 一 一 梯形 公式 、 辛 卜 生 公式 及 
其 在 立体 几何 上 的 应 用 。 
(一 ) 牛顿 - 柯 转 斯 公式 
当 取 节点 为 等 距 时 ， 利 用 (2.6) 计 算 系数 
А, = RTE ча-уза-к+1) 
(t-k-1) з (т-п)й 


, X—a=ht, x, =a+ kh, 


(k=0, 1, 2, h) 


о(х) = (х- хох ху) (х-х,) 
=h"'t't((t—1)Xtt— 2 (t-n) 
a(x) = (x, Хо) (x, —X;- (Xi — Xr+ 1)" 
(x, = х.) | | 

=һК(Е—1)-2°15(—1)({(—2)9 98 (к-п) 
=( - 1)" Eh'ki(n—k)i | 

dx = hdt 

代入 {2,6) 则 得 


f(t) tn) 
g |; (ї—К)кү(ю—К)| Ws 


Таор РЫК 
Sa- k)i tT) (t-k+1)(t-k-1) 
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"tt — n)dt (3,1) 
# 


ус деу" | єр ач 
ТЕЕ УТИ К ШТ бк аа) 


由 于 h= ba , MU 


n 
A, = (b-a)C:; (3.3) 
这 样 计算 A 的 河 题 就 变 为 计算 Ct 了 。 而 C; 已 不 依赖 于 积分 限 
a 与 b， 而 只 依赖 于 节点 个 数 n , 故 对 不 同 的 2 可 事先 将 C* 算 
出 来 。 对 任 一 确定 的 有 限 区 间 Ca,，bI]， 只 要 以 b-a ЖЭС 
可 得 到 系数 A. TESA (2.5) 就 可 改写 为 


['х›ах=(ь-ауулсиож tEh) +в, р) (3.4) 
此 公式 ， 称 为 牛顿 一 柯 特 斯 公式 ，C1 称 为 柯 特 斯 系数 。 其 


余 项 : 
当 n=2m 时 


_ JCE) b 
R) = -FSD | хебх)ах, а<&<ЬЪ ма 


X и=2т+1 时 


到 кё) è 
Есета „90 х)ах, a<ë<b (3,6) 


对 公式 (3.5) 、 (3.6) KUER AEK. 
《二 ) 梯形 公式 、 辛 下 生 公式 
在 (3.4) 中 ， 当 n=1 时 ,其 系数 由 G.D 计算 如 下 ， 
人 -| -Da > 
ci= | = + 
代入 (3.4) ， 得 
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[пода о-о h лоо + у) | ғас 
所 以 
全 oax= 9,9 сусау + уу + RD GD 
这 就 是 梯形 公式 . 
当 n=2 Н], 由 (3.2) 得 : 
=} | -D0-2) r= + 


2 
Ci- -到 | т-й=+ 


[ 7 
c: = 十 | Ht- 1)dr= + 


因此 ， 代 入 (3.4) ， 由 于 җ=а, = = 855. x; =b, W 


| [Kxax 了 | Ko)+ (= а р) fo] + 


+ R,( f) (3.8) 

这 就 是 通常 所 说 的 辛 卜 生 公 式 ， 

梯形 公式 的 几何 意义 是 过 4 ，B 两 点 直线 下 围 成 的 面积 近 ` 
似 代 蔡 曲线 f(x) 下 的 面积 ， 如 图 5.1 

辛 下 生 公 式 则 是 
用 抛物 线 下 的 面积 近 
ШК ЖЕ Kx) 下 
的 面积 。 

辛 下 生 公 式 的 代 
数 精确 度 较 高 。 它 是 
三 个 节点 的 内 插 求 积 
公式 ， 但 它 具 有 三 次 
代数 精确 度 。 

下 耐用 代数 精确 度 定 义 来 验证 此 结论 是 正确 的 。 


图 5.1 
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. É Кх) = хз 代入 (3.8) 左 端 得 
| É dx = T (bt — at) 
代入 (3.8) 右 端 ， 得 


[наву 


ь+а)(ы та) _ 1 


=(b-a а, 


左右 端 相 等 。 故 对 1(x) 为 不 高 于 三 次 的 多 项 式 时 ，(3.8) 式 
成 为 精确 等 式 ， 可 以 验证 (3.8) 对 /(х)=х* 不 精确 成 立 ， 从 
而 六 下 生 公 式 具有 三 次 代数 精确 度 。 
可 以 验证 ， 梯 形 公 式 具 有 一 次 代数 精确 度 . 
H1 用 和 窜 形 公式 、 梯 形 公式 、 六 上 生 公 式 计算 
КЕ хе* 
1= | + 
Hai ( 按 定点 四 位 小 数 计 算 ) 
E ”用 知 形 公式 : 
I=(b—a)f(b)=f(1)=0,.6796 
т ЖМА: 
1 50400) + 1(1)) = х 0.6796 = 0,3398 
RÆ КЕЯ: 
= CCO) + 4000.5) + Ian 


= (4 x 0,3664 +0. 6796) 
| = 0,3575 
I 的 精确 什 为 0.35914……… 
(2) 祷 形 公式 、 辛 卜 生 公式 的 误 兰 
TERREA 03.7). (3.8) ут ЭЕ, ВВА, 
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1 梯形 公式 的 误差 
梯形 公式 是 n=1 的 内 插 求 积 公 式 ， 当 PiE Са, b) Е 
ТЕТЕ, ARAA f(x 8 E K. 


М) = Р(х) +82 exa Xx- b) 
的 形式 ， 其 中 Р(х) 为 一 次 多 项 式 ， Р(а)=](а), P,(b)= 
fb)。 对 上 式 两 边 求 积 得 ， 

| ЛУСУ | "Бб dx + 


+ | 
кы: b-a ЕО 
вор | одак 279 бау +109) 


"j. ]7(&)(х тах bydx Р 


由 于 f(E Ca, b) 上 是 依赖 于 x 的 连续 Ш, ВТЕ 
Са, b; 上 ох) =(х-а)(х-0)<0, 故 由 积分 中 值 定理 ， 在 
Ca， 如 内 存在 一 点 1 使 


| | 1°\&)(х—-а)(х- b) dx 


= f” ор |. хаух Ь)йх 


_ b- 292. Ж 


RRA 63.9) ， 则 得 ; 
R(f) = - 009 реса), а<1<40 (3.10) 
2 学 下 生 公 式 的 误差 


卒 下 生 公 式 具 有 三 次 代数 精确 度 , 故 设 1‘* (x) 在 Ca， ЮЕ 
存在 ， 对 被 积 函数 万 x》 先 构造 一 个 三 次 插值 多 项 式 р(х), 
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使 之 满足 


р(х;)=](х;), 1=0, 1, 2 
p'(x,) =Í! (х) 
由 埃 尔 米 特 插 值 公式 知 
х) = ps(X) + TCD (х-ау(х-х ух) 
对 此 等 式 两 边 求 积 分 得 ; 


f fx)dx = [ьо ах + 


+ 二 | eo (ex —a)Xx— Xx Б) dx 
Вж PEAREN 3 次 代数 精确 度 ， 于 是 有 


b b-a і 
f ps Одах= 9 Сау + 4f (m1) + J(b)2 


所 以 


b-a 


R(f) = f reoax- b= cf +44f C1) +1@®)3 


= f tO CE) (x-a) (x ху) x b)dx 


НЕЕ Са, OE 
olx) = (x —a)(x— x,)2 (x — b) <0 


所 以 由 积分 中 值 定理 ， 在 fo, 切 内 存在 一 点 ?使 
| 15 (а) Ge a) к) — b)dx 


=f (2) j СЕ a(x -25H x- b)dx 


其 中 
Ё 2 = 5 
| с-о(х -%9) (x -b)dx = - 
于 是 有 
= _ 1 (b-a) „ү, 
R(J) 117 120 Р (m) 
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= ut m, u<1<b (3.11) 


《四 ) 辛 卜 生 公式 在 立体 几何 上 的 应 用 


六 下 生 公 式 ( 3.8 》 在 求 立体 体积 上 有 重要 应 用 ， 可 由 下 
述 定 理 夏 出， 
定理 1 设 某 物体 垂直 于 Ox 轴 的 可 变 截 面 的 面积 为 5(x)， 
E 
S(x) = AX + Bx’ + Cx + D, a=x=b 
其 中 A,B,C,D 为 常数 ， 则 此 物体 界 于 х= а É x=b 间 的 体 
积 V 由 下 式 给 出 ; 
H a+b 
=H {sca + 45(-®+?_)+5(›) (3,12) 
其 中 H=b-a 
此 定理 的 证 明 是 显然 的 ， 证 明 噩 ， 
定理 2 设 棱 台 的 上 、 下 底面 积分 别 为 So Ss AH, 
证 明 其 体积 了 由 下 式 给 出 : 
У = Ч (S, + 355, + 
+S (3.13)》 
ШЕ BEEF O. Hi 
可 变 横 截面 的 面积 为 SCx) , Л 
шз Ж JUD E: 
S(x) _ (а+х)? 
Sı а? 
因此 ，S(x) 是 xx 的 二 次 多 项 
式 。 应 用 定理 1 就 有 
V = (S, + 484+ S3) (3.14) 


其 中 S, 是 中 截面 的 面积 。 再 由 
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my ыт. T 
ү а? 
知 
/a RY ` 
VS = V s (+ 2а ) 
同 理 有 


о sx ç H 
Z$, = & (1+) 
上 此 两 式 中 消去 一 ， 得 
Sa = (S, +2/S,S, +54) 


将 此 S|, 代入 (3,.14) ,就 有 
у= 5 (S, +S, + 2V 5,5; + 82+ 52) 


sE (Si+ VSS +S) 证 完 。 


2 用 (3,14) 导出 计算 


л 
Fl, ШЕ, ВА. ^з 
М Ине Р, РЗ. 
下 底 半 径 为 R (如 图 5.3) , WW Г 
中 截面 半径 х= (Кр) /2, ME A 
5›= 0007 | 
5, = rR, Эи 
代入 (3.14) H, EBRR: 
v =—hr (R? + Rr + 2) (3.15) 


当 r=R 时 (圆柱)》， (3.15) 变形 为 
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у= – 17...32 = Rh 3.16) 
当 r= 00} С) 3.15) 变形 为 
у= (3.17) 


(3.15), (3.16), (3.17) Zm S ES. ШЖ, ШИЕ А 
x. 

HTE., ЖШ, ЖЕ, ЖЕШКЕН ИШИДИ, Бнр 
(3.12) 求 出 .所 以 有 人 把 〈3.12) ЩЕТИ m aJ “Jj ЕЛ 
д” ; 


27] Яй 5.3 


1 “用 梯形 公式 、 辛 下 生 公式 计算 定 积分 


1 
| _ 1 ах 
s 1 + x2 


2 SH n=3 的 牛顿 一 柯 特 斯 公式 ， 并 求 出 其 代数 精确 
Е, 利用 此 公式 计算 上 面 的 积分 ， 
3 J (3.1) 导出 计算 球 、 球 全 的 体积 公式 。 


34 复 化 公式 


梯形 公式 、 辛 下 生 公 式 在 区 间 Са, b) Ж 大 时 ， 用 来 近 
似 让 算 定 积分 是 简单 实用 的 . 但 是 当 区 间 Са, 2 比较 大 时 ， 有 
时 精 论 差 一 些 ， 为 了 提高 精度 ， 可 以 将 区 问 等 分 ， 对 每 一 个 
小 区 间 采 用 梯形 或 座 赴 生 公 式 ， 然 后 将 其 结果 加 起 来 即 哥 。 这 
样 得 到 的 公式 就 称 为 复 化 梯形 或 复 化 辛 卜 生 公式 . 


(一 ) 复 化 梯形 公式 | 
ЯКЫ Ca,b 分 成 上 等 分 ， 设 h = 一 一 和， 则 节点 为 


1 


251 


x =a+ih, i=0,1,2,`" W 
对 每 个 小 区 间 应 用 梯形 公式 ， 然 后 相 加 ， 则 得 
1= (одак B (JO) +f) 
+ СО) + ](%)) ++ +[(f(x,-.) 1 ][(х„)1} 


т—1 


= [а + 22 tæ) + fb) | (4.0) 


此 式 称 为 复 化 梯形 公式 ， 

当 了 (x) 在 Ca, 妃 内 有 连续 的 二 阶 导 数 时 ， 公 式 (4.1) 的 误 
差 推导 如 下 ， 

EREC, x, ,1J 上 梯形 公式 的 误差 已 知 为 


в. = рар), х,ар <х а 
所 以 在 区 间 [ae,p] 上 (4,1) к, 


R, PX R, (j) = НД ) 
又 因为 P (x) 在 Ca, bJ 上 连续 ， PATEA HE Ca, bA 
存在 一 点 人 使 
| у" еи, аи 
于 是 
R, = - ије (Q) 
n bia 12 1 


= - 2-0 уи п), а< < (4.2) 
(二 ) AKE Fak yk Ñ 


与 复 化 梯形 公式 类 似 ， 可 以 推导 出 复 化 辛 卜 和 全 公 式 。 不 同 
之 处 在 于 必须 将 区 间 [Ca,bJ] 分 成 n=2m 等 分 ， 对 每 个 小 区 间 即 
Сх; ,XxX; УНЕ PESA, ЖАН, WE 
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r= f’ годах 工人 байк 
ч i= Y #›{ 


n 


29 (суа) +4](х) + f (X) ++ 
+[(f(x,_,) + 4006,1) +](х,„) 0] 


s 


[ао +4 ios + 


э 
п— 1 


2) 1/02) +30) J (4.3) 


公式 (4.3) 称 为 复 化 辛 个 生 公 式 ， 
当 了 (x) 在 Ca 的 内 有 连续 的 四 阶 导数 时 ， 公 式 〈4.3) 的 误 
在 区 间 [x; ,xi+3] Ее ҺАУА Еу 


_ _ (2h) 
Кз 2880 


所 以 在 ca,83. 上 “4,3) 的 误差 为 
ш (2h)° — 7 
R, (f> = ха R; (f = 一 2880 Ый ы (7;) 


к= 


由 于 让 (x) 在 [ab 上 连续 ， 由 连续 函数 性 质 知 ， 在 Ca,b3 内 ， 
必 在 在 一 点 1 使 ` 


pe Hnd = РЭ (2р), a<n =b 


f (On D, Xi C Xite 


于 是 


_ ‹2һ)т 
= ¿(hy 
-5880 (2h>šf t) (m) 


= (b- a) (буса) 
2880 (2h)j'`%*)FC4) (Q) 


~ 0-а) рар кн 
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b| 用 复 化 的 梯形 公式 、 辛 上 人 生 公式 计算 


I= Xx“ dx (精确 到 10-4) 


(1 +x)? 


解 E h= 1-0 = 0,125 


p| EAH F; 
тор, ттт a a a р Тр С ЫЫ ү а т! 
x; xe` | (1 +х)2 ре: ‚® E ' ЬЕ 
0 o 1 | 0 1 | 1 
0.125 | саам 1.2656 0.1119 2 | á 
0.250 ' C,3210 1.5625 0,2054 2 2 
0,375 с.5455 1.8906 0.2886 2 4 
0,500 | C.8241 2,2500 0.3664 2 2 
0,625 | 1.1678 2.6406 0.4422 2 4 
0,750 | 1,5878 3,0625 0.5185 | 2 | 2 
0.875 2,0990 3,5156 0.5971 . 4 
1.029 i 2,7183 4,0000 0,6796 L 1 
z | 5.7399 ` 8.6194 
I x i 0.3587 ; 0.3591 
实际 上 ， 
l 1 
I = f- ,A = 人 上 -1=0.3591409. 
„1? 1 tx ; 2 


由 上 去 可 看 出 辛 下 生 公 式 较 为 精确 ，。 

=) 事后 误差 估计 法 一 一 自动 积分 法 

梯形 公式 、 辛 下 生 公 式 都 有 计算 简单 的 优点 ， 而 六 下 生 公 
式 的 精度 还 比较 高 ， 因 此 用 的 就 更 多 ， 不 过 它 旧 或 被 积 函数 的 
光滑 度 也 高 。 不管 怎样 ， 估 计 误 差 都 不 是 很 容 场 的 。 
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下 面 介 绍 一 种 事后 估计 误差 的 方法 。 其 基本 想法 是 ， 将 区 
间 逐 次 分 半 进 行 计算 ， 用 前 后 两 次 算得 的 结果 进行 估计 。 若 全 
乎 精度 要 求 ， 就 停止 运算 ， 和 否则 将 区 间 再 分 半 进 行 计算 ， 然 后 
再 用 前 后 两 次 的 结果 进行 估计 ， 直 至 达到 精度 要 求 为 止 ， 

1 对 梯形 公式 

BERKAN gS, WAAR G.D 计算 出 积分 近似值 T。 
则 和 定 积 分 的 值 I: 


=T, — (b-a) í b-a ү, 
r=r,- = ( =EN En) (4.5) 


车 把 区 间 青 分 半 为 2 等 分 ， 应 用 公式 〈4.1) 计算 出 积分 近似 
值 为 了 :ns 则 


-r (b-0) (b-a Ype 
1 =т..- 2200 (00) ри, (4.6) 


当 fr) 在 Са, b) 于 变 化 不 大 时 ， 可 设 
PE) =j” Ern) H (4,5) , (4,65) 可 得 


Лы чу 
Tor 
所 以 
T-T., ==4(1-Т, п) 
Вр 


= Т, t (Та T.) (4.7) 


Б П, Ta) <e (FERARO M, To RENK 


的 近似 值 . 
PFH (4.7) 的 右 端 第 二 项 是 T:。 的 修正 项 。 它 与 了 :。 
之 和 显然 比 T,, 更 靠近 于 精确 值 T. 
2 ФРЕДА | | 
З ЖЯ п=2т 等 分 ， 设 已 根据 公式 U.D 算出 积 
分 近似 值 为 5;,， 则 
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=> _ (5- a) b-a ta 
I=s,,- 《一 二 )! Era (4.9) 


щуро (х) Ф Га, БЕЖИ, i 
JO (2) р En), H (4.8) 、 (4.9) 可 得 


f = S. s: 
T= 
于 是 有 
I-S,=16(1-S,,) 
所 以 
ЖОМОК s 
1=5.. +750525 S.) (4.10) 


% [AGS | <e (РӘ МН Ij, SREM 
求 近 似 值 。 

另 一 方面 (4,10) KHARB -MES .的 修正 项 , 它 与 5;， 
之 和 显然 比 S; .更 靠近 于 精确 值 I， 

上 述 方法 不 仅 是 误差 估计 法 ， 它 也 是 在 电子 计算 机 上 很 适 
用 的 数值 积分 法 。 因 为 在 计算 进程 中 ， 它 可 根据 精度 要 求 ， 自 
动 确定 1 。 所 以 该 法 也 呀 自动 积分 法 。 


习 8 5-4 
1 用 梯形 公式 、 辛 卜 生 公 式 计算 积分 
Ст J s ( 取 n=8) , 


2 x ; 
(2) | чири ax (W. n= 6) 2 


2 证明 复 化 梯形 公式 及 复 化 六 下 生 公 式 当 песо], ie 
AF | GO ах, 
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3 从 地 面向 上 发 射 一 枚 火箭 ， 在 最 初 80 秒 钟 以 内 ， 记 录 
其 加 速度 如 下 玫 ， 试 求 火 箭 在 第 80 秘 时 的 速度 ， 


t | 0 10 20 30 | 40 50 60 | 70 80 
Te Trene - ПРИ E СЕКЕН 
a 30.00/ 81.58) 33,44 35.74| 37.75) 40.33 43.29 46:59 50,67 


4 导出 用 六 卜 生 公式 计算 重 积 分 
[| re, waxay 
的 公式 ， 并 用 它 计算 
f f ee + 2ynaxdy (210-4) 


5 用 自动 积分 法 计算 第 APR, 15191075, 
6 计算 积分 ， 


C2) | "ax 精确 到 10-4 


65 龙 贝 格 (Romberg) 公式 


(一) 效 值 方法 中 的 加 速 收敛 技巧 

从 前 几 节 介 绍 的 几 种 求 积 公式 看 到 ， 提 高 计算 结果 的 精度 
往往 是 以 增加 运算 量 作为 代价 的 .是 否 可 能 少 增加 运算 量 而 也 
把 精确 度 提 到 一 定 的 高 度 呢 ? 这 就 是 加 速 收 俩 技巧 的 指导 有 思 
想 ， 对 于 给 定 的 函数 OMEC, b), 由 复 化 梯形 公式 


I=T,+- EME), oa<é<b 


ИЙРЕ KT пг ЕРК h HRA, Hh 
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тетю = [AO + у" {х,у + FEL] 65.1) 

2 iat 2 J 
容易 证 明 (5.1) 对 区 间 [a， 约 上 的 任何 可 积 函 数 了 (x)， 总 有 
нт T (h) = [ oax=TC0) (5.2) 


很 清楚 ЖЬ, BER, RRNA К, Ч T(0) 是 
无 法 求 出 的 。 于 是 可 以 提出 这 样 一 个 问题 ， 能 否 通过 Th), 
T (5), еее, T (2), 构造 出 一 个 新 序列 使 它 更 快 的 收敛 于 
TO) 呢 ? 等 案 是 上 表 定 的 ， 它 的 几何 解释 为 ， 以 h ARA, M 


N h h 
т) эй, WARI то), (5, (4) 


(т) o= в 


ЖЫЗ (0, 1) 现 通过 
ЖЖЖ В 1ч, 


(8. 108) | 
(Gie чы) к 


-HR FEAA TH BA- RET # 
T,'<r(,Ë,), аит," 比 原点 列 收敛 快 ， 这 就 是 
线性 外 插 加 速 的 思想 〈 如 图 5.4) . 
一 般 情 况 下 它 是 这 人 么 一 个 问题 ， 通 过 序列 тоо, (5). 
мо), ра НАЕ], KEERT, 


在 某 种 条 件 下 这 是 可 以 办 到 的 。 EARRA: 如 
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fh) = f(0) + hf’ (0) +-у- 00) + 


+ ро) + (5.3) 
31 . 
2 
{(®)=оо)›+® po (В) e) + 
Ë i ($) rro +=. (5.4) 


如 果 7 00) 0, WA О), ДР) восо), я 
将 5,4) Xx2 减 去 《5,3》 便 得 
„оку. 
һо) = 208.) -iCh) 
h? H _ h° tit + 
ро) рео) - усо) + 


如 果 77С0) 0, ЯВЖ Һ\ю)зйт 1(0) 的 误差 是 OCh?)， 这 就 说 
明 ， 通 过 简单 运算 得 到 新 序列 f Ch), ВЕЛ ЛЕПСА Е tk R ak 
FO. A h hy 出 发 再 继续 做 下 去 ， 会 得 到 序列 f. (h) 更 快 的 
eak y. fO), m 


k? k? 
пора A r es А (5.5) 


3 


һү_ _ h И көкү... 
fı (+) =) RE peco) = ро) tee (5,6) 


将 (5,6)x 4093: (5.5) 并 除 以 3 得 


h Р 
fach) 


= [бу рО) += 


如 果 j7C0) 云 0 序列 f.(h) 带 近 1(0) 的 误差 阶 为 O(n)。 这 种 加 速 
收敛 的 算法 为 外 推算 法 ， 


сс) 李 查 逊 外 推算 法 


259， 


我 们 针对 一 类 问题 来 建立 外 推 法 。 假 设 有 一 个 量 F* (与 
hh 无关) ， 由 一 个 步 长 为 h 的 函数 Fi(h) 去 逼近 ， 其 截断 误差 
为 

R(F*) = F* — F, (h) = 
agh’: +аћ?з +. tg, Аа nua (5,7) 
Жї p >р, :>-]>р>0, a, 为 与 hh 无 关 的 常数 . (5.7) Ж 
示 P i (h) 逼近 于 F* 的 误差 阶 是 kh 。 通 过 《5,7) 来 构造 一 个 新 
序列 ， 使 其 逼近 R* 的 误差 阶 为 ht: 
RERE. WE ag WEL -a 基 0 的 适当 和 常数， 将 《5.7) 中 
的 h 用 qh ERE, WE 
Е* – Е, (qh) = (qh)?! +0, (ан) ?: + 
+ =. +a, (qh) °: + = (5.8) 
然后 由 (5.8) Ю (5,7) xq" 48; 
| (1-а°:) Р* — (Fi(gh) — q? : P. (h) ) 
= 0,69%: — gq hit T Gi {afkog ih? t e 
也 可 写成 


F* Elah) -a° iF (h) 


1-4?\ 


=a dA „+... po -qd ip ү... 
@, 1-9" 2 Ci 19° 


= hii 4 ор? з ++, tahk t 


其 中 


都 是 与 h 无 关 的 常数 ， 若 令 


Fi 有 = 9.8.0) 


ЯВАР, (hn) 逼近 F* 的 误差 阶 为 h*:， 继续 做 下 去 ， 我 们 选 定 g 满 
JE 1 —q'a== 0 (m=1,2, °) 的 适当 正 数 ， 并 定义 序列 
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l-q'" (5.9) 


Мани а 
F (h) = F (h) т=1,2,3, ...... 


F. (h) 逼近 F* 的 误差 为 
F* 一 了 ih) == art h? m-a +a hem EOT 


EEG DRAA ЗЕМЕТЕ, APRUT: 


C1) Fath) (3 )F; (h) COFA th) | (10) Fah) 
(2) Figh) (5 УЕ: (qh) (9 )Fs (qh) | 
(4) Fgh) | (8 )Fa (gfh) i 


(7 ) Fi(gq3h) : 1 


(=) 龙 贝 格 算法 
它 是 根据 李 查 逊 外 推算 法 的 思想 ， 以 复 化 梯形 公式 为 基 
础 ， 计 算出 分 半 加 密 区 间 药 各 近似 值 T; 而 得 到 一 系列 结果 
Ti, Та T, МА Tats (5.10) 
HAT oR ДАВ [Ж Са, 60 5} 521238 2y ЯКА = (b-a) 
(2, 内 分 点 为 x,=a+hi (i=1,2,-- ,2' 一 1) 的 积分 值 。 
它 的 误差 为 
Í rooax-Tra = mm), acn<b 
可 以 证 明 复 化 梯形 公式 的 误差 还 可 以 表示 为 
*R(f,T,:)=I—T,t = ah? + ои + a hŠ + o (5.11) 
其 中 心 ， Qis Gs 都 是 与 六 无 关 的 常数 ， 
通过 《〈5.10》 来 构造 新 序列 ， 更 快 逼 近 ! ， 其 具体 做 法 如 
F: 
ШЕНЕ ВЕ 5.9) Wash, p.= 2 得 新 序列 
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АТ 一 T. 


S;= — 
_ ATa БЕ Тз 
3 4 


s АТ. -TT,i-t 
2 一 


(5.12) 


BM (5.12) 。 由 李 查 逊 外 推 法 (5.9) Жа = Уз Pa= d, 


得 新 序列 
42S,— S 
C, = 11 = I 
42652 – S 
3 = с ЗАА 
баа 


С & 42S,: 一 向 ;5 一 : 
1 = 一 一 一 一 一 一 


42—1 
继续 做 下 去 可 得 : 
43C 3 __ С 2 
R, = ДЫР = a 
С^ — C 
а 


(5.14) 称 为 龙 贝 格 公 式 。 
具体 计算 列表 如 下 : 


(5.13) 


(5.14) 


. SA IREBE) FRE., Ñ KW. A КЕЕ НЩ Н, 1975, SEA 


82,4. 
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1 (М HEART | 六 下 生 公式 8 | 柯 竺 斯 公式 C RAR 

0 | 2°=1 T. 

1 | 2122 T: S: 

5 22=1 Т.? | 52? Сг? 

3 | 2% = 8 тз ; 523 Сг? Rs 

4 24=16 Ta4 | S:t Cat R:t 

5 ` 25532 Т,5 52% єзї К, 
ЖАВ [н] ZJ 4818 2528 22 


IR, — Rit- [<e СЕН BE) 
Же ll sr. ЭЕ Е ТИЕ Zt h ЖИЕ, ЖИЫ ӨТ 
去 ， 但 我 们 不 难 发 现 再 往 下 做 下 去 ， 前 后 两 个 公式 差别 就 不 大 
Y. 但 工作 量 确 增加 了 不 少 , 因此 推导 出 公式 (5.14) 便 可 终 赴 。 


《四 ) 儿 点 说 明 


Т Ж (5.10) 中 , 计算 HT- MERAT: ih, 不 需 从 
头 计算 ， 只 需 计 算 新 增加 内 点 的 函数 值 ， 已 算出 的 函数 值 可 设 
法 加 以 利用 , ЁЛУ ЖИ РАЖИ НКБ] Т," 了 :的 关 
BWF: 
当 万 = I 时 ， 
T= Ф-а)[%1(@ + jb) | 


r= 2-6 [L rous ар уг fb) |. 


= 28 (ау ++ і) L сй (=>) 
=T,/2 + = !( 220) 


当 k=2B/, 
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aer ormum vw wawapana p i a 94. зз o 


TS | ә + {(а+ 24. г) уто» 


жые (esse) е) 
> f 7 Да+ i +Да+ 7 з) 


r s 


ra =P} (а) + EI artat- [ужу O) 


-1)) (5.15) 


2 H S, 不 难看 出 它 是 具有 3 ККФ ЕЕ hE 公 
式 。 因 为 


EE 
106-90 а)+ tf] 


E4 


=P Í fayt (H) | 


例 ”计算 积分 I= [4 -de， 精 确 到 10-= 。 


4. a=0, b=1, 


1° т=-Е0](00+] 402 = 二 (+2) =3 


2° ka a 《5， Н сен 
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rr A| (À) 


r= КӘ) (D) ÀG) (2) 


= 3,13899 
Т: = 3,14094 
3° 根据 公式 (5.12) 计算 出 


S52 = _4T2 一 了 1 =3,1333 


52 = AT Ta = 3, 14157 


5,4 = 3,14159 
4° 根据 公式 《5.13) HRH 


_ 42584-5: _ 


25 Q2 
СЗ = PSr- Se = 3.14159 


C; =3,14159 
5° 根据 公式 (5.14) 计算 出 


эз. z 
Rè- Cr er =3,14158 


4 _ 4С, = Cè = 
R; >л 3.14159 


H T [Ri R| 0.00001, FÆI 


|: 4_ dx=3,14159 
0 1 + x 
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| >й = |, 
І | а 4arc tg x Р 


= 和 = 3,1415926--• 
习 Ей 5:5 
1 用 龙 贝 格 方法 计算 积分 Amao 


i= | Ta 


2 ”用 龙 贝 格 方法 计算 积分 


S6 Ит (Gauss) 求 积 公 式 


从 前 面 的 讨论 中 我 们 知道 内 播 求 积 公式 代数 精确 度 与 节点 
ARAA, 比如;n 个 节点 的 内 插 求 积 公式 


人 fax= УЛАН + R.C) (6, 
€ k= o 


它 至 少 具有 п-1 次 代数 精确 度 ， 为 此 要 提高 精度 必须 增加 节 
点 。 现 在 提出 这 样 一 个 问题 ， 如 果 节 点 个 数 固定 ， 适 当选 取 节 
点 能 否 提高 内 揪 求 积 公 式 〈6,1) 的 代数 精确 度 呢 ? 答案 是 肯 
定 的 ， 只 要 恰当 地 选择 节点 x RER 《6.1) 式 具 有 20-1 
次 代数 精确 度 ， 但 不 能 再 高 。 证 明 见 下 面 定理 1 . 

定义 具有 2nr- 1 次 代数 精确 度 的 内 描 求 积 公式 (6.1) Ж 
为 高 斯 求 积 公 式 ， 甚 节点 

Xis Жз, Nis Xa 


称 为 高 斯 节点 。 
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在 这 里 我 们 假定 〈6.1) 的 积分 限 为 
а= -1;b=1, 对 于 一 般 情 况 可 作 变 换 


a+b, b- 
r у" 
Са, NEC- 1,11, 
定理 1 Xi,X2 х. ЖЕЙН ЛАП ЛЭ? ЖЕЕ п 
次 多 项 式 
б(х)=(х-—х,)(5%—х,)-(х—хХ„) (6.2) 
一 切 次 数 小 于 或 等 于 -1 次 的 多 项 式 2(x) 孝 正 交 : 
| О(х)о(х)йх= 0 (6.3) 


证 明 必要 性 ， 设 xi,%2,… sx。 是 高 斯 节点 ， 即 (6.1) 对 任 
何 2n 一 1 次 多 项 式 都 精确 地 成 立 。 

因 QCX) 的 次 数 志 nn 一 1, 故 QCx)o(x) 的 次 数 < 2n- 1, 代入 
(6.1), Bo(x, )= 0, 则 


| осоосх)ах= TAQ (x; )=0 
TA k=i 


BH(6.3)p8 37. 
充分 性 :， 设 帮 x) 是 次 数 委 24 一 1 的 多 项 式 ， 以 (хх) Кя) 
得 , А 

1х) = О(х)о(х) + r(x) (6.4) 
其 中 CCx),r(x) 的 次 数 均 生 4 — 1, 对 (6,4) 从 - 1 到 1 作 积 分 ,由 
(6.3) 可 得 


| fxoax= | ecoekx)ax+ | rax 


= | кодах (6.5) 
NXER6.1 рО MZN, r( x BTK En- h 
| roax= УС Arx) (6.6) 


х=1 


精确 成 立 。 但 由 (6.4) 知 , f(x, ) =r(x,), 于 是 由 (6.5),(6.6) 知 
Í fx)dx= УТА Кх) 
т kal 


精确 成 立 . 
晤 后 证 明 ， 对 2n 次 多 项 式 了 x)=wm:(x)。 求 积 公式 (6.1) 
不 能 精确 成 立 。 
EXE, Кх) = ох) А (6.1) 式 两 端 : 
жў = 3 Асана) 


k=1 
E- | excx)ax>0 


即 66.1) 式 对 2n 次 多 项 式 ozx(x) 不 精确 成 立 。 

从 而 (6.1) 具有 2n 一 1 次 代数 精确 度 ， 即 xX XW 
高 斯 节点 。 证 完 . 

由 定理 1 可 知 ， 若 能 找到 满足 6.3) 的 w(x), 求 出 其 根 ， 
则 高 斯 节点 也 就 找到 了 。 

由 第 四 章 S 9 知 满足 (6.3) 的 nn 次 多 项 式 ox) 只 能 是 首 
项 系数 等 于 1 的 勒 让 德 多 项 式 


2"(n!)? Е 
n) ` Р„(х)=@(х) 


这 就 是 说 用 п 次 勒 让 德 多 项 式 的 nn 个 根 ( 它 有 个 不 相等 的 实 
O 作为 节点 , 构造 的 内 插 求 积 公式 具有 2n 一 1 次 代数 精确 度 。 
定理 2 高 斯 求 积 公式 的 系数 A, MEERN, H 
SE: i olx) 
A= |` (х x, jo (х) je 
ӨЗИ: o) 1° а эу 
ИЛЕР: (су) su 
证 明 因 高 斯 求 积 公式 对 于 次 数 =<ç2n -1 的 多 项 式 都 精确 
wRr Mio ly) 是 24-2 次 多 项 式 ， 放 由 高 斯 


(х x, o (x,) 


Рх у= 
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ae olx) у 
К. (х- х, )о‘ (х, ) gx 


s с сун ксы р 


但 
sa afa 当 jk 时 
CSS = е м j= к (6.7) 
所 以 
- [' Í ax) ЕРИНЕ 
A. = | 00 Макро, k=1,2, n 
因为 


a (олку — А асо уа (6.8) 
右 端的 积分 ， 由 分 部 积分 得 : 

J e 
H» o(1)=(-1)'e(- 1), @ 

|А 200 а= -2e pa f$ обого) ix 


-1 lxX— X; 1-х} х- x, 


8. j 2@( х)®'/ (х) + 
-1 -1 Х—Х, 


但 OCO B 2n-2 а, НЗ хех, је. 


用 高 斯 求 积 公式 并 由 (6.7) 则 有 


ФО) V dx= -2—0) 3 
j. ре x, | a= 1-х k: асы] 


代入 (6.8) 式 ， 解 出 4:， 即 得 


=... 2 | o, (1) ү = J asa 
йу бы. ер 


пёс. 


269 


定理 3 шй ](х){ЕС-1,11Ж2һп 阶 导数 ， 则 高 斯 求 积 
公式 的 余 项 为 


Ripe ы ршн» 


2ъ+1 С(2п)17* 


证 明 由 第 四 章 $ 5 知 过 n 个 高 斯 节点 的 爱 尔 米 特 捅 值 公 
式 为 


Ө, —1<q<1 (6.9) 


Кх) = Нох) +1 = xE a(x) (6.10) 


其 中 Ee( -1,1), HSA ypas aaa 
®@(х)=(х—хХ,)(х—хХ,)+(х-—-х,) 


对 《6.10》 从 一 1 到 1 积分 ， 则 得 
| .f(xyax- ү, H(x)dx 


1 
“ni 
因为 高 斯 公式 具有 2n 一 1 次 代数 精确 度 ， oL- 1,1) ) 上 不 
变 号 ， 所 以 存在 #(-1,1)?， 使 
| Koax- УА, Н(х,) 


k=1 


j. fe "XE zal х)ах 


(zr) 1 
„ Ў ra _ (x)dx (6.11) 


但 


、_ 2°(ю)? 
@(х) = (n) P" P(x) 


о. 99 知 


е f 2m F HE ， 
人 awx = [— | р0х)ах 


= [7n j 2 
(2n )} 2n-+1 
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HEREA (6.11) 的 右 端 ， 经 整理 后 便 得 (5.9) 式 。 EZ. 

对 于 n= 2 的 高 斯 公式 ， 从 几何 直观 地 看 , 即 是 能 找到 а, 
x, 使 通过 (xu, fO) (х, ANKRE- 1, 1] 上 国 成 的 
面积 同 三 次 多 项 式 》=f 也 x) 在 C-1, 1 上 围 成 的 面积 相等 ,如 图 
5.5 Ж, 


其 中 


即 
| rGoax=-1( - —) + (=) 


实际 应 用 时 ， 由 于 x; ;有 ;可 事先 算出 ， 则 直接 代入 


| 9) К 
jf Кх)ӣх= Ау ”| 一 ú 1 
се ыш I ү! lat 
中 计算 即 可 。 РОА 
тШ x,, A, 208. sa i je 


— s с + 


1 0 2,000000 
z +0,5773503 1,002900 
В: Lw 
0 -p -0.8888889 
š š 
! + 0.7745967 - >- = 0.5555556 
+0.8611363 2,3478548 
4 
+0.3399810 0.6521452 
+0,9061799 0.2369269 
5 0 7.5 288889 
+ 0,5384693 0,4786287 


值得 指出 的 是 ， 在 取 高 斯 节点 时 ， 必 须 注意 和 其 系数 相互 对 
应 . 
例 用 高 斯 求 积 公式 计算 | ax 


21, 2-1 Е 
eel a AE SERE S 
Jx a Z J 27i, 2-1, 
2 
1 2 
-1 d 
22 -1 3+t Í 
有 
219 3+0.774597 9° 3+0 
— 
5 


q+ 2 


кй 
e —— “> | 0,69312 
9 320.774597 J е 


.2 2 
实际 上 ， геу a dx = 1пх Ë =1п2 = 0.693147 
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sJ 题 5.6 
用 高 斯 公式 求 积分 Ao) 。 


= = U: 

《2 ) r= 
. Ë 

ке |, Te 


用 高 斯 公式 计算 积分 (精确 到 10-+) 。 
I= [ут +2х dx 
计算 积分 (精确 到 10-4》。 


dx 
0 (1 +x) x 


证 明 高 斯 系数 和 4, 之 和 等 于 2. 
求 tto  B., B, É Ái, 4: 使 内 揪 求 积 公 式 


[ковш =B,Jf(1 ) + B;f( —1) + А. n)+ Aje) 


具有 最 高 代数 精确 度 。 
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第 六 竟 ” 常 微分 方程 数值 解法 


1 5 Е 


在 工程 技术 及 其 他 很 多 自然 科学 领域 中 ， 常 常会 遇 到 微分 
方程 的 求解 问题 。 比如 求 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


dy _ 
dx = ](х,у) 
Yles, = Yo 


在 区 间 ахь LWR. 然而， 我 们 知道 ， 只 右 少 数 十 分 简单 
的 微分 方程 才能 求 得 它们 的 精确 和 解 ， 既 使 求 出 解 ， 也 往往 由 于 
复杂 和 在 解 的 表达 式 中 含有 e". Тах 等 初等 函数 值 的 计算 ， 得 
到 的 仍 不 是 准确 值 。 多 数 情形 具 能 用 近似 方法 求 其 近似 解 。 在 
微分 方程 教材 中 已 经 熟悉 的 级 数 解法 、 逐 次 再 近 法 等 就 是 近似 
解法 ， 这 些 方法 可 以 求 出 解 的 近似 表达 式 ， 称 为 近 似 解 析 - 方 
法 ,还 有 一 类 近似 方法 ， 它 可 以 给 出 解 在 一 些 离 汶 点 上 的 近似 
信 ， 遂 常 称 为 数值 方法 . 

数值 方法 的 基本 思 候 是， 在 解 的 存在 区 间 上 取 N+1 个 节 
点 : 

O = XONAR XX ` b 

这 里 差 h, =X,- x,-;， 称 为 由 x;_, 到 x, 的 步 长 ,这 些 h, (n= 
1，2，…，N) 人 可 以 不 相等 ,但 -一般 肥 成 相等 的 ,这 时 = 
“~”， 在 这 些 节 点 上 用 离散 化 方法 (通常 用 数值 积分 ,数值 微 
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分 、 泰 勒 展开 等 ) W$ ЕНЕ И ЖГ š CPE ШЇ BJ38 Б ja] 
题 , 把 这 个 相应 问题 的 解 ys 作为 yx, ) 的 近似 值 (满足 规 定 的 精 : 
度 惕 求 》 .这样 求 得 的 y, 就 是 上 述 初 值 问 题 在 节点 x, 上 的 数 
值 解 . 一 般 来 说 ， 不 同 的 离散 化 导致 不 同 的 方法 。 利 用 数字 电 
子 计算 机 解 微分 方程 就 要 使 用 数值 方法 ， 

本 章 主要 研究 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 儿 个 常用 的 数值 
方法 ( 龙 拉 (Euler) 法 、 龙 格 一 库 塔 (Runge-~Kutta) 法 、 阿 当 
姆 斯 (Adams) 法 ) 和 二 阶 常 微分 方程 边 值 问 题 的 差分 法 以 及 
有 关 的 某 些 理论 问题 。 


$2 ” 尤 拉 法 与 改进 尤 拉 法 


(一 ) Z ù 法 

对 常 微分 方程 初 值 问题 
{ у= х,у) (2.1) 
Yarno = Yo - (2. 2) 


用 数值 方法 求解 时 ， 我 们 总 是 认为 (2.1) 一 (2.2) 的 解 存在 且 唯 
一 。 由 常 微分 方程 理论 知道 ， 应 需 假 设 Kx,y) 在 带 形 区 域 D: 
Jaixo, – о<у< воо} 
内 连续 ， 且 对 ?来 说 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 
Ixy iy SL -a (2.3) 
其 中 (xy ) 、(x,2”) 为 了 中 任意 二 点 ， 工 为 李 普 希 兹 常数 。 
尤 拉 法 是 解 初 值 问 题 的 最 简单 的 数值 方法 ， 它 是 将 (2,1) 
写成 与 之 等 价 的 积分 形式 


ув) = убх) + е уса (2.4) 
Ф х=х,, ЖЛ НР 
у(х... = у(х, ) + | [уст а (2.5) 
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y(x,,.)= убх, IHR, убх, )) +В, (2.6) 
BERR ,以 y;，y +1 分 别 代替 убх, ), убх. ..), 0 

yaa = У+А(х,,У,),п= 0,1,2, (2.7) 
这 就 是 尤 拉 法 计算 公式 。 我 们 称 К... 为 尤 拉 法 在 x, AÉ 
局 部 截断 误差 。 它 表示 在 利用 〔2,7) 计 算 y,+ ,时 方法 本 身 的 误 
差 。 由 左 符 形 公 式 的 余 项 知 ， 


2 . 
R. = -7 全)， X, <Š,+ i АР (2. 8) 


可 以 简 记 为 O(h2)， 

我 们 知道 方程 (2.1) 的 解 y(x) 是 (x;?) 平 面 上 的 一 族 积分 
曲线 ， 这 族 邮 线 上 任意 点 的 斜率 为 1(x,y) 。 过 点 (xo, уо) 的 积 
分 曲线 就 是 初 值 问题 (2.1)— (2.2) 的 解 。 

尤 拉 法 的 几何 
Жу. 表示 解 y(x) 
ШИ 线 通过 点 (Xo, 
y) 县 引 过 该 点 以 
斜率 为 Í Xo , ya) 的 
积分 曲线 的 雪线 
(ME 6.1) 。 此 
切线 与 直线 x= x: 
相交 、 其 交点 纵 坐 
BEDA yo 再 过 点 Оа, ЕР а, у) 为 斜率 的 切线 ， 此 切 
线 与 直线 x=xa 的 交点 的 纵 坐 标 为 ,依次 类 拖 ， 从 (x,-;， 
?出 发 ， 作 以 Fri ya- 为 斜率 的 切线 ， 此 切线 与 直 
线 x=x, 的 交点 的 纵 伐 标 为 y, 。 将 这 些 点 分 别 记 为 Ао, A 
As:、…A,， 由 这 些 直 线段 按 4oA41、 AA. +, A, А.Р 
接 起 米 ， 便 得 到 一 条 折线 。 这 条 折线 就 作为 所 给 初 值 问题 精确 
解 y(x) 的 近似 解 ， 因 此 ,这 种 方法 亦 称 折线 法 . 

从 《2.8) 中 看 出 ， 如 果 微 分 方程 《2,1) ~ (2.2) HAW 
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у= убх) 为 次 数 不 超 过 1 的 多 项 式 时 , 公式 〈2.7 ) 是 精确 的 .所 
以 我 们 亦 称 (2,7) 为 一 阶 方法 。 一般 地 , 如 果 一 个 近似 公式 对 所 
有 真 解 y(x) 为 次 数 不 超 过 p 的 多 项 式 成 立 ， 则 称 为 p RAE. 
截断 误差 的 大 小 标志 着 逼近 程度 的 好 坏 。 当 然 ， 我 们 可 以 认为 
阶 数 越 高 ， 有 逼近 的 程度 就 越 好 。 

例 1 用 万 拉 法 求 初 值 问 题 


Vs —— (2,9) 


(2,10; 


х= 0(0,.02)0.10 时 的 数值 解 ,此 处 0,0.10 指 积分 上 下 限 ,0.02 
为 步 长 。 


和 解 把 fxyy)= — 9 ° Эу 伐 入 尤 拉 法 计算 公式 〈2， 7)， 
就 得 
= 0.9 _ 
Yati = Y, h 1 + 2x, Fa 
i кер 
也 018 Jya 2=0,1,2,3,4. 


п Ха Уһ убх.) ё. = у(х.) 一 Ja 
Ее КЕЯ МЕГ ы =з, ЕМИЕ 
0 | ° 1.0000 1.0009 | 0 
1 } 002 o; 0.9820. ' 0,9825 | 0.0005 
| . 
2 | 0.04 0,9655 0.9560 | 0,0005 
3 | 9.0 | 0.9489 0,9503 0,0014 
: | 
4 0,08 | 0,9336 0.9351 0.0018 
ë 1 
5 | | 0.0021 


0.10 | 0.9192 i 0.9212 ' 
эш НОРМА СЕР bus r щл u: 


ЖЕФ убх, ) 列 , 乃 。 是 初 值 问题 (2.9) 一 (2. 10) И 
у(х) = (1 + 20) 9.45 
在 x, ЕКИН, е, ЛЕНЕ у. ЮЖ. 从 表 中 订 以 看 出 ， 随 
着 于 的 增 大 ， 误 差 也 在 增 大 。 所 以 说 ， 折 线 法 计算 简便 ， 对 一 
些 问 题 有 较 大 的 使 用 价值 。 但 是 ， 它 的 误差 较 大 ， 所 得 的 数值 
解 精确 典 不 高 . 


(二 ) 改进 尤 拉 法 
如 果 用 梯形 公式 计算 〈2.5) 中 右 端 的 积分 ， 那 么 
гауса = [ieyt + 
a +} (х, +1› убх, 120] + RD 
会 去 R. 后 ， 代入 (2.5) 的 右 端 ， 并 以 Yn, Yati 分 别 代替 
y(x,), y(X,+i)> ЕПВ; 
Yari = y, +E CH x, y,) 
+](X,+ i, Yat) (2.11) 
њ=0,1,2,:-,№-1. 
上 式 就 是 改进 尤 拉 法 的 计算 公式 , ЛЕВЕ IU 为 改进 
龙 拉 法 在 x+ .处 前 局 部 截断 误差. 如 果 在 Ca, 如 上 у(х) ж 
在 ， 则 ， 

,RS ута), Xa Lha Аса. (2.12) 
比较 〈2.8) 与 《2.12) 可 着 出 ， 尤 拉 法 的 局 部 截断 误差 比 改进 
无 拉 法 的 局 部 截断 误差 要 大 些 ， 即 当 ro 0 时 前 者 的 无 穷 小 量 
比 后 者 的 低 一 阶 . 

值得 注意 的 是 ， 改 进 尤 拉 法 的 计算 公式 (2.11) 只 给 出 关 
Py: 的 “ 隐 式 ”方程 ， 这 种 公式 常 称 为 隐 式 公式 .相应 地 ， 
公式 (2.7) 称 为 显 式 公式 

方程 〈2.11) 通常 用 夺 代 法 求解 。 例 如 ， 先 用 尤 拉 法 公式 
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人 2.7) 求 出 一 个 值 у, 作为 初始 近似 ， 然 后 再 用 改进 尤 拉 法 
(2.11) 进 行 达 代 , 直至 满足 精度 有 要求 为 止 。 这 时 友 代 公式 为 : 
у = y. +hf(x,..y.) 


У = y, + Ох, +оо 
m=], 2p е (2.13) 
эЧ h Aah КОЕ ВЕС 2.13) 是 收 敏 的 。 AAI 3 T y 
їй ДЕР ta akii, Ж 


yk - уд] = Н В ra. у i. ) - f(x, yh )) 


==] ури | 
HILT A, HE 
HE < | (2.14) 
Аус, у! и y уз е, 
国 此 ， 当 ?取得 比较 小 时 ， 合 (2,.14) 成 立 .， 这 就 是 (2,13》 
收敛 的 充分 条 件 ， | 


当 步 长 h RES, ШАК. FKR] 
мз ЖЖК 57а, ЕВРА h 选 的 过 


， 永 缩小 步 长 后 再 计算 。 
1092 ”用 改进 尤 拉 法 解 初 值 问题 
ИЙЕ: 
У =- Trx” 
Y]z-a=1 
解 ” 取 = 0.02, (2.13) 
y) = 1- 0.02 х ү: ° x1=0.9820 
G} _ 0.02 0.9 0.9 
D=- h (ә x1+ ү буе 50.9820) 
= 0.9825 
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y (2 = 0.3 


f 120 er A 0.9825) 
=0.9825 
xU) у 表明 选 代 收 和 敛 。 
与 全 工 表 中 的 真 解 >(0.02) = 0.9825 以 及 尤 技法 所 得 的 数 
IB у. = 0.9820 比较 ， 说 明 改 进 尤 拉 法 确实 精确 度 较 高 ， 
在 引言 中 我 们 曾 指 出 ， 有 各 种 不 同 的 离散 化 的 途径 。 如 果 
用 数值 微分 或 台 劳 展开 式 ， 同 样 可 导出 公式 (2,7) 及 〈2.11)。 
另外 ,我 们 指出 ， 像 公式 〈2.7) 及 (2.11) 那样 的 方程 ， 有 时 
称 为 差分 格式 。 


>J 8 6.2 


1 试用 台 劳 展开 式 导 出 解 y= 了 (x,y)，y(xo) = yo 的 尤 
拉 法 计算 公式 
Уа+›=У„ +hf(x,, y.) 
并 估计 其 局 部 截断 误差 , 
2 ЩЩ Уу =}(х,у), y(x) = уо 的 中 点 折线 法 : 
Yati = y.—i + 2hf (Xa Yn) 
并 估计 其 局 部 截断 误差 ， 


з WEH: 在 初 值 问题 (2.1) 一 (2.2) 中 ， #|- | <M， 


nM 2 


ls MRE 《2,13》 是 收敛 的 。 


4 ”试用 尤 拉 法 与 改进 尤 拉 法 求 
у =x+xy, y(0)= 0 
当 x=0(0.05)0.10 时 的 数值 解 ， 并 与 真 解 比 较 。 《精确 到 
10-3) 。 
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$š 收敛 性 与 稳定 性 


本 节 我 们 仅 就 尤 拉 法 讨论 微分 方程 数值 解法 的 两 个 理论 问 
题 一 一 收敛 性 和 稳定 性 ， 

在 用 尤 拉 法 (2,7) 解 初 值 问 题 的 过 程 中 , 出 于 有 截断 误差 ， 
所 以 就 有 这 样 的 问题 ， 当 步 长 h 取得 充分 小 对， (2.7) 的 真 解 
y。( 即 在 计算 过 程 中 不 做 会 入》 是否 能 足够 精确 地 到 近 微分 方 
FR y(x,)， 也 就 是 说 ， 当 有一 0 时 ， 是 否 有 y.y)? 
这 个 问题 称 为 收敛 性 问题 。 

其 次 ， 由 于 在 实际 计算 中 ， 难 兔 产生 舍 入 误差 《计算 机 字 
长 有 限 等 原因 ) ， 所 以 就 有 这 样 的 问题 :在 某 一 步 上 产生 的 误 
差 在 以 后 计算 中 是 否 会 无 限制 地 扩大 ， 以 致 得 不 到 所 需要 的 数 
值 解 ? 如 果 这 样 ， 该 方法 是 不 适用 的 ， 关 于 这 方面 的 问题 ， 称 
为 稳定 性 问题 . 


(一 ) 相 容 性 


注意 (2.7) 是 〈2,4) 的 近似 表达 式 ， 而 〈2.4) 是 袜 分 方程 
《2.1) 的 等 价 形 式 。 因 此 ， 只 有 对 所 有 满足 方程 (2.1) BJ ра 
数 y(x) ， 能 够 使 表达 式 


1 


p У, +1 - hf(x,, yn) 


通 近 于 -全 -f(x,y)， 才 能 期 涓 〔2.7) 的 解 追 近 于 (2.1) 的 解 。 


定义 1 解 方程 (2.1)》 的 差分 格式 称 为 相 容 的 ， 如 果 它 
至 少 是 一 阶 的 。 

按 此 定义 ， 我 们 容易 验证 尤 拉 法 (2.7) 和 改进 尤 拉 法 
(2.11) 都 是 相 容 的 方法 。 
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(二 ) ЖЮК УВЕ 
由 2.8) 知 ， 尤 拉 法 的 局 部 截断 误差 为 


R. =F y" E41) = OG) 
设 y, 是 在 无 合 入 误差 的 情况 下 ， 用 C.DA ARE 
的 近似 解 . 称 ,= yC) ->: 为 尤 拉 法 (2.7) 的 整体 截断 误 
差 .局 部 截 浙 误 差 和 整体 截断 误差 有 如 下 关系 ， 
定理 1 如 果 f(x,y) 关于 ? MEERMAN IRER 
киз. 
h? 
IR.|<— 


则 尤 拉 法 的 整体 截断 误差 e, 满足 估计 式 


JE | «еб ere Jeo] + -et -1) (3.1) 


M; (n=1,2, N) 


其 中 工 为 李 普 希 效 常数 , р-а 为 区 间 长 度 ， М, = тах| у” (х) |. 


证 明显 然 六 满足 (2.7)， 即 


Y. = y. ЖАХ, у.) (3.2) 
从 (2,6)) 减 去 (3.2) 得 到 


gs = E01 HRS Cni Убх„-,)) —}(х„-1, р 


+R, (3.3) 
жЕ НА |R,| <-®—м„, RA 
е, +1) leni + й M2 (3.0) 
RAAM 03.1). ШЖ 
е, |< (1 RL) |е, + А M; 
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2 
<‹@а +, | + EM: t (+ hy JE Ma 


==. ... 


км; са 


= (i +ALL)" |20} + шам)! 


(‹(1+А1)°—1] 


=(1+RL)"|ës] + 


又 因为 h = Ps, Hx, = a+ nh=<<b, JA fii 


(ARL) (1 +hL) “eTe 
于 是 ， 由 1e,j 的 递 推 关系 推出 〈3.1)。 证 完 。 
(3.1) 表 明 尤 拉 法 的 整体 截断 误差 由 初始 值 的 误差 so 与 局 
部 截断 误差 界 -如 -Ma ныш, эрезе 0， 由 (3.1 可 知 


le, | = O(h) 
即 尤 拉 法 的 整体 截断 误差 的 阶 与 闫 同 阶 ， 而 比 局 部 截断 误差 的 
阶 低 一 阶 ， 
这 样 ， 当 so = 0，4 一 0 时 ， 妨 一致 地 收敛 于 微分 方程 的 解 
у(х„), ЛИШИМ. 


(=) 4 定 性 
因 舍 入 等 原因 ， 初始 值 不 可 恕 免 的 带 有 误差 ， 记 为 e= 
- yo。 由 于 初始 误差 的 影响 传播) ， 不 可 能 求 得 (2,7) 的 
真 解 ， 我 们 把 2.7) 的 真 解 记 为 > ， 而 数值 解 记 为 y，( 不 考 
虑 在 以 后 计算 中 的 会 入 误差 ) ， 记 
е, = У, у, 
定义 2 КЭ АЛЕ ЙО, ПОЕНЕ К 
条 性 的 方程 〈2.1)， 存 在 常数 с 及 ho， 使 得 当 0<h<ho 时 ， 
该 差分 格式 的 任何 二 解 满足 不 等 式 
ly, = y, | <їс]ўо- y| (3.5) 
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Дуу. ЕН ДИН», уон, ЖЕЙН SABE 
下 ， 按 该 法 求 得 的 ， 
不 等 式 (3.5) RH, е. = у. – y WEB ik k Fi ео = 
六 ->o。 即 右 端 变化 小 时 ， 解 的 变化 也 小 。 显 然 ， 如 果 1imleo| 
=0, ит |е, | -0。 由 此 着 出 ， 当 充分 小 时 ， 解 将 连续 地 
依赖 于 初始 值 ， 一 个 稳定 的 方法 ， 其 误差 的 积累 可 受到 控制 ， 
定理 2 E рх, 小 在 区 域 {a 所 Xb, — со уш r coll Ë 
续 ， 上 月 关于 y 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 则 尤 拉 法 是 稳定 的 ， 
证 明 BI y. EAMAN y 出 发 ， 在 没有 会 入 
误差 的 条 件 下 ， 按 尤 拉 法 公式 〈2.7) 求 得 的 ， 即 
уу = po Аха, Pa) 
Ул = Уу. ЖКХ, Yani) 
从 而 | 
[е.1<1[6..1+ 7, 1, Pei) fx, Paal 
(1+ А1) leni (3.6) 
反复 利用 (3.6) ， 并 注意 (1 IRL et E 
е, | «е2 [ео] 


取 c = etor, MRA (3.5) ， 从 而 尤 拉 法 是 稳定 的 ， 


《四 ) 绝对 稳定 性 


在 《三 》 中 的 稳定 性 概念 ， 实 际 上 是 在 %~0 的 情况 下 讨论 
的 ， 可 称 之 为 渐 近 稳定 性 《或 古典 稳定 性 ) 。 然而， 实际 计算 
只 能 取 有 限 的 固定 步 长 hn ， 它 不 可 能 随意 缩小 。 因 此 ， 我 们 关 
心 的 是 ， 对 固定 步 长 ， 计 算 过 程 中 所 产生 的 误 2 (或 称 摄 
动 ) 对 以 后 计算 结果 的 影响 不 会 步 步 增长 的 情形 ， 即 某 数值 方 
法 仅仅 在 一 个 节点 上 ?。 有 大 小 е, 的 摄 动 ， 在 没有 售 入 误差 的 
条 件 下 ， 由 此 摄 动 而 引起 以 后 各 节点 y. Отс) 的 摄 动 都 满足 

len < |е, | 

就 说 这 个 数值 方法 绝对 稳定 。 
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由 于 舍 入 误差 的 随机 性 ， 要 对 差分 格式 的 绝对 稳定 性 做 全 
面 分 析 是 有 困难 的 ， 记 以 经 常 将 问题 简化 ， 只 限于 考虑 模型 问 
ЕЙ: | 

| У злу (3.7) 
у(х) = yo 
为 了 保证 方法 的 绝对 稳定 ， 步 长 丸和 A 值 都 要 受到 一 定 的 限 
制 . 设 4 为 复数 ， 在 hA 复 平面 上 ， илин, 就 称 为 
相应 方法 的 绝对 稳定 域 。 
Biin., AEAEE (3,7〉， 得 


Yatı = у, +hAYy, 
Ysi =y, +hAy, 


ёл+ї = е. +В Ае, = (1 +hA)e, Z svare 
= (1 +hA)"''e 


显然 ， 当 是 | = |1+hA| 志 1 时 ，|es+1| 筷 |e:|。 因 此 ， 满 足 不 
等 式 | 
la] = |1+һА| <1 (3.8) 


的 4 值 就 是 绝对 稳定 域 。 它 是 以 - 1 为 心 ， 以 1292635038. 

象 龙 拉 法 那样 ， 具 有 有 限 的 绝对 稳定 域 的 称 之 为 Ж Ж 
=. 否则 ， 便 称 为 无 条 件 稳定 ， 

同 理 可 证 改进 尤 拉 法 的 绝对 稳定 性 (和 贸 给 读者 〉， 

是 否 所 有 解 初 值 问 题 的 差分 格式 都 绝对 稳定 呢 ? 事实 不 
然 ， 

з 讨论 中 点 折线 法 

Yari = Yr +2һу'„ (3.9) 

的 绝对 稳定 性 . 

解 为 简便 计 ， 在 模型 方程 3.7) 中 ， 我 们 取 4 为 小 于 0 
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的 实数 ， 则 | 
Enpi =ê, + 2hAÀe, (3.10) 
显然 ， 《3.10) 是 关于 到 的 二 阶 差 分 方程 为 解 方程 (3.10)y， 
令 е„-А*, {ЧА (3.10), ВА": 除 之 ， 移 项 ， 使 得 “特征 
方程 ? 
1%°—2ҺА5—1=0 
它 的 两 个 根 分 别 为 
M =RA+,/ МАТУ 
А»=һҺА-—- a А+ | 
从 而 (3.10) 的 通 解 为 
е„=а)," + ВА," 
Ko Fa, В уп AAMER, ВАО, А11, 而 al>. 
于 是 ， 当 步 长 hh 足够 小 时 ，e, ATEJ., ЖШТ (з. ) 
是 绝对 不 稳定 的 ,但 它 是 收敛 的 (证 明 上 略 ). 
BJ6.2 是 用 中 点 折线 法 解 初 值 问题 
y=1-y у(0) =0 (3.11) 
的 计算 结果 《 取 h=0,1，y: =1--e*) 。 容 易 算出 (3.11) 的 
真 解 为 y(x) = 1-e *， 它 的 渐 近 线 是 y=1. 
从 图 中 明显 看 出 ， 
所 得 的 数值 解 不 能 近似 
地 表示 微分 方程 的 真 
fR, 随 着 x АЕК, 振东 
越 严 重 . 究 其 原因 ， 主 
村 是 在 计算 过 程 中 会 入 
误差 的 影响 造成 的 ， 
这 个 例子 说 明 ， 并 
不 是 任何 一 个 差分 格式 
都 可 以 求 得 满足 精度 要 
求 的 数值 解 。 只 有 那些 即 收 敏 又 稳定 的 格式 才 是 实用 的 。 


286 


6.2 


5] ЯЯ 6.5 


1 证 明 : Ж f(x, у) 关于 ? 满足 李 普 希 兹 条 件 ， у (к) F 
在 且 连 续 ， 则 改进 尤 拉 法 的 整体 截断 误差 e. 满 呈 估计 式 
h? Ma 


i 6200-3211 МЗ goti- 
ig | se "leo! Т2]. (е2. 1) 


ЖКК, Мз = тах | у”! (х) | 
2 对 初 值 问 题 
y'+y=0, y(0)=1 
BHH ЖО ЖА ЛД, C2.11) 所 求 得 的 近似 解 为 
y(nh)= y,= (2-2): f (х= nh) 


并 证 明 当 hh 一 0 时 ， 它 收敛 于 精确 解 e `. 
3 ”讨论 改进 尤 拉 法 的 绝对 稳定 性 ， 


$4 龙 格 一 库 塔 法 


出 上 节 知 道 ， 截 断 误 差 的 阶 是 奖 量 一 个 方法 精度 高 低 的 主 
要 依据 。 能 否 用 提高 截断 误差 阶 来 提高 方法 的 精确 度 呢 ? 回答 
是 肯定 的 .本 节 介 绍 的 泰勒 级 数 法 各 龙 格 一 一 库 塔 法 、 就 是 共 
于 这 种 思想 构造 出 来 的 . 


(一 ) 泰勒 级 数 法 
如 果 初 值 问 题 (2.1) —— (2.2) ВУД у(х) ECX xE 
存在 p+ 1 МУ НЮ, Ву) СС’, АШТ АЯ 
убх.+1) = y(x,) — hy' (х„) +, 
+ (4.1) 


g87 


ev 


其 中 截断 误差 为 
НИ hts 
к= (p+1)1 
Ж ЛФ ТА, DEDE MAr Ж АНУ (х„), 
则 得 


уос) = O (п? +! ), Xa аб ЕЕ (5-0. 


yo 
h’ у O I 
+ = y, (4.3) 
用 公式 〈4.3) 解 C2.1)— 《2,2〉 的 数值 方法 称 为 泰勒 级 数 法 
(或 称 泰 勒 展 开 法 ) 。 当 p= 3 时 ， (4,3) 变 为 


2 3 
yaa my, Ву", ty" (4.4) 


2 
此 时 截断 误差 (4.2) 为 


п? 06) p 4 
Кз = зі) y (2) = О(нќ), х, «ёх, +. (4.5) 


从 截断 误差 的 表示 式 中 看 出 ， 如 果 微 分 方程 〈2.1) 的 真 解 


у= уб) 为 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 ， 公 式 《4,4) 精 确 成 立 ， 因 


此 (4.4) 是 三 阶 方法 . 
例 4 导出 用 三 阶 泰勒 级 数 法 解 方程 
y =x ty 
的 计算 公式 。 
解 将 
y = Кх,у) = X2 + у? 
у=} =2х+2уу = 2x + 2y + y?) 
y" =f” = 2 + 2yy” + 2 (y 22 = 2 +4xy + 
+ 2 (x? + у?) (x? +3у), 
у= 8" = 2уу''+2у/'у' + дугу" = уу"! + 
+ 6у' у" = 4у + 4х(3х + 5y2) + 
+ 8у(х + у?) (2x? + 3y2) 
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ry 


代入 U.D, 得 


Yasi = pe +В}, tE hp, + Erga 


4 
Rs = е (ë), Ka <<. 


其 中 /?Ж ж Сх, у) М x ËJ k ВЧ ВТЕ х=х„ 点 的 值 。 
ЖЕЕ H ЖЕЛ {К ГӨ] N 382364. Н ШАКИН 
确 度 较 高 的 数值 解 。 但 是 须 计算 y(x) 的 各 阶 导 数 , 这 当 f(x, у) 
的 表示 式 复杂 时 ， 是 很 繁 融 的 ， 因 此 泰勒 级 数 法 一 般 只 用 于 求 
% 表 头 ”〔 即 开头 几 点 的 数值 解 ， 如 уз, у, эз, н). 5 
外 ， 用 上 述 级 数 法 计算 “ 表 头 ”了 时， 还 可 以 得 到 选择 步 长 hh 的 
信息 。 假定 我 们 要 求 计 算 误差 不 超过 ， 那 么 ， 当 满足 条 件 


а у(х.) |е (А) 


1 

(p+1)! 

r |у 96.) |> (B) 

时 ， 应 认为 是 最 好 的 。 因 为 ， 当 条 件 〈4) 不 满足 时 ， 达 不 到 
HERRE, MHA (B) KREN, MEHR h. 

为 了 简化 计算 ， 我 们 自然 会 想到 ,能 否 构造 一 种 格式 , 既 保 

留 泰 勤 级 数 法 精确 度 较 高 的 优点 ， 又 避免 过 多 的 计算 f(x, у) 

的 各 阶 偏 导数 呢 ? 下 面 介 绍 的 龙 格 一 库 塔 法 就 能 办 到 这 一 点 。 

C) Ж-Ж 
从 理论 上 讲 ， 只 要 函数 у=убх) 在 区 间 [a, b) 上 充分 光 


. 滑 ， 那 么 它 的 各 阶 导数 值 у (х) | у(х) ТЕ БС] Са, by 上 


某 些 点 的 值 就 相互 有 联系 ， 就 是 说 ， 函 数值 可 用 各 阶 导 数值 近 
似 地 表示 出 来 .。 反之 ， 各 阶 导 数值 也 可 用 函数 在 一 些 点 上 值 的 
线性 结合 近似 地 表示 出 来 。 事 实 上 ， 尤 拉 法 和 改进 尤 拉 法 也 可 
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ж ЛК IË И ЕЕ {И АЕ ЕТ Ел AAF]. 例如， 改进 万 
拉 法 公式 (2.13) 可 改写 成 如 下 形式 : 


y... = Ynt y (ki t ka) 


ki = fn Ya) =: (4.6) 
k, = х, i, y, + hki) 
此 公式 也 可 称 为 二 阶 龙 格 一 一 库 塔 公式 ， 
为 了 导出 龙 格 一 一 库 塔 法 的 一 般 公式 ， 我 们 取 如 下 的 线性 
结合 形式 ， 
| y. = y, +h > iw k, (4.7) 
其 中 Е 
к, = (х, +bih, у +У aiik) (4.8) 


f = J 


Ер 


| kifa, Ya) 
ka= f(x, + b;h, y, + hankı) 
| Kks= f(x, +bsh, y, + hankı + Каз) 
| 
而 wi, w, W,;:bi= 0,b;, бз, 5б, ;йз› Qa бб 05-1 除 
pi = 0 外 均 为 待定 系数 。 适 当选 取 这 些 系数 ， 使 得 局 部 截断 误 
差 的 阶 尽 可 能 提高 即 可 , 
ШЫ, М v=I 时 ， (4.7) 式 就 是 尤 拉 公 式 ， 
下 面 我 们 先导 出 v= 2 时 ， 即 二 阶 龙 格 一 一 库 塔 公式 ， 首先 
将 kt，Kks 在 同 -- 点 (x,,》;) 泰 勒 展 开 ， 则 有 
={(х„,у„) 


к=] (х„,у„) +h bs 


of | 
Ox (x, sYa) ы 


of 
«ашу, lexy) + 005 (4.9) 
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将 (1.9) 代入 ч. 并 与 у(х„+һҺ){Е x. 点 的 素 勒 展开 式 ; 


у(х, -h)= y(x,) + hj(x,,y,) +H (. of 
21 GX 


(x,,y,) T 


+ їх, sYa) Ж 


hš 02} 
508 


+2у(х,,у,)* 


ôf 
E 


p ) + 


a "a (х„,у„) + 


Сузу) + SATIR Уе 


++ 


Xas Y. (3! Ox 


53У.) 小 


BIEB, MENEH NH, WE h, h 项 的 系数 相等 ， 便 
得 到 ， 


X,.y.) + 


HFX, y, 97 


W. + И; = 
W,b; >= | 


| 

把 b; 作为 自由 参数 来 确定 W. fl W,, THEO b;,=1, WA 

W, = W; == | 

йз =1 
这 时 《〈4.7) 正 好 就 是 改进 尤 拉 法 (2.13 , АНЕ ИИ 
为 O(h3) ， 显 然 二 阶 龙 格 一 一 库 塔 公式 不 是 唯一 的 。 ү 

对 于 у=3 的 情形 ， 我 们 也 可 以 完全 仿 上 述 方 法 推导 出 三 

阶 龙 格 一 一 库 塔 公式 .这 时 参数 满足 下 列 条 什 : 
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{ М. И Из =1 
| b,W, +bsW; = + 
| azW, + (aaj + аз) Мз = > 
| гуу, tbiWs =-L 
I 3 
! 1 (4. 10) 
| Ь,аҮЁ/» + Б, (азі + аз») Wa = а 
| ai Wa (аз + аз) Мз эк 
| Ьәаз»У/ 2 = 
ап 03 W “ү 
| nasza, 
(4.10) 的 比较 简单 的 一 组 解 为 : 
b; T g? b, = 1, 
1 
221 =», qa = —1,@0з2= 2, 
1 2 1 
Wi =, W,=-, Иа 
将 它 代入 (4.7) 得 
ЕТ = у, +Ë Cki + Ako + ks) 
а=, Ya) - 
к= [ (x, +, у. +0) (4.11) 


Ккз=}(х„ +h, у, – hki + 2hk) 

这 就 是 三 阶 龙 格 一 -一 库 塔 公式 。 当然 参 数 的 不 同 选 取 ， 公 
Ж (4.11) 就 有 不 一 样 的 形式 ， 但 它们 的 局 部 截断 误差 的 阶 都 
是 OG), 

通常 人 们 所 说 的 龙 格 一 一 库 塔 法 是 指 四 附 而 言 的 .我 们 可 
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САНЕ НЕ t ШШЕ. PAKKA, КАБА. Ж 


用 的 四 阶 公 式 是 
| Yati = X. + Cei + 2k + 2Ка + ka) 
ki = f(x, y.) 


I h 
К, = P +h. „ tk 
2= j (x 3 y 2 1) 


K = јо, +-уһ, yat ka) 


\ Ка = f(x, + h, y, + Rks) 
公式 《4,12) 的 局 部 截断 误差 的 阶 为 Oh). 


(4.12) 


龙 格 一 一 库 塔 法 有 精确 度 较 高 ， 收 敛 、 稳 定 (在 一 定 的 条 
件 下 ) ， 计 算 过 程 中 可 以 改变 步 长 ， 不 需要 计算 高 阶 导数 值 等 
优点 .但 仍 需 要 计算 f, y) 在 一 些 点 的 值 ， 如 四 阶 龙 格 一 库 
塔 法 每 计算 一 步 需 要 算 四 次 f(x，y) 的 值 ， 这 仍 会 给 实际 计算 
带 来 一 定 的 复杂 性 。 因 此 ， 它 与 泰勒 级 数 法 一 样 ， 一 般 用 于 计 


HRK, 


例 5 ЛЕ —— PH y DHE al E 


y =x -y (0<x<1), x(0)=1 


Ro Heh- 0.1, H(4.12)8 
i ki= xi — y, 
| k,= (x, +0.05)2- (y, + 0.055.) 
| Ka= (x, +0.05)2—- (у, +0,05k;) 
\ k= (x, +0.1)2— (y, + 0.1ks) 


把 初始 条 件 x= 0, уо= 1, {АСЧ.14), 4 


ki = -1 
k,=0.9475 
ka= — 0.9501 
k= — 0.8950 


(4.13) 


(4.14) 
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—m a . +. s... 


HRH k ERA (4.12) 得 
у = l+ 9-1-1 + 2( —0.9475—0.9501) — 0.89507 
= 0.90516 
重复 上 述 步骤 可 算出 ys，y3，……，Yuo 等 ， 
前 面 介绍 的 所 有 方法 ,统称 为 单 步 法 ， 就 是 在 计算 Yapi 
时 ， 只 用 到 前 面 一 步 ?, 的 值 。 下 节 我 们 将 介绍 用 前 边 已 经 算出 
ЖИ Ж-РАГЇН., у-у. Ya-1， y. ÆR F Yeri 
的 高 精度 公式 线性 多 步 方 法 ， 


zJ кя 6.4 


1 用 四 阶 龙 格 一 - 库 塔 法 解 初 值 问题 ， 并 与 其 真 解 比 较 
《了 又 小 数 点 后 四 位 ) ， 
у'=х+у, у(0)=0, x=0(0.1)0.2 
2 用 四 阶 龙 格 一 一 库 塔 法 解 下 初 值 问 题 ， 
y= у(1)=1, x=1,0(0.1)1,3 
3 ЇЙ у, эз. 


5 线性 多 步 法 
我 们 仍 考虑 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


/ АЦ 
b. (人 у) (5.1) 
у(х») = Yo 
它 可 化 成 等 价 的 积分 形式 
*п+{1 
ои | f(x, y)dx (5.2) 
у(хо) = yn 7 


Е СУЕ. RORA E. J 格 一 库 塔 法 
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等 ) 算出 了 从 而 了 fr 也 已 
知 。 

如 何 利 用 它们 来 计算 y:;. 呢 ? 

其 其 体 作 法 是 ， 首 先 用 这 +1 个 值 作 (5.2)〉 右 端 被 积 函 
ух, y) 的 插值 多 项 式 Pi (x), 以 r(x) 表示 相应 的 插值 余 项 ， 
则 

у'(х)=р„(хХ)+к„(х) 


从 而 
Xati 
убх...) y(x,) + f. p (x)dx 
х, 
X. +1 
$ j r, (x)dx (5.3) 
х. 
在 上 式 中 售 去 余 项 
> х 
Е, (х) = [ f(x)dx (5.4) 
х, i Ё 
并 用 ?， 代替 y(x;), 算 得 的 结果 作为 убх... УЖО Vatis 
于 是 使 得 线性 多 步 法 的 计算 公式 
Ха+1 ç i 
укы = Ya + + | p, (x)dx (5.5) 
x. 


这 样 ， 选取 不 同类 型 的 插值 多 项 式 ， 便 得 到 不 同 的 公式 ， 


《一 ) 阿达 姆 斯 外 推 法 


为 了 简单 起 见 ， 我 们 以 k= 2 为 例 导出 阿达 姆 电 外 推 公式 ， 
它 是 以 Х„-›, Xray Xx, 为 节点 作 和 牛顿 后 插 多 项 式 ， 


тих) =], зу ty {, (5.6) 


其 中 
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而 余 项 为 
кх) = 一 


(x,- CEL (5,7) 
将 《5.6) 代 入 《5.5) 式 并 经 变量 替换 x= x +th, 18458 


! t+1) 
Fn +1 = y; + h f f> = tvi " + BELL ya n ж 


2 4 _ 5 y? 
= y. + h(f, + 2 Vf. + T V’fa) (5.8) 


在 上 述 公式 中 被 插值 点 x, cxar 不 包含 在 插值 节点 所 
决定 的 最 大 区 间 (х... х, ) 内 ， 故 (5,8) 称 为 阿达 姆 斯 外 推 公 
式 《 或 称 外 揪 公 式 ) ， 显 然 ， 它 是 显 式 的 ， 且 每 前 进一步 只 计 
算 一 次 f(x%, y) 的 值 即 可 .。 

公式 (5.8) 的 局 部 截断 误差 由 (5.4) 及 (5.7) 利用 积分 第 一 
中 值 定 理 得 

' t(t-+1)X£+2) саз ауд, 


Rasi = hi | =з сау 


| осо, Xi ECX (5,9) 
ЕЖЫ КУЕ Сх = 2 时 ) 的 局 部 截断 误差 的 阶 为 
(ha ) ， 

同 理 。 对 k= 3 的 情形 类 似 地 可 求 得 外 推 公 式 
5 3 


Ўа+ = Уһ +h(f, tv ТУ + Vf.) (5.10) 
而 余 项 为 
КОШЕ! X = P 2 
Rap, = “z720 hy NE) =O(h5),x,-|£< x, (5.11) 

公式 (5.8) Ж (5.10) 在 台式 机 上 计算 是 方便 的 ， 但 不 便 
于 在 电子 计算 机 上 实现 ， 因 为 它 须 要 输入 一 个 差分 表 。 为 此 ， 
我 们 将 差分 表示 成 函数 值 的 代数 和 形式 ， 即 
396 


оха (5.12) 


其 中 C; 是 组 合 数 ， 
ci ўе] = (}+ї+1) 
i 


С} =1 
ZH (5.8) 可 改写 为 
Vati = У +J5(23f.-16f,.-, +5}„—;) н (5.13) 


її (5.10) 可 改写 为 | 
жыган +È (557, — 59], +37}: 


—9{.-:) (5.14) 
公式 (5.13 和 (656,14) 是 常用 的 外 推 公式 
间 理 可 推出 一 般 的 阿达 姆 斯 外 推 公 式 ， 但 没有 多 大 实用 价 
E, WA rZ Y 
癌 时 ， 可 以 证 明 呵 达 姆 斯 外 推 公式 是 稳定 的 . 
Б Ry =-х+у, у(0) =1, 4х: 000,120. 58А 
解 。 
解 ” 先 用 前 面 讲 过 的 方法 计算 出 表 头 
ya = 1, у =1.11034, 
уз = 1,24281, уз=1,39972, 
将 上 述 值 代入 公式 (5.14) ， 计 算得 
=1,58364, ys =1,79742 


Сс) 阿达 姆 斯 内 插 法 


根据 插值 理论 知道 ， 节 点 的 选择 对 于 精度 有 直接 影响 ， 间 
样 次 数 的 内 插 公式 比 外 播 公式 更 精确 ， 

如 果 (5.5) 中 的 被 积 阔 数 是 以 Ха-а, Хе, Xari 为 插值 节 
点 的 内 播 多 项 式 ， 即 
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р(х) =}... + Уј, + 


„Же узу, тт (5.15) 


将 (5.15) ЖА (5.5) 19 
= -L L4 

Ynyr = У, ИС. 2 Уј. +: үр +.) (5.16) 
把 它 改写 成 便于 在 电子 计算 机 上 上 实现 的 形式 ， 就 有 

Yatı = у, + 205)... +8} 一 fi;) (5,17) 
E 式 便 是 k=1 时 的 阿达 姆 斯 内 插 公 式 ， 它 的 局 部 截断 误差 的 
[Дер] 

R, +; = О(Һ*) (5,18) 

同 理 ， 对 k= 2 的 情形 可 导出 公式 
Yeri = yr + hf = Vf: У, 


7 (5,19) 
或 
yaa = yt ut +197, — Bfn tfai) (5.20) 
而 | 
Rna = Olh) (5.21) 
这 就 是 常用 的 阿达 姆 斯 内 插 公 式 ， 


比较 外 推 法 与 内 擂 法 的 局 部 截断 误差 可 知 ， 在 同样 利用 
к+1 个 已 知 值 时 ， 阿达 姆 斯 内 插 法 的 局 部 截断 误差 的 阶 比 外 
推 法 高 一 阶 ， 因 而 内 插 法 更 精确 ， 

但 内 插 法 《5.17》 及 (5.20》 是 隐 式 的 ， 沉 要 解 方程 ， 通 
常用 这 代 法 求解 。 如， 用 外 推 法 (5.18》 算 出 的 值 作为 初始 近 
БОЛАНИ et 


yt í = У, + (23f" -16].-, + Bfe) 
yy = y, +; Асау, "+з xm. ) + 197, i 


| 
| 
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> -ia a ше. Ао 


+ faa] (5.22) 
若 将 (5.20) 记 成 ?+ =F(yY;,41) 的 形式 ， 容易 算出 
 dF(y.. a ) _ 9 h- Of (Xr+1sy:+1) 


ау, +. 24 ду, +1 
因此 ， ма у, чп 
СЛД ЕСИНЕ ys) <t 
dy.+. бу, +1 


ВИЛ Е (5.22) 9, ЖАР, KARR. пй 
适当 时 ， 一 般 选 代 二 、 三 次 即 可 得 到 满足 精度 要 求 的 y... 值 ， 
网 理 可 导出 一 般 的 阿达 姆 斯 内 捅 公式 ， 但 由 于 没有 多 大 实 
用 价值 在 此 不 介绍 了 ， 
最 后 ， 我 们 指出 ， 如 果 在 讨论 的 区 域内 ，f,<0， 则 阿达 
姆 斯 方法 是 稳定 的 ， | 
为 了 提高 精度 ， 经 常 把 阿达 姆 斯 外 推 法 与 内 插 法 联合 起 来 
交替 使 用 


522, = yn + 5237, — 16... +57.) 


| У:+1 = Уһ + Ofensas уче, 919, 一 


— 5,1. T/.-,3 

第 一 个 方程 的 精度 为 Oht). НЛК ИВЕ 
仍 可 达到 O), 这样 两 个 方程 交替 使 用 可 达到 较 好 的 效果 ， 
这 种 数值 方法 称 为 预 估 校正 法 。 第 -- 个 方程 是 预 估 方 程 ， 第 二 
个 方程 是 校正 方程 。 当 然 把 尤 拉 法 和 改进 尤 拉 法 联合 起 来 ， 交 
蔡 使 用 ， 也 构成 一 种 预 估 校 正法 ， 世 是 很 实用 的 。 

例 7 对 例 5 用 内 揪 法 求解 ， 

解 ” 先 用 前 面 讲 过 的 方法 计算 出 表 头 

yo=1; yi =1.11034; xx= 1.24281 
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再 用 (5.22) 的 第 一 个 式 子 计 算出 ?s "=1.39964, 节 后 用 (5.22) 
的 第 二 个 式 子 进行 迭代 ， 得 
уз = 1.39972. 
同样 ， 可 算出 y. 及 ys， 


习 题 6.5 


Т 下 题 先 用 第 六 章 S 4 FERKEAR, Е НОХИЯ 
外 推 法 继续 求 以 后 各 值 ， 
у =2х- у, у(1)=3, х=1(0.1)1.4 
2 对 初 值 问 题 ， 
у= -у(1+ху), WO0)=1, 0=x=1 
用 阿达 姆 斯 内 插 法 求解 时 ， 如 何 选 取 步 长 ， 使 移 代 法 版 误 
1 


$6 解 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 的 差分 法 


在 结构 力学 、 两 点 热传导 理论 等 实际 问题 中 ， 经 常 需 要 解 

常 微分 方程 的 边 值 问题 ， 
I у" + p(x)y'-+q(x)y= (x) a<x<b 

| уба) =а у(Ь) = В 
其 中 р(х), а(х) fx) 均 为 Ca,b] 上 给 定 的 函数 ， ap 为 已 知 
Ж. 

008 р ПУ -Е р ЛЕЕ 3 КИШ y EMRE. 在 
以 下 的 讨论 中 我 们 总 假定 p(x), q(x) 及 f(x) 均 为 Ca, bO ER 
分 光滑 的 函数 ， 且 а(х) <0, Еј, й] (6.1) 存在 连续 
可 微 的 解 ， 且 唯一 。 . 

其 分 方法 是 解 边 值 问题 的 一 种 景 基本 的 方法 。 

用 差分 法 解 边 值 问 题 的 主要 步 又 是 
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(6.1) 


(1) 将 区 间 Ca,b “离散 化 ” ; 

(2 7》 在 这 些 节 点 上 ， 将 导数 用 差 商 代替 ， 从 而 把 微分 方 
程 化 为 差分 方程 ， 

(3) 解 差分 方程 一 一 实际 上 就 是 解 线 性 代数 方程 组 ， 

今 将 Ca, 忠 区 闻 用 节点 


RN haa B. 


AR N Фу, 其 中 xÚ = a 与 xv = b 称 为 边界 点 ， 而 ох, Xr s 
Xy- RARA. 

再 将 у(х), 37(x) 在 内 点 x, 处 的 值 ， 用 Убх) х, 及 其 
邻 点 上 的 值 来 表 出 。 由 第 四 章 $ 7 知 


УУ) улау +O (6.2) 


Уб Луба) + уб) =y (x,) + O(R2)(6. 3) 


略 去 上 式 中 截断 误差 O), HUM fiy, RERE y), 
便 得 


у(х, ata Сей 
УК. ум —У++\ ра. (二 阶 中 心 差 商 》 


用 一 、 二 阶 中 心 差 商 分 别 代替 (6.1) 中 的 一 、 一 阶 导 数 ， 则 得 
2706.1) 的 差分 方程 | 


f У;+у{т-2у; 十 条; 一 Уча усех 
| 一 -一 一 一 一 一 一 一 “一 一 一 -一 十 -~ 一 一 一 一 一 十 i = i 
n3 P; 2 qiy: = 


(6.4) 
| Ув=@, yy = ñ, i=1.2,- N-—- 1 ИТЕ 
其 中 p. =p (к), а= Cr) fif (x,)， 经 过 简单 整理 ， 
(6.4) 可 改写 成 
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| ёл Жу ууз аар е пуу, 
(1 9 POY- 201 2 4,)У; 
+ (1+ Ëp, yis = hf, (6.5) 


. у0—@, Ук = B, 7T=1 2 一 
差分 方程 (6。5) 实际 上 是 含 N -1 个 未 知 数 y;,y1,…,yw-1 的 


线性 代数 方程 组 。 | 
景 后 ， 解 差分 方程 〈6.5)， 就 可 得 数值 解 у, 为 此 ， 令 
РОР ОРТ 9 | 
а; = 1 УР b; 2(1 2 а) 
Р c1=1+Ëp;, d, = И}, (6.6) 
” 则 有 | | 
Í byi + саў» =d- 
| ау: + b;y2 + C3y3 =d: 
азуз + bsys + CaY4 =d; (6.7) 


ак-1Ух-2 + by- Yy- = dy: — Cx- B 
这 个 方程 组 的 系数 矩阵 是 三 对 角 线 的 ， 可 以 用 追赶 法 求 
解 。 | 
Ж ТЕРА ТЇ B RR D i F ДН Ж. Ж—Ж325577714(6.5) 
前 解 〈 也 即 线性 代数 方程 组 (6.7) 的 解 ) 是 否 存在 且 上 唯一， 其 
二 是 差分 方程 (6.5》 的 真 解 ， 当 h—0 时 ， 是 否 收敛 于 微分 方 
程 (6,1)》 的 真 解 。 | 
下 面 我 们 给 出 (6.5) ЖИ eE B gS F06.1) 的 条 件 ， 
定理 ж 
а;2>0, ci>0, -6,220;+с; +p; (0,20) (6,8) 
其 中 i=1,2,… ,NN 一 1, 则 二 阶 差分 方程 
I ау;—. +B; Y; +С; Fd; (6,9) 
\ yo=a, уу= В, п = 1,2, --.,М№-1 
有 唯一 和 解 ， 且 当 h—0 ВИРА УЛЕА. 
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如 果 atx)<0， 由 (6.6) 知 p = -h 7-0. З 
(6.5› 满足 定理 条 件 。 容 易 看 出 ， 若 (6,8)》 成 立 ， 则 由 第 三 章 
$ 5 引 理 知 ， 方 程 组 (6.7》 存在 唯一 解 ， 即 (6.5) 存在 唯一 解 。 
收 伍 性 证 明 见 87.2,. 值 得 注意 的 是 (6.8) 只 是 一 个 充分 条 件 ， 

例 8 试用 差分 法 解 方 程 

f y” -2(9x+2)7= —2(9x+ 2)e"(0< x<”1) (6.10) 
y(0)=0, y(1)=1 

解 将 50，1 划 分 为 四 等 分 ， 即 取 产 = | ， 得 五 个 节点 


1 3 
ха= 0, Xi ==, X,=—, MX3 一 一 х= 1 


4506,4) 导出 (6,10) 的 差分 方程 


| ata t a = Ж Уз —2(9х, +2)y, 
| = —2(9х, + 2)e”! (6.11) 
i yo= 0, y =1, i=1,2,3 
将 它 改写 成 
аСТ (9x; +2) Dy; + X; 
| = —2һ?°(9х,+2)е*! (6,12) 
yo=0, %4=1, 
根据 定理 ， 此 处 а, =e; =1, b; = 一 2C1+h2(9x; +2)), 
р; = 2h2(9x, +2)>0， 便 知 满足 定理 条 件 . 故 二 阶 差分 方程 
(6.12) 有 唯一 解 且 是 收敛 的 ， 
在 每 一 个 内 点 列 方程 得 


— 2,5312у + уз = — 0,6821 
yı— 2,8125y2+y3 = – 1.3396 (6.13) 
у. - 3.0938y3 = — 3, 3156 


HOB ЕРЕ НЕ ША, ft 
m=- 0.6821, m=- 1.6091, 1з = – 3.9813 
уз = 1,4855, уг=1.2801, у = 0.7752 
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енна ннан а вери А 1\5 


J Щй 6.6 


1 用 差分 法 求 方程 
y”—y=0, y(0)=0, у(1)=1 
的 数值 解 (h = 0.2), 
2 kE 
уб -(1+х2)у= -1, y(-1)=y(1)=0 
ЮН С h=0.5) 。 
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ч... 


[村 py 


= y 


第 七 章 ” 偏 微分 方程 数值 解法 


在 实际 应 用 中 ， 通 常 从 工程 技术 和 科学 实验 中 提出 的 大 量 
偏 微分 方程 要 求 其 精确 解 , 一 般 来 讲 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 ， 
因此 引进 数值 方法 求 其 数值 解 就 显得 很 必要 . 

本 章 主要 针对 几 个 典型 的 微分 方程 介绍 常用 的 差分 方法 各 
有 限 元 方法 。 这些 方法 基本 思想 是 : 把 一 个 连续 问题 离散 化 ， 
通过 各 种 手法 化 成 有 限 形 式 的 线性 方程 组 ， 然 后 求 其 解 。 


§ 1 差分 法 简介 


差分 法 是 求 偏 微分 方程 数值 解 的 重要 方法 之 一 ， 它 的 主要 
做 法 是 把 篇 微分 方程 中 所 有 偏 导数 分 别 用 差 商 代替 ， 从 而 得 到 
一 代数 方程 组 一 一 差分 方程 ， 然 后 对 差分 方程 求解 ， 并 以 所 得 
的 解 作 为 偏 微 分 方程 数值 解 . 

为 此 ， 必 须 对 区 域 进 行 前 分 ， 用 网 格 点 来 代替 连续 区 域 ， 
因此 差分 法 亦 称 * 网 格 法 ”， i 

我 们 用 一 个 简单 例子 来 
说 明 差 分 法 的 基本 思想 和 具 
体 要 求 . 

取 一 边 长 为 1 的 正方 形 
均匀 洲 板 ， 上 下 侧面 绝热 ， 
四 周 保持 恒温 (如 图 7，1)》， 
求 板 内 各 点 的 稳定 温度 分 
їй. 
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І al q ДЕЗЕ и ЛЕ Jy 2 rh Br ka, EA LUE A ТЫ H 
方程 第 一 边 值 问题 : 


7 2 52 

ли 8+ дут T0 (0, 0<х<1,0-Су<1) 
= йз, nro lisi =0 

и |... =sinzy (1.1) 


一 般 的 米 说 对 这 类 问题 我 们 是 无 法 求 出 解 的 解析 表达 式 ， 


有 的 即便 能 求 出 也 是 很 复杂 的 ， 在 实际 问题 中 往往 也 并 不 需要 


求 出 & 在 区 域 2 内 每 一 点 值 ， 实 际 上 能 求 出 在 区 域内 某 些 点 的 
近似 值 也 就 满足 需要 了 . 

在 图 7.1 中 作 平行 于 坐标 轴 问 照 为 hn ( =) (ЖИ, 
ФПЖ u 在 网 格 点 〈 落 在 Q 内 两 族 直 线 的 充 点 ) СНВ, FH 
以 后 采用 下 列 记号 ; 

(х;.уь) = (ій, КА), ибх; y) =u(i,k) 
我 们 利用 在 这 些 点 满足 方程 
(S), (о) = (1.2) 
Жин БАНЯ, G.D P С ) ¿On uE Сі, К) 
点 上 的 值 ， 

从 方程 (1.2〉 中 是 元 法 直接 求 出 4 值 ， 而 我 们 求 出 wu 在 
网 格 点 上 的 近似 值 也 就 可 以 了 ， 为 此 ， 和 和 常 微分 方程 的 差分 方 
法 一 样 ， 将 〈1.2) ФН ЗЕ КЕ, ШИТ 

( Ow ) 二 TLK) (1.3) 
ik 


Ох? 
ON ull k+1)-—2uCi,k)+u(i,k- 1) 
(5) i¿ h? мө 


于 是 就 得 到 исі, к) 的 近似 值 w;:*， 所 满足 的 线性 代数 方程 组 : 
ЖИЛЕТ +и к КИ; та tT isk — duir) =0 (1.5) 
其 中 и А =н ú =M; 0 (k,i=1,2,3) , 
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0.707 k-1 
Ua; x =sinkz/4= у 1 k-2 
0.707 k= 3 
用 交代 法 来 解 方程 组 O.D 。 首 先 将 方程 组 《1, 5》 KRE 
形式 


Uik EOIN шал +; tUa) (1,6) 


然后 用 下 边 方法 取 初 始 值 . 
先 用 线性 插值 , 注意 边界 条 件 (и.о =ul;-( = u| =, = 0) 
给 定 区 域内 部 的 四 个 网 格 点 的 值 EAD ， 然 后 再 用 (1,6) 
算出 其 余 五 个 网 阁 点 的 信 ， 则 得 到 初始 值 ， 如 表 7,2。 
计算 wi 时 可 将 (1.60) 写成 简单 迭代 形式 ， 


1 ` 
ut Hs g k 十 Wi; А+ u‘ Е +: + ш k- ) 


RE, M 7.2 中 初始 值 进行 计算 。 


1.1 
k= 4 
o| o {0,354 ° [о.к =3 
o [0,25 | л 4.75| 1 1 [k=2 
° ° | oasa] 0 o.k =1 
了 | И. 
i=0i=1 i=2 1=3 ї=4 
271.3 
0 


0 TERE 
i 


0.1810 258 1 0.453 0.707 


0 |0, 182 0,427 2. 583 1 
° |0, 151: 0,258 0,453 0.707 
0 0 0 0 


и1) HEER) 


ч enre m mm = 


ПИЖ 时 上 只 要 将 ue 周 锣 四 个 点 加 起 来 ЖОШ 
4 ， 将 所 得 的 值 填 表 7, 3(i,k》 位 置 二 ， 这 样 就 得 到 天 7, 3， 再 
用 这 个 方法 由 表 7.3 计 算出 kj 和 ， 如 此 下 去 算 到 wi? 潢 足 所 需要 
的 精度 为 止 ， 

亲 样 我 们 也 可 以 用 采 德 尔 迭 代 法 来 解 上 述 方程 组 ， 作 法 可 
申 左 到 石 ， 由 下 到 上 ， 从 图 7.2 可 知 & 小 的 先 作 ， 对 固定 上 k， 
i 小 的 先 作 ， 于 是 便 有 下 述 选 代 公式 ， 


Wi = T (ut, + WS + иә, ‚ЖОЕ и", + 1) 


计算 им; 时 初始 值 仍 为 
37.2, SH 7.2 中 的 值 
计算 出 wu' FAKT, 4 中 位 
ÉE (1.1) Е. #1 ШЖ7.2 
rh(i+1,k), G,k+1) 位 置 
ио ТТ. rh (i —1,k), 


《1k 一 1) 位 置 上 的 wu‘ HEH РТ 
加 除 以 4 ， 将 所 得 的 值 填 入 
表 7. 4 中 (i, 82) 的 位 置 上 ， 得 图 7.2 


出 表 7,4。 如 此 继续 下 去 就 
AP R Hut), 203). a... 直到 所 需要 的 精度 为 让、 
由 上 面 的 例子 可 以 看 浊 用 差分 法 解 桶 加 型 方程 沉 要 考 同 三 
т 选用 网 格 ， 将 微分 方程 离散 化 为 盖 分 方程 ， 
2 当 网 格 步 长 jz-*0 时 差分 方程 的 准确 解 是 否 收 仇 于 微分 
方程 的 解 ? 
3 ”如 何 解 相应 的 代数 方程 组 ? 
关于 第 3 个 问题 ， 在 第 三 章 中 已 经 讨论 ， 这 里 就 不 再 重 
复 ， 下 面 就 第 1， 第 2 个 问题 进行 讨论 。 
308 


zJ 7.1 
1 ”和解 正方 形 区 域 上 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 边 界 值 如 图 ， 


习题 1.1—1 
2 按 图 所 给 的 正方 形 网 域 和 边界 条 件 ， 求 拉 普 拉 斯 方程 
的 解 。 


§ 2 ”椭圆 型 方程 的 差分 解法 
寡 加 型 方程 最 简单 的 典型 问题 就 是 拉 普 拉 斯 方程 
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RANAH Л F: 


下 面 以 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 为 例 ， 来 建立 差分 方程 。 
考虑 泊 松 方程 第 一 边 值 问题 ， 


Фи | ди 


| Аи = да + дуб = 10У). Goy)eQ (2,1). 
и|5о=Ф(х,у), (х,у)є00 (2,2). 
—›# W ж 


P: Q 39 ху и 48, 00 为 其 边界 ， 是 分 中 光滑 
曲线 . 


网 7.3 


WER X 10 у 轴 方 向 的 步 长 分 别 为 玉 M h. 
天 = (hi+hi)1/2。 作 与 华 标 轴 平 行 的 两 族 直线 : 
х= ih, i=0, +1, < 
у= kh;, к= 0, +1, е 
ЁЗ ЖЕ ЖАНУ ЖЖ АА (ihi, КАКО) АЕА, A (х,у) 
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HR (i, К), DL Q, = {(x;,Y4)eQ} 表示 所 有 属于 2 内 部 节点 集 
合 ， 并 称 此 类 节点 为 内 点 。 以 9Q; 表 示 网 线 x= х, у= уь уда 
的 交点 集合 ， 并 称 此 类 的 点 为 边界 点 . 令 2; =0Q;+69;， 则 
互 , 就 是 代替 连续 区 域 G-=Q+6g 的 网 点 集合 。 车 两 个 节点 之 
间 上 距离 等 于 一 个 步 长 称 此 两 个 节点 为 邻 点 。 车 内 点 (x; ，2?; ) 的 
相 邻 点 都 属于 8;、 就 称 为 正则 内 点 ， 否 则 就 称 做 菲 正则 内 点 。 
图 7.3 中 打 “O 〇 O” 号 的 点 为 正则 内 点 ， 打 “Xx” 号 的 点 为 非 正 
则 内 点 ， 打 ”了 导 的 点 为 界 点 。 


(=) 五 点 差分 格式 


现在 假设 (i,，K) 为 正则 内 点 ， 沿 着 x.y 轴 方 向 分 别 用 二 阶 
фи, Huso 则 得 


и; — 2н; T+ i 
Алик = - tL а 
na 


ї-1.4 L 
Hiki еи. а tHig 


=} (2.2) 
й 02.2) 为 差分 方程 ， 式 中 ;表示 节点 Gk) 上 的 网 函数 。 
Fi иһ, f, ЗК РЕ, и„\х;,у) =й, (Х,У) = fi] = 
fox; y, ), WITE (2.2) 可 篇 写成 ， 
A,u, = f, (2,32) 
利用 台 劳 展 式 


ди h? {ou А? ou) 
= h e | Жый... 
йд ua +9092) + (55), k 31 Хах? 


hifõtu hš/ósu hifo u 
TLEN = AAR айа 
(SE) k 51NOx5 ЕТ. (a) у г 
ERDER к) (1+1, К) 
ди hî д?и _ h: д 
2), k ШЕ (958), k 9 S) ih 


811 


иус Нр Й 


ћуди п? (Ои OW 
tir 54) = 5! 558). + (Fs) сү, 
(1-1,к)<0(#,К/ KG, k) ` 
_ ди бшу п} (9и 
н.к.) =, = Әбу), 98 
Ны? š (E) пуд 
Мат ъй. + h; = 一 [二 一 
+ ik BINOY? ж б! Oy/ дА) 
OSG A 


人 


. T ),, (ду) А? 


Gk- ISG, k JEG, k) 


这 四 个 式 子 两 两 相 加 便 有 : 
итак TZU Ш; 14. (Ои hi (9*и 
h: * (553) ， (5а), 
Ow 


+ (аш) +O(R°) (2, 4) 
Uis Sitia tuii = (S). + (99), 
+ (EE) „точ (2.5) 
了 于 是 可 得 差分 方程 (2,. 3) 的 截断 误差 


R; (u)= Au(x;,y,) — A,u(x,,yk) 
__ lf 0u, tu | 
(ва +в Жш, 
= O(R2) 
其 中 是 方程 (2.1) 的 光滑 解 ， 
由 于 差分 方程 (2,2) HH Ba uÉ Gi, k) 及 其 相 邻 四 个 


点 上 的 值 ， 故 称 之 为 五 点 差分 格式 ， 其 图 式 如 图 7.?。 
a RESENA: 
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hi =h;=h 
Л} 285} C.D) 简化 为 
L i +, g-i + + = U; irr) 
2 
= -ËF (2.6) 
Ж {==0, WH 


1 
Uik eÀ (и; + +; ж tUd (2.7) 


ee a 
一 般 不 用 上 上述 方法 列 方程 。 


(=) АТАА 
这 里 我 们 只 讨论 第 一 边 值 条 件 
ulsa = ф(х,у) (2.8) 
以 Q; 表示 非 正则 内 点 集合 ,69， 表 示 边 界 点 集合 , 所 谓 处 理 边 
值 条 件 就 是 利用 (2.8) 列 出 2# 中 点 的 补充 方程 。 通 常用 下 述 
三 种 方法 解决 这 个 问题 
(1) 直接 转移 法 f 
对 (x; , у )eQ; ， 我 们 用 边界 上 不 离 这 点 最 近 的 点 (X;， 
3 ) 的 值 作 为 (x; y) ИН, Вр 
Wi: = ф(х; уь) 
(2) 线性 插值 法 
图 7.4 中 1 点 属于 
9; ， 对 此 点 我 们 取 2 、 
ож x 轴 方 向 作 
线性 插值 ，1 点 与 4 点 
ER уа. Ш и Эх 
些 点 上 的 值 有 近似 关 
Жа 


于 是 得 到 : 
айз 十 hila 


a 5 —əaə—— 2, 
Ml h. s ( 10) 


这 样 在 每 个 边界 点 上 都 可 列 出 一 个 方程 ， 而 且 不 用 引进 新 
的 未 知 数 ， 有 多 少 个 边界 点 就 列 出 多 少 方程 ,与 (2,7) 联系 
起 来 就 得 到 方程 个 数 与 未 知 数 相同 的 线性 代数 方程 组 ， 

(C 3) 列 不 等 距 差 分 方程 

把 非 正则 点 看 成 和 正则 点 一 样 列 不 等 距 差分 方程 逼近 泊 松 
方程 。 由 图 7. 4 所 示 点 1eQ* ， 如 果 点 1 按 正则 点 列 差分 方程 
就 要 用 到 区 域外 点 6 的 刀 值 ， 列 方程 时 不 用 这 个 邻 点 上 的 4 值 
而 改 用 这 个 方向 上 网 格 直线 与 边界 的 交点 4 上 的 刀 值 .仍然 用 
中 心 差 商 代替 偏 导 数 。 于 是 在 节点 1 的 不 等 距 方 程 为 : 


ш + Llus- дш + и) =], 
hi (2.11) 


Hp e = (uta), 六 为 了 在 1 点 的 值 。 这 样 就 可 以 得 到 一 
个 方程 个 数 和 未 知 数 个 数 相同 的 方程 组 ， 


Wi (ашла +и Шр) En 
h? ; | 
== ті: (1, к)є0, (2, 12) 
шаг = P(X, Yi) (i,k)eóQ, (2.13). 


(四 ) 差分 方程 解 的 存在 唯一 性 问题 
定理 1 ( 极 值 原理 ) 
假设 〈 1) и ;是 定义 在 网 格 点 上 一 组 值 ; 
(2) wi; 和 所 常数 ， 
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(3) A,u, = дуи, жа, Fit ti Ж Веска 
— 4и, 1) 220 

W u, ГАЕТЕ Pq ЖЕУ А Е ЈЕ НЕК ЇН. 

类 似 地 ， 如 果 第 〈3 ) 个 条 件 改 为 4:4 0, Ши, ЖЯ 
能 在 内 部 节点 上 达到 负 的 最 小 值 。 

证 明 用 反 证 法 ， 

Beu ;在 内 点 取 正 的 最 大 值 。 因 为 4; ; з, В F 
在 如 此 的 内 点 (io Kojelis 在 (io Ко) ku.: 取 正 的 最 大 值 ， 且 
至 少 有 一 个 邻 点 上 ок Кн „ы. В 


Аи; L Gr, оле tt Wir te Tikata 


Шыр 
+: — {Н р )<0 
RABA tnn 之 0 相 矛 盾 ， 所 以 xi 不 可 能 在 2 内 取 正 的 最 
хів, 87 
a ин, ñ 
定理 的 第 二 БЕ Ши. 

定理 2 ”区分 方程 边 值 问题 (2,12) ,(2.13) 的 解 存 在 且 
瞧 一 。 

证 明 ”这 只 需 证 明 相 应 的 齐 次 问题 

I A,u; = 0 (i Кк)є0, 
u; = 0 Ci, К)є00, (2,14) 
只 有 零 解 就 可 以 了 。 

利用 极 值 原理 ， 易 证 明 (2.12) АЯ +. 

RKE, Fu 1 三 常数 ， 则 c= 0, #u ;所 常数 ， 则 由 极 值 
原理 第 一 部 分 可 知 ，4;: 只 能 在 边界 上 取 到 正 的 最 太 值 ， 但 是 
90, 上 4; :=0， 因 此 ， Wi =<<0, (i,k)eQ, 

ОУ ИЕН ВЭР ROTA, u 只 能 在 边界 上 取 到 负 
的 最 小 人 入， 但 是 在 OQ, Eu; = 0， 所 以 必 和 有 有 

ui >00, (2, k)eQ, 
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综合 上 面 两 个 结果 ， 我 们 有 ， 

B; = 0， (1, к)є0, ЕЗ. 

(h) 差分 方程 的 收敛 性 与 误差 估计 
定理 3 (比较 定理 》 
设 (1) V,;,U,: 是 定义 在 0;. 上 的 两 个 网 函数 : 


(2) AV; -i AAU,..1, Ci,k)eQ, (2.15) 
(зэ V, 2 Wido Ci, keða, (2.16) 

则 在 网 格 区 域 ( 即 2;) 上 ， 以 下 不 等 式 成 立 : 
О; SV; (2.17) 


证 明 AEQ, E, AVi- AU: 等 价 于 
АУ «АС < --A,V;, 
于 是 便 有 
Aa Vir U S0, AY tU; KO (2.18) 
RHE 20, ЕЖ 
-V «О.У, (2,19) 
вр 
Vi, -U, 20, V; +U, 1,220 
由 极 值 定理 可 知 ， 在 网 格 区 域 上 处 处 有 
V, —- U, 20, V, +0, 020 
即 不 等 式 
UU. | SV 证 完 。 
现在 考虑 对 于 任意 一 个 内 部 节点 
(二 
当 h 一 >0 时 是 否 有 ui —u(x, у)? 
由 于 微分 方程 的 解 u(x, yE 9; 内 满 是 方程 
A,u(x;,y,)= (An); + R; (u) (2.20) 


hr at Ətu 
куи) -+ ус), 00%) 
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х On дї. 
M. = maxÍ Fal’ Er] |} 
如 
[к Са) ема (2.21) 
现在 令 


W, ==úu(X;, ye) — Ui, 
则 有 A,W, =R, (u), (i, К)є0, 
为 讨论 简便 ， 考 虑 边界 无 误差 的 情形 ， 即 


W; = 0, (i к)є00, (2.22) 
WEHR :1(w) 的 合计 式 《2.21〉， 我 们 有 
lA,W, | = {Rii(u) |< мая (2,23) 


为 了 能 利用 比较 定理 证 明 上 收敛 性 , 我 们 构造 函数 Q= Q (x, y) 使 
之 满足 差分 方程 : 


AQ = - Mè, (2, k)eQ, 

0= №; 1 SQ; Ci, к)є50, (2,24) 
于 是 有 

AQ; = -iMh <- Е, (u)1= ~ AW, l 


У. (2,24) REA 
0= Wl SQ; 
由 比较 定理 可 知 : 
W, [SQ С, kel, 
因此 只 要 对 8; :作出 估计 ， 就 可 以 得 到 误差 为 ИУ, | 的 估计 ， 
因为 
A.Q, = -Mh 


ЭТА ЕАУ Q = Q(x, у) ЖКК, Сбх, y)2> 
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0, НМИ = W(x, y), 
TE Bü ШЕ Ж 

Q(x,y)=F*— (x =) (y — у)? (2,25) 
它 与 xy 平面 交 于 一 个 图 

(x — хо) + (y — уә) = г? 
以 r AP, Co y) 为 圆心 。 我 们 知道 对 于 任意 具有 四 阶 连 
续 时 数 的 函数 F(x, y), A 

A,F(x,,y,)=(AF); + R; (u) 
因为 2, 25》 所 给 出 的 函数 是 二 次 的 ， 所 以 它 的 四 阶 篇 导数 为 
零 ， 即 R; .C42) = 0， 于 是 

А„О‹х;,у) = 一 4 (2.26) 


Bilt, BB лмаса, ?) 一 定 满足 不 等 式 
ACE мма, y) = -二 Mh? IR; lu) 


Ыш <2, 21), (2.22) ЖЕ КАЖ дА). 
而 
Q(x,i,y.)=W,,=0, (1, К)є00, 


故 有 


和 | < 二 Meeg и туману (2,97). 


上 面 的 讨论 可 归纳 为 如 下 的 定理 : 
定理 4 若 (2.1) (2.1): 的 解 &x, CD WER 差分 
RARS, HAIA (2,27). 
以 上 定理 证 明了 对 任意 一 个 固 定 节 点 (Xx;,y1) = (x, y), 
мр) 时 u, —u(x, y) 且 有 误差 估计 | 
ибх, y)-u;;| < зм, 


但 w(x, у) -一般 是 不 知道 的 ， 这 个 佑 计 只 是 告诉 我 们 : 差分 方 
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Fiho, Ce; U(X, у)? 是 收敛 的 ， 这 样 估计 
为 事前 估计 ， 
为 了 要 在 实际 计算 中 估计 误 凑 ， 我 们 要 采用 过后 估计 的 办 
法 ， 现 叙述 如 下 : 设 
s) = и) (x, ych" 
не? Rp h {ЕЗҮ Ck) Бий и 与 
准确 值 之 差 ， 而 c 是 与 h, пс, HLH h/2 作为 步 长 算 
得 wi， 如 此 有 
EE = WD — u(x, y)==c(h/2)" 
所 以 
и {-и{9ж==С(1—2°)һ” 
Вр 
ни гор" = е0) (2,28) 
А ЕЗ ЕТА ЕНДА, Hopu Muet 
WERA hk 和 h/2 作 为 步 长 所 算得 的 差分 方程 的 解 ， 那 么 


их) utia 


107" 
ЗТ ео ИАН, 
] 7.2 
1 270207700 


Ow Ou ди би ү = 
Wr on to ка» жаныу); 


(х, у)є9 
Кену, НЕННЕ 2, 
Я фа, b, с, d, в, } ух, УНЕ, О 为 xy 平面 上 
的 有 界 区 域 ， 并 假定 函数 ах, у), (х,у), с(х, у), d(x, у), 
gix, y), Кх, y) ÆR Е, Н arut, beb >t, gs0. 
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2 ”对 于 双 调 和 方程 
5 54 
用 下 述 十 三 点 上 u(x,》} 的 值 近似 地 表示 的 四 阶 导 数 ， 并 且 构 
造 相 应 差分 格式 ， 其 截断 误差 是 什么 ? 


习题 7.2 一 2 


3 利用 差分 法 求解 


2 2 
а 0, 0<x<4, 0<у<3 


| и |, - | = y(3 — y), ts. = 0 


: . Ж 
| и |,-.=8іп-%, и |an = 0 


取 步 长 为 1 ， 精 确 到 10…。 


$ 3 ”抛物 型 方程 的 差分 解法 


象 前 一 节 一 样 ， 我 们 仍旧 从 最 简单 抛物 型 方程 入 手 ， 研 究 
这 类 方程 的 数值 解法 一 一 差分 法 . 
抛物 型 方程 最 简单 的 是 一 维 热 导 方程 : 


A. z 
u= S a 3- 0,a>0,0<t<T (3.1) 


它 的 定 解 条 件 主 要 有 以 下 两 类 ， 
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(i) ЖАЯ (或 称 柯 西 (Cauchy ) 问题 ) 。 


ul au = ф(х), – о<х< +оо (3.2) 
C ii) 边 值 问题 〈 或 称 混合 问题 ) 。 

|: |- = ф(х) 0<x<1 

u(0,t)=u(1,t)= 0 (3,8) 


求 (3.1) WE Ci) 或 Gi) 的 解 。 

这 里 我 们 首先 以 〈3.1) ， (3.2) 为 模型 进行 讨论 。 研究 
如 何 构造 凑 分 方程 及 其 有 关 理论 问题 。 在 这 个 讨论 中 ， 总 是 假 
E ф(х) 是 充分 光滑 的 ， 以 保证 所 讨论 的 问题 存在 羞 充分 光滑 
的 解 ， 并 且 这 个 解 是 唯一 的 ， 


《一 ) E 形 网 格 
用 两 组 平行 直线 族 x, = jh,，t;=kt(j=0, 土 1, …， k=0, 
上 +1,…) 构 成 的 矩形 网 覆盖 了 整个 好 平面 ， 网 格 点 (х, t.) Ж 
为 节点 ， 简 记 为 (ik), h, т 为 正常 数 ， 分 别称 为 空间 步 长 及 
нај С л ЖКН Хх ЭШИ ЖЕ, т 称 为 小 1 方向 的 步 长 ) 。 
Et =0 上 的 节点 称 为 边界 节点 ， 其 余 所 有 属于 
{-со<х<+ ce，0<ts 寻 内 的 节点 称 为 内 部 节点 。 


(=) 古典 差分 格式 


在 我 们 讨论 的 方程 中 ， 有 一 阶 微 商 ， 对 一 阶 微 商 来 说 ， 常 
用 的 有 向 前 差 商 。& 在 点 G, k) 关于 上 的 向 前 差 商 表达 式 
№; 
[да], „ш, паса) Жш, у, 11 

C3, 4) 

Җ С J; 表示 括号 内 函数 4 在 节 М О, k) 处 的 值 ， 
| t: = t (Ст. BARA ЗЕР Л» Ж 1, 它们 的 表示 式 分 
ХИ] р: 


„хә в) щу) рт = 
[е], Е - + Z (X; t.) 


т 
(3.5) 
式 中 -tl єт, 
(3.6) 


хф, Ерт, 
建立 (3.1》 的 差分 格式 ， 除 要 用 到 上 面 一 阶 差 商 的 各 种 
表达 式 外 ， 还 要 用 到 二 阶 差 商 ，w 在 点 (j,k&) 关 于 自 变量 x 的 二 
те п ЖЯ: 
[н] „ибин ast) tt _ 
дх?!; д? 


h? А = 
-үз# (Xi te) c 
式 中 [x х <и, 

对 方程 (3,1) 选用 各 种 不 同 的 差 商 近似 ， 就 可 得 到 各 种 
不 同 的 莽 分 格式 ， 对 (3.1) 用 (3.4) ЯП (3,6) ЖА, Ш 
得 到 


u(X fa i )-uk(X t) _ 
т 


их: 6) —2u(X ti) HCN i, Ér) 
и? 


Am z — 
= (Luji + Т го шб, ta) 


= Са) + O(r +?) (3.8) 
Чи ЈЕ (3.1), Вр Lu = 0 时 ， 若 略 去 误 著 项 ， 


-T ~ ИЗ ua A 2 
Rri: = gius t.) 人 ) 
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Hi (3.8) 看 出 方程 式 G.D 在 (j, k) 点 可 以 用 下 列 方 程 近似 
代替 ， 


k+1 А k Жур 
и-и; и. 2и; i 
Lisuf =e g Ai н 1 =0 (3.9) 


]=0, 3ll К=0,1- 
ури; 视 为 w(xj,t1) 的 近似 值 . 
为 了 便于 计算 可 将 G.D KER: 
ul! larut rlut, ки) (3.10) 
- 式 中 r= Qar/h? RARE, (3. ПОЕТО 由 此 
方程 组 可 知 ， 在 点 G, k) 
列 方程 时 ， 用 到 G+l, 
к), G-1,k), (j,k+1) 
三 个 点 。 这 个 差分 格式 可 
用 右 图 表示 。 
从 图 可 以 看 出 ， 如 果 
在 第 不 层 的 值 ij 已 算得 ， 图 7.5 
就 可 以 利用 (3.10) 式 求 得 第 k+1 БАИН. 利用 初始 条 性 
(3.2) — 4и: = p ;==p(x;), 就 可 依次 算出 k=1,2… 备 层 上 
的 值 u; 。 这 种 差分 格式 称 为 古典 显 式 差 分 格式 
Ful +t) 为 方程 G.D HR, WA (3,8)〉 式 可 以 得 到 ， 
L, U} (Lu) = O(r+h°) (3,11) 
ИП ЭЗ 2} уе (3.9) 的 截断 误差 的 阶 为 OCT7+ А), 
WEK (3.5) ЯП (3.7) А (3.1) 则 可 得 到 
ибх, ti )— W(X, fe!) 
T 
Sä поз) 2 t кшк t) 


t 2 h? £ = 
= (Lwi 一 59:16530) 19064000540) 
= {Luli + O( + + h2) 
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当 满足 方程 (3.1》 , Bl Lu= 0 时 ， 若 略 去 误差 项 ， 
тусшу, 
R, := ун, (Xi ts) 12“ (w; | ti ) 


H (3,11) 看 出 方程 (3.1) ERG k) 可 以 用 下 列 方程 近似 代 
ж. 


Lyu} = 一 一 一 а ыкы кашы, (3,12) 
其 中 j=0, 1, 土 2,… k=0,1, 2, » 
为 了 便于 计算 可 将 (3.12)》 改写 为 以 下 形式 
(1+ 2r)a; тиб, ruj = и. (3,13) 
利用 初始 条 件 (3,2) ， 差 分 方程 (3.12) 可 以 逐 层 地 Ж 
解 ， 但 每 一 个 差分 方程 中 有 天 层 上 三 个 节点 的 值 出 现 ， 所 以 为 
了 求 出 第 大 层 上 所 有 的 wi 的 值 ， 就 必须 求解 下 述 联 立 方程 
Н: 
(1+ 2ғ)ші ты} 一 FU， =н}? 
ј=0, 1,5 :k= 0, f; ... 
u =ф;=ф(х;) (3.14) 
这 种 差分 格式 称 为 古典 风 式 差分 格式 ， | 
此 外 ， 在 点 О.К) 建立 这 种 差分 格式 时 ， 用 到 (j 一 1, k), 
(J+1,k), (j,k—1) = 
FAR, RRIA 
截断 误差 阶 为 O(r+ 
ht) ， 与 古典 显 格式 相 
同 。 这 个 误差 的 大 小 ， 
将 直接 影响 差分 方程 解 
的 误差 4; 一 区 xiyfe)。 
为 了 提高 截断 误差 的 阶 ， 可 将 (3.6)，(3.7) 代 入 G.D, 
仿 前 面 古 典 差分 格式 的 讨论 ， 则 有 
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u(j.k- 1) -u(j, k- 1) 
2r 
_ (8 + 1,k) —2u(j,k)+u(j-1,k) _ 
п? 


w т? === h? ~ 
= CD - 6 и (х,у) + 00, t.) 


= CLUJ} + Rire (3.15) 
其 中 


x2 s= 2 ~ 
Ras = ~T Ita) + BuG ta) 


= O(t? +h?) (3.16) 
"u ЖЕЛ G.D 4, WR ЕЙ К... 由 (3,15) 
可 以 看 出 方程 G.D 在 点 (j,k) 可 用 下 列 方程 近似 代 圭 ， 


+1 #== 4 k £ £ 
{ Н — Hi и? — 2и; tUi- 
І, КУЫ = и; = 一 R +1 һї „Ла = 0 


上 述 差分 格式 还 可 以 改写 为 
и =й і +2к(иў +, – 28 и) (3,17) 

由 差分 格式 (3.17) 可 知 ， 方 程 G.D ESG, OHA 
方程 时 ， 要 用 到 (j -1,k), (i+ 1,k), О,Е—1)0), 十 1) 四 个 点 ， 
用 图 式 可 以 表示 为 ， 

这 种 差分 格式 叫做 李 查 还 
(Richardson) 格式 。 是 一 种 
显 格式 ， 但 和 前 面 所 讲 的 两 种 
格式 是 不 同 的 。 椒 管 是 古典 显 
格式 ,还 是 古典 隐 格 式 ， 由 第 
k 层 的 值 4;， 道 过 解 方程 就 可 
以 求 得 第 K+ т уи ЧЕ, 24 图 7.7 
两 种 格式 都 称 为 二 层 格 式 。 而 李 查 融 格 式 ， 为 了 计算 第 K+1 层 
йи 值 ， 需 要 算出 第 上 层 和 第 上 -1 层 的 值 。 这 种 格式 称 为 三 
ЕХ. ҥш (3.16) пр щи -0，z 一 0 时 差分 方程 (3.147》 通 
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这 微分 方程 3.1) ， 其 截断 误差 阶 为 O(z2 +P2) 较 古典 显 格式 
和 古典 降格 式 都 提高 了 截断 误差 阶 。 | 

上 而 我 们 已 经 构造 出 三 种 差分 格式 ， 还 可 以 构造 出 一 些 其 
它 格 式 ， 这 些 格 式 从 形式 上 看 都 是 可 以 进行 计算 的 . 但 还 有 两 
个 问题 尚 须 研 究 ， 那 就 是 : 

1° 差分 方程 的 解 是 否 弄 近 微 分 方程 的 解 СЕП uk SR JJ 
Ж); 

2° ЭЭУ ЖЕТЕТ ЖО ДАНТЕ ДЕ АЗЕ A-B НК, 还 是 
可 以 控制 ( 即 稳定 问题 )。 可 以 证 明 二 者 在 遂 当 的 条 件 下 ， 从 稳 
定性 可 以 推 缠 收敛 性 ， 因 此 ， 这 里 我 们 只 是 讨论 稳定 性 问题 ，。 


(=) 差分 格式 的 稳定 性 


因为 初 值 问题 的 差分 格式 是 逐 层 计算 的 ， 在 逐 层 计算 的 过 
程 中 , 误 益 当然 也 会 逐 层 传播 , 这 种 误差 的 积累 若是 越 来 越 大 ， 
以 至 到 一 定时 候 淹没 真 解 ， 这 就 是 所 谓 数 值 不 稳定 性 。 对 一 个 
不 萎 定 的 差分 格式 ， 尽 管 它 有 许多 其 它 方面 的 优点 ， 也 是 不 实 
用 的 . 为 了 说 明 稳 定性 的 概念 ， 我 们 以 差分 格式 (3,10) Яй 
(3.17) ЮИ, F e 图 来 给 出 一 个 感性 认识 ， 


在 格式 〈3.10) 中 ， 取 r=. 此 时 格式 化 简 为 : 


58: 
5 
假定 在 初始 层 点 (j, 0) 上 产生 误差 s ， 而 在 初始 层 其 它 
各 点 没有 误差 ， 并且 假定 在 以 后 各 层 上 的 计算 部 没有 引入 其 它 
误差 我 们 来 考 虞 误差 是 怎样 传播 的 ， 
假定 差分 方程 精确 解 满足 


ujt! = C+) (3.19) 


(ui, U$) : (3,18) 


ujt: 


而 差分 方程 近似 解 《由 于 е 的 产生 ) Е E 
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Wl uias + ut) (3,20) 
因此 误差 ej = иј -wi 应 满足 误差 方程 
ett: = elt +e (3.21) 
按 着 这 一 误差 方程 可 得 误差 传播 趋势 如 下 表 ; 
31.5 т = 过 时 十 典 显 格式 的 误差 传播 

E= 5 0 рта | 0 ayasa | 0 
k = 4 0.0625 g | 0 | 0.25 8 | 0 0.375 Р 
k= 3 0.125€ | 0 0.375 є | 0 
k= 2 | | 0.258 o ' Ose 
k= 1 | | 0.58 | 0 
к= 0 | | | А 
к= 5 0.3125 8 | 0 | = 0 
к= 4 0 0.25 2 0.0625 € 
k=3 0.375 € | 0,125 Р 
k = 2 0,25E 
k=1 +: 0.5 | x ! 
К=0 ; | 1 

| | i | 

i. = 4 ї.- 3 1-2 1-1 і. 
15+: jo. +2 j +3 j + 


М i, ШЕТТЕ ИГЕ ЯН, ШКОЛ О КАЕ ЯЕ ДИ 


情况 是 允许 的 。 其 它 
方程 为 : 


k 


e 传播 如 表 7.6. 


条 件 不 变 ， 


ejt ве}, telo ej 


如 果 我 们 选用 "= 1 时 ， 则 误差 


<3.22) 


从 类 7.6 中 看 出 ， 此 时 误差 在 不 汤 增 加 ， 因 此 这 种 差分 格 
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式 是 不 能 使 用 的 ， 
表 7.6 xz=1 时 古典 显 格 式 误 姜 传 播 


: 
кез |. ç [эеле |--зое| 45е ТЕ ase = 208 ' уве |-5е е 
k= 4 e -seje -162j 198 -16g ‘ue -4e e 
k=3 | b кее жеее в | 

к= 2 | | = |-2е | Зе |-2е | e 

k=1 | x | £ =E £ | 

k= 0 I Е 


їо-5 ју- 4 јо 3 јо -2 jo-1 jo јо+1 PbP+2 jo+3jo+d4 Je+5 

HE, Ж ЖЕК ЛЕЕ. ПОРЕ: 表示 计算 

性 所 产生 的 误差 ， 并 且 我 们 取 r=-5， 与 此 相应 的 误差 方程 可 
以 写成 下 列 形式 

eitl=giri— 280 tet tein?! (3,23) 

我 们 假设 k-1 层 之 前 没有 误差 存在 ， 即 e}-' = 0， 而 在 第 

k 层 点 (j，k) 处 产生 了 误差 s ， 并 且 这 一 层 其 它 点 也 无 误 差 ， 

而 和 且 在 计算 过 程 中 ， 不 再 产生 新 的 误差 ， 利 用 (3.23) 算出 误 
3 e 传播 如 下 表 : 

表 1.7 “= 二 时 李 查 运 格 式 的 误差 传 揪 


k+ö 71e -2608 | 641€ : —1096є 1311 € 
k+5 -10e 49 £ | -1e : 273E — 388 £ 
K+ 4 E -8E 31E -58g l 89E 
k+3 Е -6 Е Je | -24g 
К+? £ -4£ . ТР 
Къ 1 E | -2€ 
k } £ 
К=6 – 1096 8 641 е 260 € Tle i 
k=5 273 ë -144e 49e -106 ai 
k=4 -68e 31e -8E € | 
k=3 1ТЕ -êg Р 
к= 2 -4 ғ e 1 
天 = 1 £ | : 
k ! | | | 
K /i, j. - 4 je -3 JL - 2 js 1 і, 
к Jo +1 Jat? fo+3 Je +4 


从 上 面 王 张 & 的 分 布 图 可 以 看 出 : WA KA, “rsl 
BJ, £ 的 传播 是 逐 层 增 大 ， 因 此 是 不 稳定 的 ， 而 李 查 还 格式 ， 


当 r= 广 时， 的 传播 也 是 逐 层 增 大 ， 因 此 也 是 不 稳定 的 。 


经 过 分 析 看 出 ， 稳 定性 问题 不 仪 与 差分 格式 有 关 ， 而 生还 
与 网 格 的 步 长 之 比 有 关 。 如 果 适 当地 选取 时 间 步 长 和 空间 步 
长 ， 放 能 使 格式 稳定 。 这 种 格式 的 稳定 是 有 条 件 的 ， 此 种 稳定 
称 为 条 件 稳 定 ; 车 格式 对 任何 步 长 之 比 都 稳定 ， 此 种 稳定 称 为 
无 条 件 稳 定 : ”车 格式 对 任何 步 长 之 比 都 不 稳定 ， 就 称 为 完全 
TRE. 对 稳定 性 的 定义 是 有 各 种 形式 的 ， 但 是 其 本 质 是 研究 
差分 问题 的 解 ， 在 一 定 范 数 意 义 下 ， 网 比 为 常数 网 格 步 长 趋 于 
零 时 ， 莽 分 格式 的 解 连续 依赖 于 给 定 初 值 问 题 ， 

下 面 我 们 给 出 一 个 讨论 稳定 性 的 常用 富里 埃 (Fourier) 方 
法 .简称 富民 方法 ， 我 们 首先 以 《3,10》 为 例 ， 说 明 富 氏 方 法 
分 析 稳 定 的 过 程 和 方法 ,与 (3,10) 相应 的 误差 方程 为 ， 


eitt =g trli 281 tet) (3.24) 
我 们 把 初始 误差 ei 表示 成 一 个 简 谐 波 的 形式 : 
ге (3.25) 
式 中 i= ww -1，n 是 频率 参数 ， 试 定形 如 
есаб" (3.26) 


НОЕ. ОЭ ЕБЕ REAG, MEH n ЛХ. 

| 将 (3.26) 代入 (3.24) 得 

人 +! gih = Се?" + РОС е" 

— Се р Себ" 0102 

НЕНА Се" 得 

Сетете = аке) (3.27) 
这 是 因为 х, = jh, x; = +1) неј. х. = jh—-h. 
03.27) 是 差分 方程 (3,10) 的 特征 方程 ， 从 〈3,27)》 2 YE 
出 
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—r R p aet 


С =1 + r(cosnh + isinnh – 2 + cosnh - isinnh) 
=} +rv(2çosnh — 2) 
=1 — 2r(1 — cosnk) 
2 nhk 
2 


=] — :4rsin (3.28) 


这 里 避 叫做 增长 岗子 〈 或 叫做 传播 因子 ) ， 因 为 从 《3.26) 
可 以 看 到 ， 当 1С] >1 时 ， 误 差 随 着 xz 作 指数 增长 ， 当 IC |<1 
时 ， 则 误 善 不 增长 。 由 于 初始 误 凑 可 以 表 为 不 同 频率 的 谐 波 的 
选 加 ， 并 且 由 于 计算 中 含 入 误差 的 随机 性 ， 应 该 认为 所 有 关 的 
频率 组 成 部 分 都 是 可 能 出 现 的 ， 因 此 数值 稳定 条 件 是 ， 
|G| <1, #— н (3.29) 
从 (3.28) Ж 


iG = 1 — rsin] <1 


对 一 切 都 成 立 ， 必 要 充分 条 件 是 
r<+ ч т=н (3.30) 


这 说 明 (3.10) 是 条 件 稳定 的 ， 当 时 间 步 氏 T 和 空间 步 长 
h 满足 不 等 式 〈3.30) 时 为 稳定 ， 否 则 不 稳定 。 
从 上 面 的 讨论 过 程 可 以 看 出 ， 用 富 氏 方法 讨论 稳定 性 有 这 
样 几 个 主要 步骤 ， 首 先 假定 误差 是 具有 谐 波形 式 的 ， 然 后 代入 
差分 方程 的 相应 误差 方程 ， 得 到 相应 的 特征 方程 ， 第 三 是 求 出 
特征 方程 的 增长 因子 ， 最 后 判定 增长 因子 是 否 小 于 等 于 1， 增 
长 因子 小 于 等 于 1 是 稳定 的 ， 和 否则 是 不 稳定 的 ， 使 增长 因子 小 
于 等 于 1 的 条 件 ， 就 是 稳定 条 什 ， 
隐 格 式 (3,13》 的 特征 方程 是 
G=I+r(Ge -2G+ Ge” i") 
这 时 增长 因子 为 
G=1/ Q Harsin") (3.31) 
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5107, рњ, EA IG <1， 因 此 格式 (3.13) жж. 
条 件 稳 定 的 ， 或 者 称 绝对 稳定 ， 
检查 各 格式 (3.17) 的 特征 方程 是 
G’?=1+2r(Ge™ ~ 2G + бе") 
= t + 2r[G (cosnh + isinnk) - 2G 
+ С(соѕин — isinnk ) 2 
= 1 + 2r(2Gcosnh — 2G) 
= 1 — 2rG(1 — cosnkh) 


=1- A4rGsina i 
G 有 两 个 根 ， | 
Gr, = — rsi к, 1+ (гїп. у: y: (3.32) 


ASI T, h 怎样 选取 。 总 有 2 能 使 1G (21, БП ЖЮ ж 式 是 
恒 厅 稳定 的 ,尽管 这 个 格式 提高 了 截断 误差 阶 , 但 却 不 能 使 用 ， 


у 8 7.3 
1 车 抛 物 型 方程 为 
f Lu- 8 — а(х, D 5 Ы 2b(x, t 
ИЛОН (1) 
0<x<L, LILT 
uj -o= p(x),0<x<L (2) 
и |. =t) tt |.- i = ULE) OST (3) 


其 中 a(x,t2>0. PUS ҢУЗ. 

2 试 利 用 显 式 差分 格式 ， 求 定 解 柯 是 
ёи - a= 0, 0<х<1, t>0 
и(х,0) = 1х(1-х), б<х<1 
ulot) = (1,0) = 0, 220 
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Ж r= е, h =0.2， 计 算出 & = 1，2 两 层 数值 解 。 


S4 双 曲 型 方程 的 差分 解法 


一 防线 性 双 曲 型 方程 最 简单 的 形式 为 
ди 
Lu = = 一 十 а 3 = (4.1) 
РТИ 
и(х,0) = ф(х), -<x + оо (4.2) 
以 后 ， 容 易 验 证 ， 双 曲 型 方程 《4.1) 的 解 为 
ulx,t)=p(x-at) t>0, —co< x< + со (4.3) 


也 就 是 说 ， 在 平面 x+ 上 ， 沿 着 
x—qt=k (k ERA) 
这 样 的 直线 ，& 的 值 保持 不 变 。 这 种 直线 叫做 特征 线 。 


+ 


VA . |. 


x 


图 7.8 


如 果 把 (4.2) 看 作 在 初始 时 刻 t=0 的 波形 ， 串 (4,3) Ж 
示 这 个 波形 以 速度 1 a 1 传播 ， 当 e>>0 时 没 x 方 向 传播 ， 当 za<0 
BTM ~ x 方向 传播 ， 而 波形 保持 不 变 。 
在 物理 上 常见 的 双 曲 型 偏 微分 方程 最 简单 模型 是 波动 方程 
са 94.0 (4.4) 
Жа), ШУЛ E 
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U= 28, w = a 5% (4.5) 


д 5 (4.6) 


方向 是 ， 
ta +2 4.7) 


和 解 常 微分 方程 G.D ， 便 得 二 族 特 征 线 : 
ҳ- а= су 
í (4.8) 
х+а=с»› 


在 此 ， 我 们 仅 讨论 一 阶 双 典型 偏 微分 方程 初 值 问 题 的 差分 法 ， 
对 波动 方程 《4.4) 我 们 将 放 在 习题 里 进行 讨论 ， 


(一 ) 和 矩形 网 格 
象 前 两 节 所 讨论 的 问题 一 样 ， 我 们 先 将 Xt 平面 用 两 组 平行 
于 坐标 轴 的 等 中 直线 族 : 
х=х; =jh, |= 0,+1, £2, 
+= +, =t + kT, T= 0,1,2, (4.9) 


分 荐 成 矩形 网 格 。 在 %* 方 疝 步 
长 为 nh， 在 + 方向 步 长 为 1。 
一 般 说 来 并 不 要 求 有 与 + 相 
等 ， 在 以 前 的 讨论 中 我 们 已 经 
看 到 ， 格 式 的 稳定 性 和 它们 的 
选取 有 关 ， 

为 了 叙述 方 使 ， 用 (j,k)》 
Жз 网 格 点 (х,у, 1), H 
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-om i o 


uG К) ибх, t ) 的 值 . 
(二 ) 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 差分 法 


考虑 初 值 问题 
| а au o (4.1) 
ôt Ox 
ибх, 0)= ф(х), -o <x< + со 64.2) 
其 中 上 ж. 


在 我 们 讨论 的 方程 中 ， 对 x 和 上 都 是 一 阶 微调 。 首 先 我 们 
利用 台 劳 级 数 写 出 & 在 (j, К), РАЛЕ х 的 向 前 ， 向 后 


和 中 心 差 商 的 各 种 表达 式 分 别 为 ， 
(24), UKs а) нбх, Ё) 
Ox J; h 
=" (87,1) (4.10) 
式 中 |X; - x, | <h, | 
Sw] „икән иби ts) © 
Е i h 
+ шат) (4.11) 


式 中 | x; — x; |<, 


сз е t) M(X -is te) 
[去 zh 


па, tO) (4.12) 

|<, | 
对 方程 (4.1) 选用 各 种 不 同 的 差 商 近似 ， 就 可 以 得 到 各 

种 水 同 的 差分 格式 。 
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1 BER | 
为 M9017 证 用 ösa) ЯН Ç4.102) R, ЛЕТ 
иј, Къ 1) 00), К) , „u(i +1, К) -н(}, К) 

т h, 


т м йм 
сун”: (X; і.) _ а Bur, (x; t.) = 0 


我 们 把 


RY = ш", Cx tx ) +a Bur, (ху. )=0(т+һҺ) 


叫做 截断 误差 项 。 当 略 去 截断 误差 项 ， 并 用 以 来 表示 MK) 的 
近似 值 ， 则 得 到 


к ці £ ut 
„чш + айты Ии =0 
令 r =T/h 为 网 比 ， 则 上 式 可 写成 
ші =u} -arut ul). ал 
(4.13) 用 到 的 网 格 的 节点 ， 如 图 7.10 所 示 。 
冶 对 t 采 用 向 前 差 商 (3,4) 而 对 x 选用 向 后 22 Eg (4.11) 
MRE, Pe 


uj! uj- arut- u_,) (4.14) 


它 所 用 到 的 节点 如 图 7.11 所 示 。 


h +1] 


图 7.10 


而 其 截断 误差 项 为 : 


к) =-ун” (x,t) a Pur, (х, t. =О(т+В) 


835 


КУНИК, 
车 对 + ALBII (s эу 223 < дї ә со де кз 
(4.12) Ме, MaA 


uiti =ni Cy (uta -и) чы) 


ЖЕ] ИЙ ЕТИ S ЕТ. 1272. 


其 截断 误差 为 : 
R$) = Sua TIRTS, + дусу), t.) =O(r+h2), 


格式 (4,13) , (4.145 ЯП (4.15) 有 一 个 共同 特点 ， 就 是 当 
初始 值 
ибх;,0) = q(x;) (4.16) 
给 定 以 后 ， 第 一 层 节点 上 的 w(x;, to) 就 可 以 逐个 计算 出 来 ， 一 
般 的 当 第 k 层 的 局 值 算 好 以 后 ， 就 可 以 算出 k+1 层 .Ew;'' 的 值 ， 
这 种 格式 叫做 显 格式 。 
2 віє 

， 我们 对 t 采用 向 后 差 商 (2.5) ， 而 对 x 选用 中 心 差 商 
(4.12) ， 如 果 略 去 截断 误差 项 ， 取 近似 值 ， 则 站 


ujt Tuiti = ш 4.17) 


(4.17) 式 所 用 网 格 上 的 节点 如 图 7.13 质 示 。 
它 的 截断 误差 项 为 : 
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ArT 


кү? = Жи”, (xn tO À S apx, 1.) = O(r + h!) 


WI GLID ЯШЕНЛЕ НЕ SQ AS, "4 3828618 (4.16) 以 
后 ， 要 算出 第 一 层 上 的 值 必 须 解 联 立 方程 组 才 可 以 ， 这 种 格式 
ща її =. 


PE 7.13 


从 上 面 建立 差分 格式 过 程 中 ， 可 忆 看 出 ， 当 芗 长 7T， һә 
0 时 ， 各 差分 格式 略 去 余 项 也 随 之 趋向 于 零 ， 这 说 明 差 分 格 = 
的 极限 就 是 相应 的 微分 方程 ， 此 时 就 说 差分 方程 与 相应 的 微分 
方程 是 相 容 的 ， 或 称 属 相 容 这 近 。 相 容 和 收敛 是 不 同 的 ， 一 般 
说 来 相 容 性 是 不 能 保证 收 敏 性 的 ， 但 在 许多 情况 下 ， 差 分 格式 
的 相 容 性 再 加 上 稳定 性 ， 就 可 以 保证 收 和 伍 性 。 这 就 是 Lax 等 价 
定理 。 因此 下 而 我 们 可 以 致力 于 研究 差分 格式 的 稳定 性 问题 。 
下 面 我 们 讨论 上 面 四 种 差分 格式 的 稳定 性 ， 
3 ”稳定 性 
我 们 仍然 用 富民 法 讨论 上 述 四 种 格式 的 税 定 性 问题 。 
与 差分 方程 (4.13) 所 对 应 的 误差 方程 十: 
eitt =e} arlejs tet) (4.18) 
假定 误差 具有 谐 波 形式 
gt = Се” 
代入 G.1 网 得 特征 方程 : 
СӨ ЧӨ Со — акс ent Се") 
ИЛ ЗИТ Се", MA 
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runa amam, pa арон oe 


G =1- arle" — 1) 
= (T -+ ra) — ar( cosnh + isinnk) 
= 1 + qr(1 — сосн) ~ iarsinnn 


则 


G=1+ arsin? - 287 isin mb e оз (4.19) 


于 是 


[G]? = (1 + 2arsint Z у! + (2arsin t cos "i > =)? 


=1 + 4ar(1 + аг) sina (4.20) 


В. 3236 式 (4,13) 稳定 必须 要 有 ac<0，-IT<ars0 时 
|G[:=1, Hath ERE >>0 情形 如 何 都 有 | G | >1 此 时 差分 
格式 (4.13) 是 不 稳定 的 。 


(4.14) 的 特征 方程 是 
С =1-~ аг+ ате" (4.21) 


№ (4.21) 容易 推出 
G = 1-— ar + ar( cost#h — isinnh) 
=] -— ar(1 — соѕзий) ~ orisinnk) 
‚ =1— 2arsin2 т. 一 i2arsin E costi. (4.22). 
FE 
1С [2= (1— 2arsina А 2+ C2arsin te сов?) 


=1- Arasia + 4a?r? sinat 


=1- 4ar(i — ar)sinzah (4.23) 
#@а7:0, SoS 1i}, [G2<1, 格式 (4.14) 是 稳定 的 
由 于 差分 格式 (4.15) 的 特征 方程 为 
G=1- (е ~ е") = 1 – iarsinnh 
所 以 得 
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[G [2= 1 + а2е25іпий2>1 

对 尾 何 + 都 成 立 ， 因 此 差分 格式 (4.15) 是 恒 不 稳定 的 ， 

ERA (4,17) 是 稳定 的 ， 请 读者 自己 证 归 ， 

值得 注意 的 是 ， 格 式 (4.13》， 当 4 二 0， 一 1<ar 所 0 时 是 
HER, m e>>0 时 ， 不 论 了 取 何 值 都 不 稳定， 而 (4.14) ж 
式 ， 当 п>20, (Sarsi Е, а<0, -1<а<ол ж, H 
ГИ ЗЕК, RERE, АЛКИЛ R 415 AE 
出 当 e>0 时 ， 应 取 左 偏 烙 式 〈4,14) ， 当 GaG<0 时 ， 应 取 右 偏 格 
式 (4.13), 


习 题 7.4 
1 双 曲 型 方程 为 
биа a 0, 0<x<t, 0< t <T (1) 


u(x,0)=ge(x), 5,0). =ф(х),ф х= (2) 


и(0,2) = (2), wl, t) =m (t), ОЕТ (3) 
构造 其 差分 格式 。 
2 ”试用 上 式 显 格式 (I) 解 下 述 混合 问题 


[52 - Th = 0, 0<x<1, #>0 
| 


| мох, 0) =sinax, PLD = х(1-х), 0<x<1 


Vu(0,t) =и(21,#) = 0, t220 


з МУР 
с = а 5<x<10, 1>0 
к 0)=x-1,5<x<10 
“Ot = | i=j =0, 


ul; t) =н(10,1) = 0 
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$S 5 变 分 原理 


有 限 元 方法 是 近 于 儿 年 发 展 起 来 的 一 种 计算 方法 . 它 在 结 
构 力 学 ， 弹 性 力学 ， 流 体力 学 ， 热 传导 和 电磁 场 计 算 等 方面 有 
着 广泛 的 应 用 ， 

它 的 基础 分 为 两 部 分 , 第 一 部 分 是 变 分 原理 , C e 
户 辽 金 方法 的 一 种 变形 。 第 二 部 分 是 前 分 捕 值 ， 它 是 差分 法 的 
一 种 变形 ， 有 四 元 方法 是 把 这 两 类 方法 相 结合 ， 取 长 补 短 而 进 
一 步 发 展 的 结果 。 

目前 国内 外 ， 关 于 有 限 元 的 资料 很 多 ， 多 数 是 从 力学 问题 
来 说 明 问题 的 。 这 里 我 们 主要 是 从 数学 方面 来 对 有 限 元 方法 作 
一 些 必 要 的 叙述 ， 企 图 勾画 出 有 限 元 的 一 些 特 性 ， 便 于 与 差分 
法 等 进行 比较 . 

因为 变 分 原理 和 剂 分 插值 是 有 限 元 方法 的 基础 。 首先 我 们 
对 变 分 原理 作 以 简要 介绍 ， 然 后 再 用 有 限 元 方法 解 决 边 值 DJ 
题 。 

我 们 从 党 微分 方程 入 于 ， 来 介绍 变 分 原理 ， 然 所 再 以 维 
的 泊 松 方程 边 值 问题 为 寞 型 来 说 明 
有 限 元 方法 ， 

C) 我 们 用 一 个 物理 上 的 例 
子 来 说 明 变 分 原理 的 基本 思想 。 

例如 : 一 根 长 为 工 的 等 截面 积 
弹性 直 杆 ， 横 截面 积 为 S ， 密 度 为 
р, ARENE, ТЕ Ы 
定 ， 下 端 自 由 ， 求 在 自重 作用 下 杆 
各 点 的 位 移 , 

如 图 所 示 、 我 们 湛 杆 轴 建 并 华 图 7.14 
标 0x， 上 端 x- 0， 下 端 x= 1. W НАНА Н 4 $ уи = 
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ибх), 则 从 弹性 力学 知识 可 知 位 移 w(x%) 满 中 的 方程 是 : 


Еи + pg= 0 (5.1) 


其 中 是 重力 加 速度 ， 因 为 在 x=0 处 u=0, {Ех=1ЙЁв =0, 
MARR ATEN 


ш сш о} 告 为 解 微分 方程 边 值 问 题 
а?и 
| Egat pa = 0 | 
и(0) =0 (5.3) 
lust) =0 


然而 ， 如 果 从 能 量 极 值 的 角度 来 看 。 办 为 杆 与 外 荷载 构成 
的 总 势能 应 为 


Ји) = f 3a (EE) i- f зовидх (5,4) 


求解 x(x) 就 应 是 求 在 满足 边 值 条 件 (5.2) 的 苞 数 中 ， 使 5.4) 
取 极 小 值 的 隙 数 ， 反 映 杆 各 点 位 移 状态 ， 由 此 即 知 研究 杆 在 自 
重 下 各 点 位 移 问 题 ， 便 成 为 在 G.D 条 件 下 ， 求 积分 (5,4) 
的 极 小 值 问 题 ， | 
定理 〈 等 价 性 定理 ) 如 果 &x) 是 《5.3) 的 解 ， 则 их 
КК А, Bz, ШЖ xx) 使 (5,4) Ји) 过 到 极 小 ， 则 
w(x) 一 定 是 边 代 《5.3) 问题 的 解 。 
证 明 у(х ) 给 出 积分 ‘5.4) 的 最 小 值 。 即 
Ји) >y) 
且 满 足 边 值 条 件 
0)=0, y'(1)= 0 
Wn(x)84E— E pG Ap 3sk, АКРЕ 
400) = 0, m (1) = 0 
设 a 为 任意 实数 ， 则 函数 y(x)+ am(x) 适 合 
yA) +000) = 0, yD + ат (1) = 0 _ 
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BW LATE а, Bú 9 y(x)+an(x) Yñ Sr xD іН ЖОР 
(5.2). 
于 是 应 有 
J(y+ an)2:J(y) 
由 于 积分 JY+am) 为 4 的 函数 ， 当 6= 0 时 其 值 为 J(y ) 为 最 小 ， 
所 以 应 有 | 
(ужат) =0 (5.5) 
m 
2 у+ат = 是 [了 Е(%У+ a$ 


= |: u m 
=s[f (2 + а 25 а Б dx 一 f: ii 
MURR (5.5) 就 有 


dy dn, г! x 
sf ЕТУ Тах Sf pmdx=0 (5,6) 


利用 分 部 积分 ， > б 应 有 
f. ЕСУ dx sali- [ЖЕСЕ >) 


dx dx 
s= Gf ES 
= К И = 
RA (5,6) 就 有 


sS f na ( F) ах-5 | pemdx= 0 
或 写成 
sf (42 + рв]йх =0 (5.7) 
ШЫ В, усх) ЯНУ (5.4) 极 小 值 ， 那 么 对 于 
ERER) (5.7) 都 点 成 立 。 而 这 只 有 (5.7) 中 方 插 号 内 
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式 子 为 零 时 才 可 能 、 即 必须 有 


号 ( к 2)+pg= 0 
于 是 ， 给 出 积分 (5.4) 极 小 值 的 那个 函数 убх), ХЕЙ ба] 
АЙ (5.3) 的 解 。 
KZ, 设 y(x) 为 边 值 问题 (5.3) 解 ， 则 у(х) Æ (5.4) 
的 极 小 值 ， 即 


+) =+ f в( 0 еа, f суара 
- = 三 E (° ry +з f аЕЗУ Max 


sf аЕ(21 "Уа р. „РВУйх =s f apgndx 


б f ` ату, 
уу +5 Г. ee (Gas + 


1 dy dn t 
+ sf ,oF 2,9% sf apgndx 


їз [ anI а ВАЯР, HERO —0, то) =0, 
于 是 有 

fing а номан 

+ БУл Сл) | | 
= Sf a (Б) ах 

因此 

J(y+an) = 10у) + 二 人 aE (HY ах 

-af [Es ај 
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因为 y(x) 是 边 值 问题 (5.3) 的 解 ， 便 有 


teg У) ов= 0 


= sf | (ату 
J(Oy+am)=J(y)+ zf aE(P) dx (5,8) 


X E>0, Mj 
J(y+an)>J1(y) ОНЕ а) 
微分 方程 边 值 问题 (5.3) Ж убх), E (5.1) JO) 达到 E 
小 ， 
对 偏 微分 方程 来 说 有 完全 类 似 的 情况 ， 即 求 偏 微分 方程 边 
值 问题 


所 以 


Fu ғи 
| свя ду? = Кх, >), (х, yG 


ul: = рМ) (5.9) 
的 解 ， 等 价 找 使 积分 


у 1[[/(6u ди, ди ди = 
100 J OX + ду ду шу 


= Fix, yyudxdy (5.10) 


于 到 极 小 值 的 那个 函数 。 
通过 上 面 证 明 过 程 可 以 看 到 。 一 个 物理 问题 昌 然 有 两 种 不 
同 的 数学 描述 形式 ， 然 而 ， 求 徽 分 方程 边 值 问题 的 解 ， 可 以 通 
过 求 使 积分 达到 极 小 值 的 函数 来 实现 。 不 过 求 使 I(u) 达 到 极 小 
的 函数 x(x)， 比 求 相 应 的 微分 方程 的 解 要 求 的 低 。 这样 就 会 给 。 
我 们 带 来 很 多 方便 ， 


(=) 里 兹 一 加 辽 金 (Ritz 一 FanrepkMNH) 方 法 


前 面 我 们 已 经 讨论 了 如 何 化 边 值 问 题 为 等 价 变 分 问题 。 下 
面 讨论 如 何 求解 相应 的 蛮 分 问题 。 里 兹 一 加 和 辽 金 方法 是 最 主要 
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的 一 种 近似 方法 ， 它 是 讨论 有 限 元 方法 的 基础 . 
ШУ. n EZE, po Vo с, р. УОНА СЕЕ 
Ж) А yY, 中 任 一 元 素 ?,，(x) 可 表 为 
у. = $ ap; (x) (5.11) 


里 效法 是 选取 , ВСУ Сх) ИВМ, 就 是 说 选取 一 切 可 
能 的 c, ， 使 积分 


J(y. (x)) = a s (aaoo) ах 


- f paylapi Сах (5.12) 


达到 极 小 值 问题 。 (5.12) 是 ou as …; 4 的 多 元 遂 数 ， 从 而 间 
题 化 为 通常 的 多 元 函数 的 极 信 问 题 ， 因 此 ，a; 的 选取 应 满足 


2 
Ba O (X))=0,j=1,2, КЫТ 
р Да, üp ; av 满足 
Уа, :а; = 有 天 -12 (5,13) 
i= 
其 中 
‚! 
а = $Еф; (x) yi (x dx (5,14) 
t 
B. = f spgyr (x)dx (5.15) 


(5,13) 是 线性 代数 方程 组 ， 求 出 a; 后 ， 代 到 【5.11) p, E 
得 到 近似 解 y,(x)， 这 就 是 里 论 方 法 . 

加 辽 金 方法 也 是 取 一 n 维 空 间 У,, 把 y,(x)EV，, ER 
(5.11) , 但 要 求 aj Жу, (x}) 关 于 V; 中 任意 元 索 都 满足 
(5.4) 

值得 注意 的 是 里 兹 法 基于 极 小 位 能 原理 ， 而 加 辽 金 方法 是 

基于 虚 功 原理 ， 后 者 比 前 者 的 应 用 广泛 得 多 。 它 们 之 间 即 有 联 
ALAKI. 换言之 
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Yaa; = В,,К=1, 2, че ‚№ 
其 中 esp 与 (5.14), (5.15) AR, ХН ЖУРЕ S HJ 
方程 组 (5.13) 相同， 因此 习惯 上 称 (5.13) JEZ- WEE 
方程 ， | 
例 用 里 效 一 加 辽 金 方法 解 边 信和 问 题 
{ їХҥ)у=и” +u= -x 0<х<1 ; 
u(0)=u(1)= 0 (5.16) 
的 近似 解 . 
я PUREA 
ф(х) =х(1-х)х'71, = 1,2,0 
фасх ДЕНА, HH 
2:00) = 0 
Ф;01)= 0 
将 近似 和解 y,(x) 表 成 
у.х) = у abi(x) = х(1-х) х 
I=1 


х (2, +x + + +a, x" +) 


щие, ШЖ 


(f LC hax) a = - {хах (8.17) 
Hp о =x(1-x) RAER, 4 


f ш) Widx = f G + hd 
. ° 


= f cC-2+xC(1-x))x(1- x)dx 


三 XiGX = f ea x) a= 1 


RA GID, ## а=, HERH 


Р { 


4. ` 
~e 


у(х) арх) = 5. x (1-2) 
当 = 2 时 ， 则 有 


(f uo b dx уп, + (f Ledax ) a; 


= >. x dx 
(f иван) н +(f фо) нйх Jaz 
=- E xjdx (5.18) 


(х) =х(1-х) 
plx) =х(1- х) 
У2=х(1- x)(a, +азх) 
注意 
f орох f Lide 


= f С—-2жҗҖ1-х)3х%(1- x)dx 


re A 

20 

f Leds = f (2(1-х)—-4х+х(1- 
° 0 


х))х%(1-х)ах = _ 13 


将 上 面 计算 结果 代入 (5,8》 中 ， 得 到 里 兹 一 加 辽 金 方程 


=a = au = | 

107 201 12 
三 
| 207 40572 26 


НОЕН а, = а ‚ а= £, 于 是 


у(х) = x(1 (7х) 


容易 验证 边 值 问题 (5.16) 的 精确 解 为 ?(x) = 10 х, 


sin1 
于 x= >> ж, у(х), ух) Н ИЖ уб) 11 
Ш, ЖИА ТЖ. 
x | уб) yi CO Уг) 
ЕЕ ай Ё 0,052 чай 


| 0.070 0.069 0,059 


0.060 0.052 | 0.060 


sl юч ajm | 


下 此 可 见 ， 一 次 近似 的 误差 在 0.01 左 在 ， 二 次 近 亿 的 误差 在 
0.001 左 右 。 


3 6 ЯШӘ Ил; 


我 们 仍 以 微分 方程 边 值 问题 (5,3》 为 例 来 说 明 有 限 元 法 
的 求解 过 程 ， 根 据 前 面 讨论 , 求解 (5.3), 等 价 于 求 积分 
(5.4) #: (5.2) 边 值 条 件 下 的 极 值 问题 
我 们 首先 对 区 闻 50、1 进 行 剖 分 ， 分 成 下 个 小 区 间 ， 邵 
(= м<... <х,.-.<х.=1 
把 每 个 小 区 间 [Xi Xr] 蔬 做 一 个 介 元 ， 记 作 ex 。 单元 长 Ж 
йук, Ж 


在 第 K 个 单元 内 ， 用 线性 插值 函数 : 


ибх) = L(x № К (ХЕ, хн) (6,1) 
k 


唯一 确定 ， 其 几何 形状 如 图 7.15 
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Ф... 


1-1 


Н 7.15 
其 中 xt 为 Kx) 在 xx 点 值 ， 这 样 就 整个 区 间 50，D 刀 上 用 连续 折线 
1%. 


uo (x) x E (хо, Xi Jl 
ә | t ( x) x € L ix, х2] 
u(x)= | .... 
| 
NH, (x) XC[(x,- i X, (6.2) 


来 代替 w(x)。 显然 a(x) WEAR RH, ЗРНА ибх) 
这 样 的 函数 求 积分 J(w) HEMAT. KECO, 12 在 上 面 的 部 
DZT, ЖЕЙ В ио, нз, е, нп + 1 个 数 .因此 1) 
可 以 看 成 4+ 1 个 数 的 多 元 函数 。 使 Fw 达到 极 小 值 的 di ， 应 适 
кув. 


ы аз он (6,3) 
rk 


将 ux) 代入 (5.4) ， 则 有 
~ < I ~ 1 ~ 
JI) Sf ,ECW Cx))dx—s f ов Wx)dx 
= {zf Бш dx 
-sf рш х)йх} 
СУЙП кш nya 
z sf 1> oeu; Сх)ах } (6.45 


dH (6.1) 可 知 
349 


W y (x)= араш) (6.5) 
了 
因此 


A x 
= У UB саго, u yd 


КА sf ов xx дш, 
СТТ - эди 205) (6.6) 
现在 对 wx(K = 0,1,2,-+,п) ЖЕ, 注意 K 从 0- 一 ~ 1 的 各 个 
МЕ, RAC,- x, Сх, Xi+227 这 两 个 小 区 间 上 的 积分 
与 #t 有 关 ， 其 余 的 痢 与 4i 雹 关 ， 因 此 对 wi 求 导 都 为 零 。 这 样 一 
来 ， 对 每 一 个 以 求 导 都 只 有 两 项 ， 即 


GU) 9 {з к, 1 r 
= 4S ——(u,—u,-. Yd 
ди; ди; Г suu ч ка 


++]. Ер —и)?@йх 
x+ 1 
sf i PeZ XE UE 
+ (x, — XW Idx 
Titi 1 
z &] pg. CCX Хан ъа 


+ (хра = хуша) 


_ sE SE 
hi h; 


-Eh thi) =0 (6,7) 


(ир Ur — 1 T (иы, “C H.) 


从 上 面 推导 过 程 中 可 以 看 出 ， 第 k 个 方程 只 有 e: 和 ei-: 这 
两 个 单元 有 用 。 而 每 一 个 单元 e; 又 只 对 第 j 和 7 +1 这 两 个 方 
程 起 作用 .我 们 把 上 面 的 方程 引进 符号 ki 来 表示 ks 的 系数 ,其 
中 的 上 方 的 指数 j 表示 单元 , i 表示 方程 的 号 码 , 下 方 后 一 个 
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元 和 第 % 个 单元 对 第 KK 个 方程 的 贡献 ， 不 过 它 是 与 u, 无 关 的 
常数 项 。 另 外 还 得 指出 ， 第 一 个 方程 和 最 后 一 个 方程 ， 因 ze 和 
w, 只 与 一 个 单元 有 关 ， 因 此 形式 略 有 区 别 ， 现 将 它 排 列 于 下 。 
Кеш», + Куг = 8007 
КӨн + СКОГО К? Эи, tE paljas 
= -9 4g) 


f {=1,2,+,п—1 

т он, KI u, = B+ (6.8) 
ж ышт ДЕЕ Ёл, W 

KU =G (6.9) 


RREK k 我 们 ИКЕ БЕ, U = (ио, His өн)Т, СЕНУ 
项 。 如果 我 们 把 一 个 单元 ey 对 方程 组 的 贡献 写成 

к) к\з, 60) 

(ао і КО ъа у )- (о) ау 


K''= А ГРОД ) 


і КО, +1 
叫做 单元 e; 的 单元 刚度 矩阵 ТК) БЕ Ha á: E H ЭХ ТЕЙ Ju WJ SE 
阵 达 加 而 得 到 的 ， 即 


| кч) ке 
ке; ЖИГ? ко) | | 
эше; ТАТЕ 
Sas asas БЕД к? ован к\з) 


iti 


其 中 


Ц 
i 
i 


| 
| .` 
| sassa 
| кз, клу, кутур, 
шы. г) Di 
(6.11) 
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”这 个 系数 矩阵 是 对 称 的 三 对 前 矩阵 ， 因 此 求解 是 较 容易 
的 ， 但 是 在 求解 以 前 必须 对 边界 条 件 进 行 处 理 . 例如 在 我 位 的 
例题 中 ， 端 点 u(0) = 0, 为 此 我 们 令 和 矩阵 下 中 的 第 一 行 第 一 列 元 
素 除 对 和 角 元 素 为 1 以 外 其 余 全 部 为 零 ， 右 让 项 也 为 零 。 这 样 保 
证 解 出 的 wo =0， 而 解 出 来 的 uo, wi …，&: 所 构成 的 折线 函数 
W(x)， 在 适当 条 件 下 ， 可 以 证 明 是 真 解 的 一 个 近 位 解 。 

下 面 我 们 把 上 面 例子 将 区 间 [50, 旭 四 等 分 ， 节 ho = hi = ja = 
hs = 二， 则 每 个 单元 的 长 度 都 是 一 样 ， 所 以 容易 求 得 


k) = kt) = кї) ВЕ 1 703) 
F eq i 


同样 可 以 得 到 
gi = gÚ = ga = PEE 
ge = = sT 
FE (6.8) 可 以 写成 
S N 
ї = | | ' | 
si Си ш! 1 
45Е -1 2 -1 u, = 0881) 1 
1 | 4 | 
一 二 2 一 工 из | 1 
| 
-1 1 ы] |+ 
利用 边界 条 件 uo = 0 得 
‘10 uo го 
| 02 -1 ui 1 
| -1 2 -1 wz |_ ов | 1 
Ш Се ОКЕ 
М —1 1 ) ш (4 
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ЖНГ 145 
мо = 0, Uz = 3—— U= pgi 
3,5081. =7,5080. 
й 3.516 E из 7.576 8 
这 和 方程 05.3) ША 


=Ё8 _ * 
нб x) p“ 5) 


在 各 节点 上 的 值 完全 一 样 ， 而 在 其 它 点 的 值 可 以 从 图 7.16 中 看 
到 ， 有 限 元 的 解 &(x) 与 真 解 K(x) 远 近 程 度 。 


лж 


— = w m дер  — у. 


27 


7.16 


Жл Һ ЧЕТВЕл>—Галеркин Е 函数 的 选 
kam, Ц ГУЧА ВСН Е, HE 


е х= 0 
(Сеин ы шш ы, Xi -TSX<Xi 
j1 
P = | 1 i=1,2, n 


A Ххх 
! 
Q X2ZX; + 


.853 


w — = с 


图 7.17 


于 是 2(x) 可 以 用 p ORRA 
&(x) = Yolu pi (x) ` 
j=l 


在 这 里 待定 系数 为 w;， 其 中 p (x) 
的 选取 有 赖 了 于 分 点 华 标 和 和 分 点 个 
数 。 

下 面 我 们 介绍 平面 的 有 限 元 方 
法 。 这 里 我 们 仅 以 泊 松 方程 第 一 边 
值 问题 来 说 明 二 维 的 有 限 元 方法 。 

HAKR EA ибх, y) 为 连 图 7.18 
Ж, WQ Вих, RESE 

Oa д?а 


и|90 = ç (6.13) 

其 中 ，f(x, у), ф(х) 为 已 知 的 而 且 具 有 一 定 光滑 性 . 
我 们 首先 对 区 域 2 进行 前 分 ， 在 一 维 情形 下 只 是 长 度 不 
闻 ， 而 形状 一 样 ， 在 平面 上 则 可 有 各 种 不 同 的 几何 形状 ， 如 三 
角形 ， 四 边 形 等 。 设 区 域 Q 被 剖 分 成 ay es …，ex ШАЛЕ Я 
形 单元 。 这 区 个 三 角形 单元 的 和 是 纪 的 一 个 近似 记 作 Q, 两 
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个 单元 之 间 不 能 有 公共 内 点 ， 每 个 单元 的 顶点 可 以 是 另 一 个 单 
元 的 顶点 〈 如 男 7.19) ，: 但 类 不 允许 一 个 单元 的 顶点 是 另 一 个 
草 元 边界 中 的 点 (如 图 7.20) , 


图 7.19 .图 7.20 


单元 顶点 如 果 在 边界 3628 上， 如 图 7.19 妈 为 已 知 的 , 在 内 
部 前 点 图 7.19 记 “*” 的 为 待 求 的 , 我 们 分 别 记 раі. 
eey Pa A Po Pott Pas ERE ДАК ибх, уг) =и(р,), RAWE 
1Eu;, т 
我 们 仅 就 一 个 三 角 单 元 Ae 来 
讨论 ， 设 三 角 单元 Ae 的 三 个 顶 
点 分 别 为 i， j, m, 它们 的 坐标 
各 为 (x; i), (х, У), (хь, f 
Ya) Bi, jm 按 道 时 针 方 向 "i 
排列 如 图 7,21. Ж 
在 Ae 上 以 一 个 线性 话 数 来 近似 这 个 单元 上 的 精确 值 ， 即 
u: (x, y) = Gi + X+ 03у 
Ж, а, а, аз БЇ HZ ff = AIBA АВЕ. = 4 Ti pA 85 
标 来 确定 ， 这 是 因为 在 三 个 顶点 处 ， 这 个 线性 晤 数值 有 ， 
@ + 0х, + AY; =и; 
Qi T GX; 03у; = tt; 
Qi GX, 十 @@ Уч = Hs 
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系数 年 阵 行列 式 记 作 


x 1 x, y; ` 
| 1] x; y; = 2Àe 
| l X, У. 
4e 此 处 表示 三 角形 的 面积 ， 于 是 我 们 便 求 得 ， 
и; х; У; 1 H; У; 
т = 14и, х, У; йүзе l u; 7; 
2Ae| ' ¿Ae 
И. Xm Ум» 1 u. y 
1 x; y; 
т s 1 x; н 
3 оле A 
1 х. Ym 
从 而 
и“(х, у) = ais бин (a, ++ сту) +и,(а, + I 
+b,x+ суу) +u,(a, tb,x- c.) (6.14; 
其 中 
а; =х;у.-х.Уу;, Qj = х,у, Xi Ун, 0. = х,у: — х;у, 
b; = у; — У, b; =Ya— Yis b. =yi-— Уу; 
с; =х.-х;, C; FX; Xns Ca =X; — X; 


Wa; a;, an3 Dis bis 6,3 Cis Cis Cn 和 Ae 都 是 依赖 于 三 角形 顶点 
坐标 的 已 知 数 ， 所 以 wt%,y) 只 是 i,Uj,s u, ВМ, Bh Ж 
有 


: = l ciu, +b; 
tuz (x, у) = 2Ae (ри; +b;u; + bulta) 


иж у) = AZ CC ti +C; + бй) (6.15) 


N (x, y) = ziza; +b;x+e;y) 


_ _1 { | 
N (x, y) = эдк (Oi T+b;x+c;y) 


Р] 
N. (x. У) = зд 09" t bsx+ Сау) (6.16) 


mu 《x, ?可 表示 为 
tz (x, y) = N ; (x, у)и; +N, (x, y)u; + N. (x, y), 
3 A 238 КИЕ ЖК u (x, 3y) 合 并 起 来 就 得 到 整个 区 域 2， 
上 的 分 块 近似 函数 ， 
и(х„у)=н* (х,у), (х, у)єДе (6.17) 
тих, 7) 在 区 域 2, 上 来 求 积分 
т) (а red + fa |ахау 
МН, {ЕЛ ) 中 可 以 自由 选择 的 是 ms Uas Was ВРУТ 
看 成 是 ti ts，… ,4, 的 元 函数 的 极 小 值 ， 使 得 积分 J( u ) 为 极 
小 的 ШИ. з 应 适合 方程 组 
本 (6.19) 
Oits 


(н: + и?) + f ахау 


+) аи |ахду 


~ 
= 


3 
Е (8 (b;u; +b u, + bus)] 


2 
+ Е +C; + сьм.) ) 


+f. (N t + М; + Natin) J dxdy 
H (6,18) 便 有 
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н Да X (одате, + Би, +b,u,) 
х (bidi +b Âf + On) + (City CU; + с.п.) 
х (c,ói te +c.03))D + NO + JN 6 
+JN.88)dxdy 
= 0 s=1,2, …， (6.19) ` 
Жано, У dB 


АВАР 1 ， 否 则 积 
分 为 等 .在 这 个 方程 中 只 与 &， 
有 关 的 单元 对 方程 才 有 和 员 献 ， 


其 余 的 全 为 零 ， 在 一 维 情形 里 
只 与 这 个 节点 相 邻 的 两 个 单元 
有 关 ， 在 二 维 情 形 里 比 一 维 情 
形 复杂 得 多 ， 它 与 节点 周围 所 УХ - 
有 单元 都 有 关 ， 如 图 7.22 。 图 7.22 | 
Фи: 与 周围 六 个 单元 et ез ез, ee ез, e BAR НЕ, и: ТАЈ 
系数 为 〈 用 前 面 符号 ) . 
kiy tkis ЖЕЙ + kiq ЕҢ 十 天 和 
在 这 个 方程 中 还 有 
I i йу, Ug, Wig ms Was 
这 六 个 未 知 数 。 这 些 未 知 数 前 面 的 系数 分 别 是 
1 
ик: Ку + КА; Ure ksi + Кз 
ны: kih tS Uns К + КУ 
因此 《6.19) RRAK 
(кїз tkis + ЕКЕ 5+ ké + kšs + К) 
+ (к. 十 区 SB + (hss + К Yu 
+ (Ki + RW + (и$% T tS Y нш 
+ (КЇ + К а t (и$һ + Us Us = Bs 
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其 中 8g: 是 常数 项 ， 并 且 由 “ 
6; “|| JN; вау || JN: dxdy + >. + [|a 算得 


下 面 我 们 讨论 每 一 个 单元 4e 对 方程 的 贡献 情况 。 每 一 个 单 
元 应 该 对 相应 的 三 个 方程 有 和 贡献 。 


ki, ki; | {wi gi 
к}, ki, ki, е =| g5 


кї; Кї, kin) lu, РО 


ki, Кї; kis : 
=| kf; Кї, i (6.20) 
Кл; Ка; Ка» 


叫做 单元 刚度 矩阵 ， 其 中 每 一 个 Kis RARE 


‘s “а (bibs + с.с) dxdy 


=i (bibs + e,cs) (6.21) 


其 中 4e 是 单元 e ВЛЕ, в 的 计算 公式 为 
-| JN s dxdy (6.22) 


Ja а зс Е И ЖЕЕ РБ, E УФ 98 ЦВЕ E 
阵 K, 最 后 解 方 程 组 KU = G 就 可 求 得 4;。 KREPKE AR, 
恰当 的 对 顶点 〈 如 三 角形 ) Ps 人 篇 号 ， 有 可 能 使 矩阵 开 成 为 带 状 
或 其 它 特 殊 形 状 ， 这 样 便于 求解 。 而 且 这 个 矩阵 KK 是 对 称 正定 
BJ. 

用 下 面 例子 说 明 用 有 限 元 方法 计算 &,; 的 过 程 ， 

设 给 定 前 区 域 如 如 图 7,23 所 示 ，。 
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图 7.23 
1 首先 把 2 进行 前 分 eay е», es, es 四 个 单元 , 
在 每 个 小 单元 Ae 上 给 出 级 性 近似 函数 4 (х, у). 
3 ”对 每 个 小 单元 Ae 计算 单元 刚度 矩阵 к 


бю, kih ki) kis К КЇ; 
ёч K ЕТ, ex | кр ЕП КЇ 
кз Кї, ki kasa kaw Ке) 
(Каз Каъ к» | 35 Кз; kis 
ёз kit kay Ж гй РМА ЕИ СЕ 
kiy Кї; kgs) ° kit К] 


4 ЗТ ЛИНЕН Е“ ite Ж, 
就 可 得 到 总 刚度 矩阵 


Куу Кі? їз kii 0 
kit Каъ + 35 + kiy. Къ + ks, 0 0 

K= | kii ky; +55 95 +kiy+ 3 0 0 
| 0 к, 0 kia kis 0 

| 0 sa tkg? Кз ТКБ kir kss ERO kIT и 

6 0 5 0 ks; ka% 


5 ЖС 


6 
Җ kí; 


(кй крук ду 


ka: 
го 


= 81 一 rmaxay 


врват = (акау 
+ [Ís ;@хйу + [| fNzdxdy 


Ез =&' +g, + Bs = (|емзаха 
1 


e 


二 (rvsaxay + { fraxay 


4 


ge 一 区 = 人 waray 


#1 


gs=8t +g? +g = ||/Мйхйу 


+ | rsaxay + | [8 283y 


gs=g = | [rN axay, 
对 强加 边界 条 件 处 理 后 得 方程 


еі е1 
kii 13 


0 
0 
555 kitki tk 0 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
\ 


gi tgi tgr 
gS tgi + g 5° 


> кше > > о фр 


= о о о о > 
= 
内 


"561 


Cg 


其 中 

и, 2 为 给 定 的 边界 值 或 强加 边界 条 件 处 理 后 的 结果 。 
著 不 能 得 到 确定 的 值 时 ， 那 么 就 根据 强加 边界 条 件 在 边界 点 上 
列 出 方程 . 
(6.21) ， 当 坐标 给 定 以 后 ， 就 可 算出 相应 的 b ，bs 和 cu，cs 
的 值 ， 然 后 再 计算 ki ИЙ, 


Ј Æ 7.6 


1 “用 有 限 元 方法 解 方程 
Í -u (x) = 1, 0<х<1 
н(0) =0(1) = 0 
精确 到 10-3， (n= 10). 
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第 二 部 分 “计算 方法 学 习 指 导 


第 一 童 ” 误 差 学 习 指 时 


一 主要 内 容 

本 章 主 要 是 论述 误差 的 概念 及 其 简单 理论 ， 其 中 包括 

1 误差 的 来 源 ， 其 中 重点 是 对 截断 误差 和 含 入 误差 的 研 
Ж. 

2 近似 数 的 误差 ， 即 精确 度 的 三 种 表示 法 ， 以 及 它们 之 
间 的 相互 关系 。 其 中 最 为 常用 的 是 关于 有 效 数字 的 概念 . 

з ”误差 的 传播 ， 即 初始 数据 的 误差 ， 对 运算 结果 的 影 
响 。 这 部 分 内 容 ， 对 数值 解法 万 为 重要 . 


二 基本 要 求 

1 误差 是 用 来 衡量 数值 方法 好 与 坏 的 重要 标志 ， 为 此 对 
每 ~ 个 方法 都 要 注意 误差 分 析 ， 并 要 结合 自己 的 实际 工作 加 诬 
理解 误差 酸 念 和 理论 的 实际 意义 . 

2 要 在 腊 清 楚 最 基本 的 概念 ， 及 其 它们 之 闻 的 内 在 联系 
基础 上 ， 会 处 理 最 常见 前 一 般 运 算 结果 和 解决 某 些 实际 的 问 
RH, 

3 在 学 习 时 ， 最 好 结合 中 学 教材 中 的 有 关内 容 ， 研 究 引 
进 近似 数 后 出 现 的 一 些 新 间 题 。 本 书 中 的 习题 尽量 多 作 些 ， 它 
会 帮助 我 们 加 深 对 某 些 概念 和 理论 的 理解 种 掌 据 ， 
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TE ИИИНИН ЕНЕ 


= ЖЖЖ 
81 3l 


在 这 一 节 里 简要 地 论述 了 学 习 误 差 理 论 的 重要 性 及 必 票 
性 。 因 为 在 科学 实验 和 日 常生 活 中 ， 我 们 迁 到 的 数 绝 大 部 分 是 
近似 数 ， 因 为 它 是 通过 带 有 刻度 的 度量 工具 获得 的 .精确 数 为 
数 不 多 。 如 果 引 进 近 似 数 ， 完 全 能 按 着 准确 数 的 办 法 来 对 待 ， 
这 也 不 会 引起 人 们 的 重视 ， 实 际 上 出 现 了 一 些 新 闻 题 ,， 比 
如 : 


mi 


(Мз 1 =L 3 — 1 )2) 2299 – 704/ 2 
当 用 v 2 1,4 代入 上 式 后 确 出 现 了 0.004096= 1 的 结果 。 这 
是 怎么 回 事 呢 ? 还 有 没有 其 他 结果 ? 那 一 个 是 正确 的 呢 ? 这 是 
少量 运算 ， 大 量 运算 又 会 怎样 呢 ? 这 就 是 要 研究 误差 的 必要 
性 ， 当 然 这 部 分 内 容 研 究 起 来 很 繁杂 ， 有 些 办 法 还 很 粗糙 ， 但 
我 们 一 定 要 把 基本 概念 掌握 好 . 


52 误差 的 来 源 


本 节 介 绍 的 误差 来 源 ， 并 不 是 所 有 误差 来 源 的 概括 ， 而 是 
主要 来 源 ， 我 们 常 遇 到 的 是 会 入 误差 和 截断 误差 ， 

在 四 会 五 入 法 中 ， 上 应 当 注 意 记 谓 偶数 法 则 ， 是 指 当 会 去 部 
份 的 数字 是 5 , 而 后 面 全 为 零 时 ， 册 由 保留 部 分 的 术 位 数字 的 奇 
REKE, MNS, AWA. i 

А = 42.3500 = 12,4 
В = 42,2500 = 42,2 ' 
JEREB, KERERE PRAE. 
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55 近似 数 的 误差 表示 法 


1 BYRE 
CO 绝对 误差 就 是 准确 数 与 其 近 但 数 之 莽 。 并 不 含 绝对 
俏 的 意思 。 有 人 把 它 理解 为 绝对 值 是 不 对 的 。 但 绝对 误差 ， 这 
一 定义 在 实际 中 并 不 适用 ， 其 原因 是 在 一 般 情况 下 某 量 的 准确 
值 近 是 未 知 的 ， 从 而 e: 值 就 无 法 求 出 ， 于 是 必须 给 出 绝对 误 萱 
FEL, B 
les | = ]х*—х|<Ах (3.1) 
(2) FÆRA, DARRAR: 
1° jes <4Ax, В – Ах<е, <Ах, 
2° Ax 要 尽 可 能 的 小 。 这 是 因为 一 个 数 |e | 的 上 界 有 无限 
多 ， 误 差 的 位 数 也 可 能 是 很 多 的 ， 若 随便 取 一 个 上 界 可 能 失去 
实际 部 义 ， 所 以 在 书 中 用 收尾 法 取 一 两 个 非 零 数 字 即 可 。 如 用 
四 舍 五 入 法 截 得 的 近似 数 不 超 过 来 位 数 所 在 位 的 半 个 单位 ， 即 
Ax< 二 10: 
3° Ax 为 比较 好 的 能 够 求 得 出 的 数值 。 一 般 来 讲 ,绝对 误 
差 界 都 取 到 某 位 的 学 个 单位 。 
M 求 V 了 的 近似 数 ， 使 其 绝对 误差 界 精确 到 51072, 


Tio, 107, 
f ”因为 3=1.73205…。 出 于 
4l1.7=jv 3 —1,7| =0.03205…<0.05 
A1l.73= [| 3 一 1.73|=0.00205…<0.005 
А1.732 = ]w 3 —1.732| = 0.00005…<0.0001 
所 以 x =1.7, х= 1.73, Хз= 1.732, 
2 ”相对 误差 
相对 误差 为 ”es =e:/x， 它 表示 单位 量 中 含有 的 误差 。 作 
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为 实用 的 相对 误 盖 界 计算 公式 ， 了 到 
= Ах. 
[х] 
H 测量 一 木板 长 是 954 米 ， 癌 测量 的 相对 误差 是 多 大 ? 
解 ” 因 为 实际 河 题 所 截取 的 近似 数 ， 绝 对 误差 界 一 般 不 超 
过 最 小 刻度 的 半 个 单位 ， 所 以 此 时 当 x= 954 米 时 ， 有 Ах=0,5 
米 ， 其 相对 误差 界 为 ， 


0954 = =0.0005241-..<0,000525 


óx (3.4) 


= 0.0525% <0.053% 

我 们 要 间 ， 为 什么 最 后 取 дх= 0.053 免 作为 相对 误 萱 界 而 
不 取 dx= 0.05250, В ôx = 0,052 久 作为 相对 误 阔 界 呢 ? 
REAA MARAR 0.5 本 身 就 是 近似 的 数 、 记 以 商 多 取 位 数 
是 无 意义 的 。 | 

邯 写 出 过 多 的 非 零 数 字 是 徒劳 的 ; 不 取 бх = 0,0520 A 
HELF, ЖИЕН АЛ аг. 

3 ”有效 数字 

(1) 有 效 数字 是 事 示 近似 数 准 确 度 的 另 一 重要 方法 。 它 
是 出 组 成 近似 数 的 数字 个 数 来 袁 示 近似 数 的 精确 度 的 . 

在 学 习 有 效 数字 时 ， 一 定 要 去 深刻 的 理解 定义 З. Ир, 
n 都 是 正 整 数 ，m 为 蓝 数 ， 称 为 x 的 阶 。m 的 值 是 确定 近似 数 % 的 
第 一 位 非 零 数字 xi 所 在 的 数位 。 它 们 有 一 个 明显 的 关系 如 下 : 


而 p 值 是 确定 有 效 数 字 〔 位 〉 的 个 数 ， 
如 mæ =3.1415928:-, W x=3.142， 出 
A3,.142= |л-х| = |- 0.000407. | <0,0005 
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所 以 | 
АЗ,1472<-, 1075 
ЖАт=0, т-р+1= ~ 3, 所 以 р=4, B0 
x=3.142 中 的 3、1、4、2 四 个 数字 都 有 效 ， 即 有 效 到 于 分 位 ， 
3.142 是 有 效 数 。 
《2 >》 有效 数字 的 另 一 种 说 法 是 : 
一 个 近似 数 的 绝对 误差 界 不 超过 某 示 位 的 六 个 单位 ， 则 从 
它 的 左 侧 第 一 个 非 0 数字 起 到 未 位 止 的 所 有 数字 都 | A Ж 
字 . 这 样 从 计算 Ах 中 直接 可 以 判定 有 效 数字 。 如 上 例 计 算 
A3.142 = 107°, 所 以 有 4 个 有 效 数 字 。 
《3 》 在 上 例 中 ， 若 取 r=3.141， 则 
二 10-3<|r 一 3.141| = 10.0005926…| 
: < 一 0.6X10-3 <0,5x<x10- 
所 以 近似 数 的 绝对 误差 界 不 小 于 去 10-?， 即 近似 数 不 能 有 效 到 
Р, а= 3,141 中 千 分 位 的 1 不 是 有 效 数 字 ， 

(4) 本 书 中 不 标明 绝对 误差 界 或 相对 误差 界 的 近似 数 都 
是 有 效 的 。 所 以 在 近似 数 中 的 小 数 末 尾 的 零 就 不 能 随 使 添加 或 
划 控 ， 它 们 有 反应 了 近似 数 的 精确 度 . | 

如 2.4, А2.4= 5 х107, ”2 个 有 效 数字 ， 
2,40, 42.40= x10, 3 PARRE. 


0.24, A0.24= + х1072, 2 AARRE. 


2.04, A2.04= 1 x10-2，3 个 有 效 数 字 。 


要 将 1.5 吨 用 公斤 表示 ， 只 能 号 成 1.5x10 公斤 ， 而 不 能 
写成 1500 公 斤 。 

4 ”有 效 数字 的 个 数 与 相对 误差 界 

《1 》 对 于 一 个 近似 数 的 表示 方式 ， 我 们 已 有 三 种 ， 绝 对 
误差 《4a) ， 相 对 误差 oa =-22, С О Ср), BH 
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Ax< 1, 107, ЖЕЗОКШЕ НӘНИ. 
(2) 定理 的 证 明 用 到 了 下 面 的 知识 。 
T 有 有效 数 字 的 定义 
Дх bona 
应 理解 为 
10", Ах trone 
否则 与 定义 就 不 相符 了 。 
2° 1 
х= х1*10® +x,+107” 7! + ++, 60 
йй 
Krl SxS (ху + 1),10" 
(3) 1° 在 一 组 近似 数 中 ， 一 般 说 来 含有 有 效 数 字 愈 多 
的 近似 数 ， 它 的 相对 误差 就 愈 小 ， 即 x MEH. 
2° 在 一 组 近似 数 中 ， 若 有 效 数位 相 周 时 ， 则 其 中 第 一 个 
有 效 数 字 x: 愈 大 ， 则 其 相对 误差 界 愈 小 ， 即 近似 数 愈 精确 。 
3° 作为 定理 的 应 用 ， 在 此 我 们 举 两 个 例子 : 
Ил 已 知 近似 数 a 有 两 位 有 效 数 字 ， 试 求 其 相对 误差 
界 。 | 
解 ” 此 题 给 出 的 已 知 条 件 是 : p=2， 但 并 没 给 出 近似 数 “ 
的 第 - -位 有 效 数字 x,， 遇 到 这 种 情况 时 ， 我 们 可 按 第 一 位 有 效 
数字 出 现 的 最 不 利 的 情 帝 合计 ， 即 令 %=1， 则 出 公式 


1 i 
ауа = урут 5 5 7 
Жа 的 相对 误差 界 为 5 Ф. 
例 2 已 知 近似 数 的 相对 误差 界 为 0.3 匈 ， 门 ZDA 
儿 位 有 效 数字 ? 


解 已 知 2.=0.30, Жанр “т. 但 由 于 的 
第 一 个 有 效 数 x! 没 具体 给 定 ， 而 我 们 知道 XI 一 定 是 1:2，…，9 
申 的 一 个 ， 由 于 
368 


人 110-1 


T 2x10 AIFID 
由 公式 (3, 9) , @p-1=1, Шо p=2。 因 此 由 定理 2 知 a 至 
少 有 2 个 有 效 数字 

(4) 可 靠 数 字 的 定义 可 用 文字 令 述 如 下 : 

一 个 近似 数 ， 其 绝对 误差 界 不 超过 其 末 位 的 一 个 单位 的 近 
位 数 ， 称 为 可 靠 数 ， 从 其 左边 第 一 个 不 为 0 的 数字 起 到 末 位 止 
的 所 有 数字 为 可 靠 数字 ， | | 

注意 可 靠 数 字 与 有 效 数字 的 区 别 ， 即 是 把 近似 数 < 的 绝对 
误差 界 放宽 到 

Ах=10” ?+! 
而 得 到 可 靠 数位 的 近似 数 。 


54 误差 的 传播 


Т аву I 
我 们 对 五 个 数 进行 运算 ， 实 际 上 就 等 于 已 知 一 个 式 子 及 自 
变量 的 值 ， 而 求 函 数值 。 例 如 计算 


[= 25013.27 х5, 89-105 
就 相当 于 已 知 
Їх. .Х2,Х3,Х4 s Xs) = _ба + x) xs — Xs 
Ха 
计算 


2.50, 3.27, 5.89, 7.86, 10.9) 
所 以 估计 运算 结果 的 误差 ， 就 是 估计 函数 的 误差 ， 这 也 是 大 家 
熟悉 的 全 微分 在 近似 计算 上 的 应 用 。 另 一 方面 也 确实 存在 需要 
估计 函数 值 的 误差 的 问题 ， 因 此 函数 的 误差 是 本 节 的 基本 的 一 
般 性 理论 . 
条 件数 的 大 小 ， 标 志 着 在 一 点 4 的 函数 值 JCA) 的 可 靠 程 
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度 ， 那 么 它们 的 值 究 竟 多 大 才 算 好 与 坏 呢 ? 这 完全 随 解 题 的 要 
Жїл. 为 了 角 确 起 见 ， 我 们 在 此 举 两 个 例子 ， 
PII 当 x 在 0 点 附近 ,而 n 很 大 时 , 计算 函数 
fix) = -Lein (nx) | 
н ”由 于 
fi ix) = 2cos(nax) 
在 x 二 0 处 ， 当 nn 很 大 时 ，17’ 0) НЕК, ЭТО ВК РЕ). 
B2 试 确定 函数 f(x) = ш x， 在 相对 误差 意义 下 ，1n x 
在 x 二 1 时 的 条 件 好 坏 ? 


解 ” 由 于 
ХРО) 1 
f(x) 1пх 


所 以 当 x 很 接近 1 ЖДЖИЯЕН, ВТЕ х-=1 BJ, Tr 
үх) =}пх, 其 误差 会 很 大 ， 如 
x=1.01( +0,5>x1072) 


0.5 x107? 1 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 =({), x 
бх Tl 0.495 х10 
则 
1 = 
2 2.= 1,005 
óf (x) < widi 0.5х10 1.005 
误差 很 火 ， 


实际 上 直接 计算 ln1.01=0.009950 
用 1n T 的 台 劳 展开 计算 in1.01=0.004975, 后 者 可 


Ў. 

2 ”代数 运算 结果 的 误差 

这 自 的 内 容 是 前 段 阔 数 误差 的 具体 应 用 ， 而 有 是 主要 的 应 
用 . 内 为 代数 运算 是 经 常 要 大 量 进 行 的 ， 至 于 一 些 切 等 函数 的 
误差 估计 和 留 给 读者 自己 作 。 
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(1) 应 用 (4.2) A, AATE., ME., RE. 除法 
及 开 方 运算 结果 的 误差 估计 公式 ， 这 里 特别 要 注意 两 数 相近 进 
行 减 法 运算 时 有 效 数字 会 严重 损失 ， 这 到 这 种 情况 应 采取 两 种 
办 法 ， 第 一 应 多 保留 几 位 有 效 数字 ， 其 二 将 算式 伍 等 变形 ， 然 
后 再 进行 计算 。 x 
т 当 x 接 近 于 0 时 ,计算 
1 —cosx 
sinx 
解 此 时 应 当 把 算式 变形 为 
1—cosx _. 1- сох _ sinx _ 


- sinx sinx(1+cosx)  1+cosx 
再 计算 。 
例 2 ” 当 x 充 分 大 时 ， 计 算 
Zl r x= Zx | 
解 “应 把 算式 变形 为 
р Ут 1 
тке ЕСЕ ГУЕ 
其 他 还 有 很 多 情况 ， 只 要 在 实际 计算 时 注意 到 就 可 以 了 。 
(2) ”平方根 的 误差 估计 及 法 则 是 应 用 (4.2〉, 得 到 
Ë; =° 44.7) 2 
它 说 明 平方 根 的 相对 误差 界 颖 于 被 开 方 数 相对 误差 界 的 一 半 ， 
同样 ，a 的 次 方 根 的 相对 误差 界 ， 等 于 а 的 相对 误差 办 


1 
的 二 ， Вр 


0077 = 10а . 4 
了 从 上 式 看 出 ， 当 取 定 了 数 a ， 越 大 ，6 必 a 就 越 小 ,这 说 明 方 
根 的 精度 高 于 被 开 方 数 的 精度 . 
(3) 在 这 里 我 们 再 说 明 一 下 关于 对 数 的 误差 估计 式 ， 当 
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f(x) =1рх, x>0, хав, н (4.1) 489: 
А] = Мла £ Мда<-1.да 


其 中 M=0.43428…(lge =M)， 
上 式 说 明 近 似 数 a 的 常用 对 数 的 绝对 误差 界 小 于 a 的 相对 
误差 界 的 一 半 。 当 
6o<<10 " 
BJ, m 
AJ<-+10”" 
它 表 明 ， 当 ай] п ЛИГЕ ЗЕН, 其 对 数 Iga 精确 到 第 и 位 小 
Ж оске ШАМЕН Т) ， 这 个 结论 告诉 我 们 ， 例 如 当 a 只 
有 四 位 可 靠 数 字 时 ， 就 用 四 位 对 数 表 就 足够 了 . MESMA 
REWE. 例如 ， 
0.005 


Alg5.43=-= 0.43 х 5.43 < KN: 3 
i 0.00005 1g- 
Algi. 8043 =0.43 x 0.8043 < 110 
Н (4.2) 又 可 推出 
| TO 
612 —їва °° 
即 常 用 对 数 的 条 件数 等 于 
ЕБЕ 
| ina | 2[1жа| 
Яж ар>з.26, #211na|>1, ДАІ. 
3 ”数值 稳定 性 


一 个 工程 的 计算 问题 ， 其 数值 运算 往往 有 成 于 上 万 次 运 
算 ， 计 算 的 每 一 步 都 可 能 发 生 误 差 ， 所 以 对 一 个 计算 工作 者 必 
须 会 运用 几 种 不 同 算法 的 比较 来 确定 计算 结果 的 可 靠 性 . 学习 
这 一 县 要 好 好 理解 数值 稳定 性 的 意义 ， 应 结合 本 书 中 的 例子 却 
REAM. 
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例 ” 解 线性 方程 组 
O (1) 
Xi + АХ 1 | C29) 
解 方法 1: 用 消 元 法 解 ， 由 《1) +0.03 得 与 之 同 解 方 
程 组 


和 бл. М єз) 
X (+ X. = 1 C4) 
消去 ( 4》 中 元 素 Xxi'! 得 | 
66 . 
2 = gg = 0.67 
КА (3) 中 得 
xi = 0 > 
AEI: Æ (2), (1) 交换 ， 然后 用 消 元 法 解 ， El 
{ Xl 二 + X; = 1 i (5) 


0.03xi + 3x = 2.01 (6) 
消去 (6) HE х, Ep ' ` 
(5) х(—0.03)+ (56) 


得 
2.97xz= 1.98 
‚ 1.98 a 
х: 一 2.97 0.67 


代入 (5) 中 得 x=0.33, 
上 述 两 种 方法 ， 只 交换 两 方程 次 序 ， 解 得 xi 确 不 一 样 。 
此 方程 组 的 精确 解 为 
显然 方法 工 比 较 好 。 
当 方程 组 阶 数 高 运算 次 数 增 加 时， 有 时 会 更 肖 显 ， 所 以 在 
今后 应 注意 选择 稳定 的 算法 是 十 分 重要 的 ， | 
317% 


四 复习 思考 题 
T 《1)》 指 出 0.34，3.4，3。.40 WATR, 

(2) 取 v 5 的 具有 3 个 有 效 数字 的 近似 数 . 

(3 ) 将 4,5 吨 用 以 公斤 为 单位 表示 。 | 
2 Ал ЇЙ ТАЗЕ НУ ВЛЕ, ЭНЕН R: Z Bj 36 


3 Е 11ва=1.17450+2х10-*), йа НИЗ 


4 Hóla tart ta )< 
<tmax{dal， даз, “ry Gan}, а; >), ї=1,2,3**, 0, 


5 如何 计 算 (2 一 83) 使 结果 比较 精确 ， 


五 本 章 小 结 
1 误差 来 源 
数学 模型 误差 ， 观测 误差 ; 截断 误差 ， RARE, 
2 近似 数 的 误差 表示 法 
绝对 误差 及 其 界 
е, [= |x* -x| <Ax 
相对 误差 及 其 界 


t Ax °: 
B= Г Ф 20, tO 


有 效 数字 与 可 靠 数字 
Ax<- x 10"?+1 时 > x BA p 个 有 效 数位 的 近似 
数 。 
Ax=<10" *+! 时 ，x 是 具有 Pp 个 可 车 数字 的 近似 数 。 
3 ”函数 信 的 误差 (在 点 和 处) 
绝对 误 关 
@74 


E 6808), 6+0) а 
相对 误差 


ё є Of ` 2; 
£t" CA - (a) уу 


其 中 (FE) ,为 在 绝对 误差 意义 下 ，f 在 4 处 的 条 件数 ， 


,| 各 | 为 在 相对 误差 意义 下 ,了 在 点 4 处 的 条 件 
ж. 

4 ”代数 运算 结果 的 误差 在 点 处) 

和 : 设 f (X13,X2) = +X), B 


aj 02 
а, + аз Е, a+ a; 


3, 设 Í X, X2) =X 一 X25 则 


E; = Ea: 


üi qi 
€; = 一 al 一 
qi — üa; a, — üa 


Ë sa 


PHa Ж fxiyxa)y = хех, M 
E SEa” Te, 
й: 设 парти е 则 
Ej =2,,-&,, 
FH: W IOO = х0, W 
e, =kóa 
开平 方 : jas W 
ЕЯ 
5 ”误差 的 传播 
原始 数据 的 误差 对 计算 结果 的 误差 影响 ， 称 为 误 x= В 
Ж. 
计算 结果 受 误差 传播 影响 较 小 的 数值 解法 ， 即 误差 传播 是 
可 控 的 ， 称 之 为 数值 稳定 的 ， 和 否则 是 数值 不 稳定 的 。 
875 


第 二 章 ”代数 〈 或 超越 ) 方程 
的 数值 解法 学 习 指导 


一 主要 内 容 

本 章 讨 论 单个 函数 方程 

fx) =0 
的 求 根 方法 ， 

在 方程 f(x = 0 中 ， 若 函数 je) 为 多 项 式 ， 则 称 为 代数 方 
程 ， 若 函数 1(x) 为 超越 函数 ， 则 称 为 超越 方程 ， 

我 们 已 经 知道 ， 对 于 低 次 《一 、 二 次 ) 代数 方程 可 通过 公 
式 法 求 根 ， 对 于 特殊 的 高 次 代数 方程 可 用 因 式 分 解法 求 根 ， 而 
对 于 特殊 的 超越 方程 (如 某 些 三 角 方 程 ) 也 可 通过 特殊 方法 求 
W. 但 对 于 生产 实际 和 科学 技术 中 经 常 遇 到 的 一 般 代 数 〈 超 
越 》 方 程 ， 用 已 有 方法 就 无 法 解决 了 。 

本 章 就 是 讨论 求 一 般 代 数 《〈 超 越 ) 方程 根 的 数值 方法 . 这 
些 方法 都 属于 近似 方法 ， 即 通过 有 限 步 运算 可 求 出 满足 一 定 精 

由 篇 旺 所 限 ， 本 章 只 给 出 了 最 基本 的 五 个 求 根 方法 ， 区 闻 
ШЛУ}, #15, WAE CWM) ， 一 般 达 代 法 ， 辟 因子 
法 。 有 些 其 它 方 法 〈 如 平行 荡 法 ， 篇 化 牛顿 法 ， 切 比 雪 去 法 
Ж) 在 习题 中 给 出 。 


二 基本 要 求 
(一 ) 掌握 用 村 代 法 〈 逐 次 和 逼近 法 ) 求 方 程 近似 根 的 好 


М. . 
Ë 80 E ЖК хе BUDI ZE БС, Bü ERROR ADM, #К 
后 按 某 种 方法 把 xo 逐 步 精确 化 ， 直 到 满足 所 要 求 精度 汶 正 。 
(二 》 对 每 一 种 方法 应 掌握 其 基本 思想 (包括 几何 意义 )， 
ERAR, EA СКВО Ж, АЙЫКЕ. 
(三 〉 能 正确 运用 所 学 方法 求 给 定 方程 满足 一 Яхия 
的 某 些 近似 根 . б 


= 内 容 分 析 

SI 5] 
1 学习 代数 〈 趟 越 ) 方程 数值 解法 的 意义 在 于 : 
(1 ) 对 于 生产 实践 和 科学 研究 中 经 常 提出 的 一般 代数 


(超越 ) 方程 ， 例 如 : 
Хх*—-2х—-5= 0 


啡 


x-tgx= 0 
已 有 的 精确 求 根 方法 就 无 法 解决 了 。 

(2) 所 请 精确 求 根 法 ， яаана, ат ан 
ИЯ @ X 2 958 , 结果 往往 也 具 能 得 到 其 近 
и. 

《3 ) ЗК Н Е еН Ta PEB В г. 

2 代数 (超越 ) 方程 数值 解法 的 基本 思想 是 : = 

首先 确定 方程 е! 

f(x)=0 с (1.1) 
MERR КТЕ Ж Н] Са, EMAER, 96е ЖОР 
О Мы шы 
越 接近 .直到 满足 所 要 求 精 度 为 止 。 

3 йс иек, PI NMP aS ЕУ 
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法 : 

《1) 通 图 法 

例如 确定 方程 

x- tgx= 0 
的 最 小 正和 根 所 在 区 闻 和 初始 近似 。 
我 们 可 以 分 别 作 出 ?= ху =tgx 的 图形 ， 找 出 第 一 个 x 为 

正信 的 交点 万， 然后 在 * 轴 上 确定 出 合 有 和 点 横 坐 标的 区 河 . 
Га, 62, 1042.1 ж: 


Ц 
a. а N... re ir d 
` a a - ы 


图 2.1 : 
此 区 间 大 些 或 小 些 都 可 以 ， 若 怕 不 把 所 还 可 以 通过 计算 1(a)， 
f(b 进行 检验 ， 
本 问题 由 图 2.1 可 得 ; x° e х, — резе Ий 


根据 要 求 在 此 区 河内 选取 ， 
(2) ВЖ | 
用 原 方程 fx) = 0 的 简单 近似 函数 四 Cx) Шу ОО, 而 
ф(х)= 0 (1.2) 


容易 求 根 ， 于 是 用 (1.2) наан, MAE 
有 入 的 区 间 Ca，b)， | 
и, ЖУ 


х- сох = 0 
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最 小 正 根 所 在 区 间 和 初始 近似 。 因 为 


— х? х — Q. 
1(x) =x—cosx=x- (1- 2 к= ) 


故 可 取 


2 
ф(х) =x- 1 + 


2 
REBAS. 再 和 i Я 
pD => 0, 002) = -2<0 


пу Ди Са, 0) = E 1] 


xW Rw kE [+ 1]52%m. 
(3) 隔离 法 
根据 fxz) 连续 音调， 如果 Са) < о, W 
[(х) = 0 
Са, ЮКА, ЖИА Н, 3 
ШЕЛ Б] Са, ЫЖ. 


例如 ， 求 方程 
x+3x- 1= 0 
的 最 小 正 根 所 在 区 间 和 初始 近似 ， 
我 们 列表 计算 : 
х | о 1 2 3 
fx) | _ 1 3 13 35 


所 以 x* e CO, 1), хор R/eECO, DAER. 
4 秦 九 部 除法 
在 代数 方程 的 数值 解法 中 ， ЭРЕН Юн 
xo 三 的 值 ， 下 面 介 绍 简便 易 行 的 秦 九 韶 除 法 . 设 “ . 
f(x) =x" tax i n +a, 


用 x- хо 1(%) 得 ; 
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](х) = (x— хо) Q (x) +r (1.3) 
其 中 Q(x) =x" l+ bx" + ++ + bo Н (1.3) 两 端 同 次 
PRAI: 

b, =a, + хов, _,, k=1, 2, |, п 

b, = r = f (xo) 
计算 ftxo) = r 的 奏 九 部 程序 如 下 未 ; 


| 1 | t | а: Е | йт-› ал 
xo | | xo | хорі е k 2 | Хор»=1 
1 | b. | b; | b: - 1 b fixo) 
此 计算 程序 也 可 写作 ， 
јх) = С СС((хоъ а) Хо + @;)% + аз) Xo 
+а@4уХа+ + Gu) Xot G. (1.4) 
例如 ， 求 多 项 式 | 
f(x) = xt — 2х9— 4х + x+ À 
在 x = 3 点 值 。 


用 程序 (1.4) 1%; 
1{3) = (((3—2)x3—4)x3+1)x3-4 
=((3—4)X3+1)X3+4 
= 一 2 


$2 区 间 二 分 法 


1 区 闻 二 分 法 的 思想 非常 简单 ， 即 逐次 二 лажне 
Ерс јај, ZR B id r Sky a RG ОН ТГК > Б 3k 16 的 Ы 
导 ， 确 定 出 更 小 的 含有 根 x* 的 区 间 . 

2 在 区 间 二 分 法 的 计算 过 程 中 ， 每 计算 一 次 分 点 的 函数 
值 f(xi) 的 符号 ， 只 能 出 现 三 种 情况 Gad =0， fG)D>0, 
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xDD 之 一 ， 这 从 书本 的 例子 中 可 明显 看 出 。 
з ”区 间 二 分 法 的 优点 是 ， 计算 程序 简单 ， 对 函数 并 (0) 的 
变 求 比较 低 ， 只 要 求 在 [4，b) 上 连续 。 它 的 缺点 是 : 收敛 速度 
慢 ， 只 有 相当 于 以 小 为 公 比 的 等 比 数 列 收 化 于 零 的 速度 ， 
区 间 二 分 法 常用 来 求 较 好 的 含 根 xz* 的 区 间 5a， 妇 和 初始 近 
似 根 xe， 以 便 使 用 其 它 高 速度 的 求 根 方法 。 
BA, НУ ОЕЕО E 
ху+1.1х+0.9х-1.4= 0 
的 最 小 正 根 。 
首先 确定 含有 最 小 正 根 的 区 间 ， 在 这 个 区 间 上 还 要 满足 双 
м BJ АЕ. 
因为 1(0)= -1.4< 0, 1) = 1,622 0, 所 以 x*e [0，1) 
Вр Л E r ДР К-К <р<1, 
аватари н ааа ETUR НН 
EE, HF 
0.5) = —0.55< 0 
所 以 x*e (0.5, 13, ЖЕ ЕН ЕВ: 
М, = max] f (x)| = 6 +2.2= 8,2 
ту = тів! (х) = 2.75, R<0,5 


Мз 
R=- 0 _ R< 
К т, 5,5 


ЖИ Га, b= С0.5, 1]. 

4 REPE у 

СТ) АИК НЕ Б Со, 62. КИНАН 
Қ, Пр] Сх ERRA ELERT. АГЕ 5638 18 
ЖЕ ЕНИ Ж PDC iB), 

(2) шШшїёз#{й}рж\: 


[xn =x% 06-а) 


ЖЩ ПЕ ER R x hn ia, 
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те Бе БАН ч 


如 要 求 精 确 到 10-"， 则 由 
|x, -|< а)< ‚х10°* 


解 得 


s іту 
1g2 


可 取 


= [+ 
k: [ 182 +2 


例如 ， 要 求 根 精确 到 107°, Са, 60 = С1, 27, ME 
m = [ ТЗ )+ 2 = 9 + 2 =11 


(3 ) 按 二 分 法 计算 程序 计算 ， 到 x, 为 止 ， 取 аха. 


$3 ж Е 法 


1 RARAN, ОРЛЕ 1 ， 定 理 2 给 出 的 
两 个 选 代 公 式 的 使 用 《〈《 收 和 伍 ) 条件， | 

(1) AP Сх) Ск) 220, ВЈ" (х) У С) Са, b) E Bj 
BJOM1D2.2B 25), AAR b HEER, хо =a， 使 用 选 代 公式 : 


Ха 二 =х,- E n= 0, 1, ета 


fb) — f(x.) 
(2) мј" (х) (х) <0, Ву (х) 1) Е Са, DERE 
时 (如 图 2,3 所 示 )， 应 取 a 为 轩 定 点 ，xo =b， 使 用 选 代 公 式 : 


X| — G 
Xn 二 Xu 一 * 


“Тху Ка) И 
НОИ 
ЖАВ ак. 
在 图 2,.4 中 表示 在 [a，bj 上 у (х) 220, ў" (х) 20, 48а 
为 固定 点 ，wxo= 5b， 使 用 选 代 公 式 ; 
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fix), R=0, 1, ++ 


y 
| Јо) > 0 


{y> 0 


Гху> о y Ууу о 
UME PE! 


I /*©ху> ӧ 


图 2.3 
х. a 
f(x.) — fla) 
HJ | FE $] СКР. 
2 R1, ZM 2? ЈР R АУК РА S Bi ЗЕ 
分 条 忻 ， 而 非 必要 条 件 。 下 面 结合 责 个 图 形 加 以 说 明 ， 


Xai = Xs 一 f(x,), n=0, 1, e 
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(1) 图 2.5 表 示 F (х), POE b) ЕЖУ, Mi 
хо а, b JLE КАНЧ В. КАКТА {ЛИ S, 


图 2.5 
с?› BR2.6%83E(Ca, DEWE fx, {Ажа 
为 固定 点 ，x =3， 使 用 选 代 公 式 ， 
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Xa 
ўсх.) — f(a) 
ТЕЕП х, Н p<, 但 这 时 收 敏 不 是 单调 的 ， 


Xati = Xn 一 јбх.), R=0, 1, = 


2.6 


3 ОНЕР 3 中 的 条 件 (3) ， 
K-R=p< 1 
是 局 部 性 的 充分 条 件 。 在 很 多 问题 中 ， 若 [a， Rx, W 
ЖЕЛЕ Е, TWO {ЛКК Sk. 
例如 ， 用 双 点 弦 法 求 方程 
x3 + 1.1x? + 0.9x-1.4= 0 


在 C0，13 内 的 根 。 由 于 
1(0)= -1.4<0, 1(1)=1.6>0 
F (ху = 3х2 + 2.2х+ 0.920, Ји (х) =6x+2, 2>0 
М = «н 2, m= е2. 9 


К = 2 24.4, R>-L 


2 
所 以 有 К.,Е;>2,2`> 1, 

但 是 双 点 弦 法 仍然 收 仿 ， 计 算 结果 如 下 : 

585 


x = 0, x= 1 
х= 0.466667, хз= 0.618846 
х= 0.608775, ` xs= 0.670210 
Xs = 0.670653, Хт = 0.670657 
xs = 0.570657 
所 以 x*=0,670657 
4 ATARIAREN: 
方法 一 是 :用 区 间 二 分 法 去 寻找 更 小 的 有 根 区 间 ， 使 得 
在 这 个 区 间 上 满足 条 性 : 
К:Е<0< 1 
如 在 上 例 中 ， 用 光疗 二 分 法 得 到 ， 
х*Є (0.5, 1), ÆC0.5, DEF | 
8.2 1 


. = —-— е = — x — 
К.К 2m, R 559.76 > < 1 


BÆK HCS, DENAK Ek. 
方法 二 是 ; 应 用 定理 4 选区 间 Ca， Б), WEH у(х) Eca, Б) 
LWE: 
(1) KoD i суз 
(2) POOS OER, TES, 
(3) 选 初 值 xo,xi， 使 得 : 
J(xÍ|)]” Сх) 220, С) (x) > 0 
这 样 定 能 保证 双 点 弦 法 得 到 的 序列 {x.} 单 调 收敛 到 x*。 
5 定理 4 收敛 性 的 证 明 ， | 
Жа ЮЕ Е Са) 之 0,f(B) 220,77 (0) 220," (9) 220, 
3х0) 220, f(x 220, хх, 如 图 2.7 所 示 ， 
由 于 


Xi 一 区 I 
Xz = X17— — fx) 


f (x1) — f (xoa) 
Xo Xis į} (x)>0, fixi) >0 
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图 2.7 


X; < Xi 
又 由 定理 3 证 明 中 (3.8) 48, 


_ < _ С, x _ Ж i 
х-к; “РОТ (х* = хә) (х#® — xi) < 0 


х*<х;<х< ху 
完全 同样 可 证 明 : 

ССА 
故 得 {Xx,} 为 单调 下 降序 列 ， 且 有 下 界 x*， 必 存 在 极 根 ， 设 为 *， 
对 于 


Xr — Ха-1ї 
Сх.) — F(x) 


Xn+l = 一 -](х„) 


хн 0020, @](х)=0, 


XX = xk (иә-со ) 
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84 切线 法 


1 在 切线 法 收敛 性 定理 中 j(x) 在 Ca，b2 上 应 满足 的 前 两 
个 条 件 应 理解 为 : 

(1) FOLLA, 
此 条 件 是 保证 1 Cx) = 0 Æla, bN HR. 

(2) р 00), POER, PES, 

ЗЕРНЕ РС) ВУЗИ, РШЕ УР. 

由 条 和 件 (1) ，《2) рУ (х) Са, bD КАВ 
只 能 有 如 图 2.8 所 示 的 四 种 情况 . 


v| pwo 
| f> 


L <0 
JRD 
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2 ”切线 法 收敛 性 定理 中 的 第 三 个 条 和 件 ， 

C 3) f(x)f"(x)> 0 
是 非常 重要 的 ， 这 是 选取 初始 近似 xo 应 满足 的 条 人 忻 。 车 xo 不 满 
足 此 条件， 则 可 能 导致 切线 法 不 收 铸 ，( 见 图 2.9) 。 


ү 


图 2.9 
3 АЕА ЕЕЗ АРЕ, ПЗЕ 
(1) 2.1095 fr О), POE, b) ЕЖЕ, MWR 


y 
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++» www. жж (шесе 7 


Ў. 
(2) 图 2.11 表 示 选 取 xo， 使 得 : 
fdf (x) < 0 | 
ва, АЛЛ Ла. 


图 2.11 

4 ”切线 法 收 钱 性 定理 证 明基 在 假设 : f(a) <0, J(b)>0, 
FOS, ]”(х)>0 情况 下 进行 的 《 见 图 2.8( aD n, HEZ 
种 情况 〈 如 图 2.8( Б), (с), Ç d )) 证 明 完 全 可 类 僻 推 导出 。 

FHH уа) 之 0， }Ф)7>0, fO, 7" (х) <0, ЇЙ 
и ( 见 图 2.8( c )) 。 

这 里 与 第 二 章 中 证 明 不 同 处 仅 在 于 : 

首先 证 明 {x;} 为 单 涯 增加 有 界 序 列 ， 为 此 证 明 : 

xi < x < xt 


бх? 
由 于 es 


x*— x. = 一 E G -xo04>0 


所 以 有 хох 之 x* 
5 ЕБИ. 
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СТ) 确定 含有 唯一 所 求 根 x* 的 区 间 fa，5)， . 

(2) RAI о), JP х) Са, bD EJE АЖ, 不 变 
号 。 若 不 满足 则 可 用 二 分 法 寻找 更 小 的 含 根 区 间 , 使 之 满足 
Ро), О) 连续 ， 不 变 号 。 

《3 ) 根据 条 件 f(xo)f*(x) >0 选 择 初始 近似 根 和 。 

(4) УҢ ЕЖЕТ ДА. | 
}\х„) 
F (Xr) 


进行 计算 ， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 。 


Xapi 二 Xn 一 . n= 0, 1, s. 


65 一 般 迭代 法 
1 ed 关键 在 于 将 方程 

fO) = 
Æla, к EN 

х=ф(х) | (5.1) 
此 同 解 变形 是 多 种 多 样 的 。 值 得 注意 的 是 ， 在 这 些 同 解 变形 中 
有 的 满足 收敛 条 件 : 

p= тах, |p! (х) 1<1 (5,2) 


有 的 则 不 满足 ， дай (5.2) 的 变形 (5.1) 去 形成 先 代 
程序 ， 
x + =P); n=0, 1, + 
才能 确保 х„—>х* (PR 一 co) 。 
2 ”经验 表明 采用 同 解 变 形 ， 
х=х-в](х) (ez 为 非 0 常数 ) 


计算 比较 方便 。 
只 要 选取 a 5 ООБУ, Н. 
оа |< 
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其 中 M= max |F (x) 1, RB АЕН EE, 
х... =x,—a(x.), һ=0, 1, +° 
产生 的 序列 {x,} 收 敛 于 x*， | 
这 是 因为 当 a 与 1 GO 9, Ноа <, A 


lp (х) | = 11-af’ (х) |<1 
йш. НДО 
x- 2х-5 = 0 
EC, DAKR. 
将 方程 在 [2，3J 上 同 解 变形 为 
х=х-@(Х9—2х-5) 
而 Mı = max |f’ (х) | =#'(3)=25 
f (х) 226, x€ (2, 3] 
所 以 可 以 取 а = 555. MARRET: 


X. +, = Ж» -Cx _2X, — 5), n= 0, 1, ++ 
-E Sy. 
3 一般 迭代 法 收敛 定理 中 的 条 件 是 充分 性 的 ， 实 际 对 某 
些 问题 在 Ce，b] 上 不 满足 ， 
ЖЕ ЯК, 
(1) 在 图 2.12 中 表示 在 fra， 的 上 不 满足 : 
| p= тах lg (x) | <1 
但 方法 仍然 收敛 . | 
(2) fE— ЖЇН F, FEl, bD ЕЛДЕ: 
о = тах |p” (х) | <1 
则 一 般 进 代 法 不 收敛 ， 如 图 2,13 所 示 ， 
4 在- 一般 迁 代 法 收敛 定理 中 要 证 明 的 结论 右 三 个 : 
(1) х= ф(х) Са, БЧБ х, 
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图 2.13 


(2 ) (x. kek, НХ", 
(3) 有 误差 估计 式 : 


p 


х: “Xs 
pelen =l 


Хафи – х* | =< 


5 ЖаН: 


„Xai абы — x, Í 


ЖА ХК, ВАЖЕ Hx., x. ;之 后 ,才能 估计 出 
22 |х... 
在 同样 条 件 耻 ， 还 可 得 到 一 般 近 代 法 的 先天 误差 估 计 式 ， 
р" 
-p 
证 明 如 下 : BIS RAIE 


z |х. — Xani | 


|x, 一 x*| < A [xı — хә} 


|x, — x*| =< 1 


而 由 

lx, -Xni | = |p(x,-,)—- ф(х„—.)] 

= fg (8,—,)]*]Х„—14—Х,—,|&р*]Х®»—-а 
一 和 | <+: рео [si xol 

所 以 

|x, = x*] < 12, lx- xol 

6 АЙОО ЕЕН. 一般 和 迭代 法 满足 收敛 条 件 ， 且 

gp (х*®) 兰 0， 则 方法 具有 线性 钱 速 。 如 果 适 当选 取 w(x)， 和 使 得 
p 《x*) = 0 ， 则 可 把 施 速 提高 到 二 阶 ， 这 是 因为 : 

|x. =*= {ф(х„)—ф(х*)| 

Eq 
当 g’ (x*) = 0 时 ， 


xml. еба ilgo] 
Xpan, ОТС ИЙ. 
т МӘЖ. 
СТО 确定 所 求 根 x* 所 在 区 间 Ca,，b)， 
(2) 将 方程 
f(x =0 


同 解 变形 为 x= 9(x) ， 并 验证 是 否 满足 收敛 条 件 ， 
394 


i е 
#H 38, ИТЕУ: ИПИЕ, W 
C3) ERIR RMC Га, b3,— EE, хо st, 
MARAR: | 
X. +1 =ф(х,„), n=0, 1, aas 


进行 具体 计算 ， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 。 


$6 S$ A + Ë 


Т 解 二 阶 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 ， 
设 二 阶 非 线性 方程 组 
u(x, у) = 0 
u(x, y) = 可 | Ba 
已 知 (x，3) 为 方程 组 的 初始 近似 根 。 我 们 要 求 方程 组 偶 精 确 
的 近似 根 ， 
为 此 由 素 勒 公式 得 出 x，v 在 {xo，3o) 点 附近 的 线性 近似 关 
ЖЗ: | 
их, y) == (хо, уо) + (98), (х— xo) 


(58) о-о x Eon 
uix, y) =u (X0; ye) + (50) w- xo | Е 
+ 95) 00) | 
于 是 得 到 〈6.1) 的 近似 方程 组 ，; 
з) СЕЗЕ (2), (y= ув) + H (хоу) = 0 
S) x- xo) (F), 0-7 + обозу) = 0 je 
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en мы o 


“ш (6,2) 可 解 得 ; | 
ха = Xa+ Ахо, у = ya + Aye 
则 (xi) 就 是 更 好 的 近似 根 。 
然后 再 由 Go, у) 重复 此 过 程 ， 又 可 得 烈 更 好 的 近似 根 
(х, y) сез 
ТУР Е. 
TE (х,у), u(x,y)fE#rM Е D МРЕВ WI 
Жж. H. 
Ј(х*,у*) 30 
ИШ? ИЙ (хо, уо) 充分 接近 于 (x*,y*) А, SEE E k X. 
ЖЕН 解 非 线性 方程 组 ， 


人 = 0 68:85 
у(х,у) = 0 
可 将 《〈6.3》 变 成 等 价 方程 组 ， 
о (6.4) | 
у= рб(х,у) 
ТАЈ. WX = (x,y)”, 
Ф(Х) = (ф(х,у), ф(х, у))7 
= (р(х), pX)" 
站 方程 组 (6.4〉 可 写成 向 量 方 程 ; 
X =-b(X) (6.5) 
АНЕ, ТНА КОИ, НАКИ. 
X: = DBX), к= 0, 1, +з (6.8) 
BX YC FX*, o, у 连续 ， 则 有 
Х*=Ф(Х*) 
如 果 Ф, # ИНЕ Р Ж. HRF ARTAR A h КЕ 
ДАХ +,=Ф'(Х*)АХ,+0(|АХ.?) ‹6.7) 
其 中 
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e, Ф“, 
Ф'(Х) = 

М pa ] 
Н (6,7) Ж, ЧФ’ (х) = Ор, ЖЕ С 
ДНН А у, 


j Г 


Yiri y, u, uy t 
K- 0, 1, 
则 有 
x i Up- 
ew-[ ]-[„ TE] 
x f x-f 
“КЕ 
其 中 | 
] u, иуи 
к 
ор 
É [ГОО] 
©“, u, 
200) | = М 
所 以 有 
1-f, -f 
„г; Pay 
而 


оу MV 0и) — 
ТМ HET 


(6.8) 


. H (6.2) 


(6.9) 
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Z x, _ p? уз 
f X= ы = 0 
gr (s) = ёч әш ЭЛ" = 0 
r.o =G сау чё ЭХ „| 
所以 有 | 
Ф/(Х*)= 0 
牛顿 法 为 平方 收敛 。 
2 ” 辟 因 子 法 的 基本 思想 是 ， 
假设 准确 二 次 因子 为 ! 
X2 十 p*x + g* 
初始 近似 二 次 因子 为 ， 
x+ px + g 
则 有 
fix) = UÈ + px+ g) Q (x) + Rix + Е, 
其 中 Ri, Кр, q 的 函数 ， 记 作 
Ri =Ri(p,g), R;=R,(p,g) 
- 且 有 
Ri(p*#,q%#) = 0 
Кал = 0 
ЖП Жр”, 全 就 等 价 于 求 下 方程 组 ， 
с ан (6,10) 
Rz(p, 4) = 0 S 
的 根 ， 而 辟 因 子 法 正 蚌 解 (6.10) 的 近世 方程 组 : 
гея SP да=) 
R.(p,g) + tapa 8 4р=0 и 
求 Ар, Аа, Ж 
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эм 


p. = p+ Ap, qí =q + Aq 
作为 p*，q* 新 的 近似 值 。 由 此 可 知 这 正 是 用 牛顿 法 解 非 线性 方 
程 组 (6.10). 
з ЖЕ: 
(1) 选取 适当 好 的 初 值 pos Go 
(2) Mpa q, (r= 0, 1, +) 进行 计算 : 
b; =a, -p,b,-. —q.b; -,, k=0, 1, бе, B 
cC, =b; —p,c i-i —q:e,-,, k=0, 1, '“, п—]1] 
其 中 b .=b_,=c_, ce, = 0, 
(3) 计算 : 
Ар. = (bc — Б, *с,-3)/8 
Aq, = (Васа, bai Ceni bai) 
其 中 =c3_,- (cns -Di)oco-i， 
《4 ) 计算 : 
P, £ =P; +АР, 
4+, =q, + Aq, 
直到 满足 精度 要 求 为 止 。 . 
4 ” 辟 因 子 法 的 初始 近似 因子 常 取 为 : 


Їх) =x" FT ax") kes tAn- X + a, X+ as. 


的 末尾 二 次 因 式 : 
Xt 
а.» й. 


这 样 选 代 结 果 所 求 得 的 二 次 因 式 为 对 应 于 方程 Kx) = 0 一 
对 最 小 复 根 的 二 次 因 式 ， 其 理由 如 下 : 
设 方程 f(x) = 0 的 于 个 根 为 
la [> [xe |х„-. [> |х.-, |2>|х.|. 
出 由 根 与 系数 关系 有 : a 
а. = XX) Xi Xa 


dri (— 1) 7 !X1X2 Xai Ха Xaaa ` 
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т w <Í г ооо a 


(0, 一: == 《一 1) е, Xn 


所 以 有 
人 
й.) 
205-1 а + x 
й; 
Вр 
хі. "рф. ûn -0 
G.-- aa- 


对 应 于 二 根 近 似 于 Xs “X... 


п 复习 思考 题 
1 用 区 间 . 二 分 法 确定 方程 
х +2х- 5 = 0 
ЯК IE 8 ЕТТЕ É [а] Са, bJ, 使 得 在 此 区 闻 上 满足 条 件 ， 


К=——<1 


2 ОЕ Q ДАА, KAR, ЗЕНА УЕ 
法 求 方程 
xX+ox—5=0 
的 最 小 正 根 EWED 。 
3 试 导 由 计算 二 的 双 点 纺 法 迁 代 公式 ， 并 用 此 公式 计算 


+ 《精确 到 10-3) . 
4 ” 试 导 出 计算 ala>>0) 的 牛 星 程 序 ， 并 用 它 计 算 2 
(精确 到 1073) , | 
5 ДШ р(х) 三 次 连续 可 徽 , Н ф'(х*)=0, 
ф"(х*) = 0, MÜ)34 хо 充分 接近 x* 时 ， 一 般 迄 代 法 收敛 ， 且 至 少 
具有 三 阶 伍 速 . 
5 试 确 定 使 得 选 代 公式 ; 


《00 


=з. 


fu. 


хз. =X; нах), k=0, 1, + 
收敛 的 w 取 值 范围 。 并 用 它 求 方程 : 
Х#+2х—5=0 


的 最 小 正 根 (精确 到 1073) . 


五 ж Лу # 


现 将 本 章 学 习 解 代数 超越 ) 方程 的 五 个 方法 的 实用 范 
围 ， 送 代 公式 ， 收 化 条 件 ， 收 仑 速度 ， 误 差 估 计 式 列 入 下 面 表 
格 中 ， 以 便 读者 进行 比较 和 更 好 的 掌握 它们 。 
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st 二 xf “bv “dy ика 


ч м = ` H 


d + d t mig mep'd жга 
бо сайн бш | ENE | 
ETEF | хош. А Cab- ite ути 
ENCI РЕЧИ й | s: Ы й 
СМИ (х), OD, | с а 
Е ТЕГ i "ху — (z xy f : | у ' 
LOE E O a= e o | Š: 
азу атоо Јо Д ае w 
， y 
COO o t° OLD | у | 
"x-g ü i 
BEERS o - "x= tax w Ж 
Сожа тару ВВ 
HEO ж ' (WE | ЖЫЮ 
УЖ 


tearm y шва 


нуж ж | хоча |е H, ж с) 


第 三 章 ” 线 性 代数 计算 法 学 : 习 指 导 


一 主要 内 容 

本 章 内 容 分 为 两 部 份 ; 

1 解 线性 方程 组 ; 

2 ” 求 矩 阵 的 特征 值 及 特征 向 量 。 

解决 这 些 问题 的 方法 一 般 分 为 两 类 : 一 类 是 精确 法 ， 一 类 
EARE. 

关于 解 方程 组 的 精确 法 主要 介绍 全 主 元 消 元 法 ， 适 用 于 特 
殊 阵 的 改进 平方 根 法 、 以 及 追赶 法 、 共 斩 斜 量 法 、 加 边 求 逆 
法 ， 

关于 解 方程 组 的 迭代 法 主要 介绍 了 简单 迭代 法 、 жал 
RE, RETER. | 

关于 求 特 征 值 主要 介绍 了 求 最 大 、 景 小 特征 值 的 吞 方法 ，- 
求实 对 称 泗 任 一 特征 值 的 二 分 法 ， 以 及 求全 部 特征 值 的 QR 方 
法 . 

二 基本 要 求 

1 “对 每 一 个 方法 的 掌握 ， 应 该 着 清楚 它 的 基本 思想 ， 适 ` 
用 范围 ， 收 和 剑 条件 ， 计 算 公式 以 及 对 于 误差 的 估计 。 š 

2 {ЕРИ ИН БФ ЖИЕ БЕЕК RE, ЖЕ 
纯 注意 运算 不 去 研究 定理 的 证 明 ， 这 容易 出 现 有 了 问题 阅 不 清 
楚 ， 得 到 错误 结果 ， 也 不 能 单纯 研究 理论 证 明 而 悄 计 算 麻 疾 : 
费时 间 不 愿 去 解 题 。 当 遇 到 实际 问题 时 ， 无 从 下手 。 应 坚持 理 
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论 联系 实际 的 原则 ，、 有 条 忻 的 地 方 应 该 上 机 运算 为 好 ， 
3 ”对 于 每 一 个 方法 ， 要 反复 不 断 加 深 理解 ， 各 种 不 同方 
法 应 相 互 比较 找 出 差异 ， 指 出 优 缺 点 。 


三 内 容 分 灯 
$1 引 = 


1 ШУНЫ ШК n 阶 线性 方程 组 的 解 时 ， 需 要 计算 
H+ 1 个 行列 式 ， 而 入 一 个 行列 式 求 值 需要 做 (nr 一 1)n! 次 乘法 
运算 ,然后 又 要 做 n 次 除法 运算 。 用 克 芋 姆 法 由 求解 的 乘除 法 
次 数 为 5 = (и2- 1) ni-n, 

当 ?=8 时 ，S=2,540,168 

当 n = 20FF, S=9,7 x 10% 

RIFE, ВАА ЗАВ ИЖЕ, ЖЮ ЯФ h 
的 研究 就 显得 很 布 必要 了 . 

2 ”精确 法 和 迭代 法 是 两 个 不 同类 型 的 方法 ， 因 为 有 些 精 
确 法 存 丹 和 计算 量 很 大 ， 而 且 对 于 稀 栈 阵 又 最 得 不 够 恰当 ， 另 
外 有 合 入 误差 的 影响 ， 所 得 结果 并 不 精确 ， 为 此 引进 入 代 方 
法 ,不论 用 那 种 方法 得 到 的 结果 x, 一般 是 近似 和 的。 误差 可 表示 
为 e= x —x*, 

з 如何 评 价 一 个 方法 的 好 坏 , 一 般 要 进行 复杂 性 的 分 析 ， 
即 要 看 到 方法 本 身 的 难 易 程度 ， 又 要 考虑 其 收敛 速度 ， 同 时 对 
于 机 器 的 占有 了 时间 也 不 可 忽视 。 单 纯 用 一 个 指标 来 衡量 ， 往 往 
是 片面 的 ， 

4 “对 于 一 个 方法 的 选择 一 定 要 注意 条 件 的 要 求 ， 每 个 方 
法 都 是 针对 不 向 类 型 问题 提出 来 的 ， 忽 视 了 这 一 点 将 会 得 到 错 
RAR. 
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S2 н хт 法 
Т 简单 消 元 法 ， 实 际 上 就 是 大 家 熟知 的 按 自然 频 序 的 加 
减 消 元 法 。 G.D — (3,4) 称 消 元 过 程 ， (3.6) жи] R 
程 ， 简 单 消 元 法 是 最 基本 的 消 元 法 ， 其 他 消 元 法 都 是 由 此 派生 
出 米 的 。 
解 妹 阶 线性 方程 组 ， 简 单 消 元 法 所 需 乘除 法 的 运算 次 数 是 
S= (m+ 3n— 1) 


与 克 菜 姆 法 则 运算 量 相 比较 如 下 表 


| n=2 п= 4 и= 6 
PEL k Bi | a | 364 | 25206 
' | | 
4 Aa ое аа 5 sas. ЫЫ 
简单 消 元 法 | 6 | 36 | 106 


A А ЖЕЕ, ú 增 大 时 ， 其 运算 量 比 简单 消 苑 法 航运 
算 量 大 得 多 . 

2 简单 消 元 法 ， 要 求 按 顺 序 从 第 一 个 未 知 数 x 开始 消 
元 ， 行 列 不 能 交换 ， 为 此 要 求 ar? (1<1,2+,п-1), 
只 要 中 间 有 一 步 ， 比 如 et 品 =0， 此 法 就 不 能 进行 下 去 了 。 什 
么 样 类 型 的 阵 具 有 这 样 性 质 呢 ? 那 就 是 阵 4 的 所 有 主子 式 非 奇 
异 方 可 。 这 样 就 有 局 限 性 了 。 另 外 具体 判断 起 来 也 是 件 难 事 ， 
所 以 简单 消 元 法 在 实际 中 不 太 适 用 ， 

з Хліб, АЕА | 0 就 本 进行 ， 上 所 以 是 实际 
中 一 种 有 效 的 方法 ， 而 且 可 以 证 明 ， 在 计算 过 程 中 是 数值 稳定 
性 方法 ， 比 如 第 一 举 学 习 指 导 4 一 3 中 所 举例 子 就 说 明了 这 
个 问题 ， 
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4 ”在 同时 解 几 组 右 端 项 不 同 的 方程 组 时 ， 朋 有 回 代 过 程 
的 消 元 法 解 ， 要 一 组 一 组 单独 进行 ， 比 较 复杂 ， 往 往 人 们 采用 
无 回 代 过 程 消 元 法 进行 ， 消 元 结束 ， 解 就 可 以 求 出 来 ， 从 形式 
上 来 看 好 象 简单 了 一 些 ， 实 际 上 统计 一 下 计算 M. 一 点 都 不 
D, 反而 要 比 有 回 代 的 主 元 素 法 多 二 (л? - 2n2+ Зн) 次 乘除 法 运 
算 ， 所 以 在 机 器 上 不 被 采用 ， 但 它 在 手 算 上 比较 工整 ， 还 可 以 
Л. 


53 和 矩阵 的 三 角 分 解 


1 RAEE 4x=B, 当 = 工 及 时 ,就 可 变 为 解 方程 级 
Ly=b 
Rx= у 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ，R 为 上 三 角 隆 ， 计 算 y= 上 IREN 
Ж, Rx = IRER. 
2 ARAE 4 可 以 唯一 分 解 为 ТЕ, НЕ ИЕР 
和 矩阵 非 奇异 的 条 件 ， 否 则 若 只 满足 阵 А ERF, 则 不 一 定 有 
LR 唯一 分 解 。 
例如 


显然 ， 其 中 阵 有 4 非 奇 异 ， 供 一 阶 主子 矩阵 是 奇异 的 ， 所 以 阵 A 
就 不 能 分 解 为 LR, 
з A=LR 的 分 解 唯 一 性 是 指 特定 形式 而 言 ， 否 则 分 解 
不 唯一 ， 当 工 为 单位 下 三 角 阵 ，R 为 上 三 角 阵 ， 称 为 矩阵 4 的 
Doolittie 分 解 , 当 工 为 下 三 角 阵 而 R 为 单位 上 三 角 阵 ， 称 为 矩阵 
4 的 Crout 分 解 。 为 确保 分 解 的 唯一 性 ， 对 分 解 式 规格 化 为 
A= LDU 
其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ，D 为 单位 上 三 角 阵 ，D 为 对 角 阵 ， 称 
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EHAK LDU 分 解 ， 以 上 三 种 分 解 是 唯一 的 。 

4 Жж 
СОВ чо ЧОД. ду SPY 
18219 j тој 01/2 ч) 
\4 3 30 \ 0-6 1J \0 0-2 


-的 具体 分 解 步骤 如 下 : 


НИН ë EE 
+ 1 0 O] 
(л 10! 
-2 0 1 
Жс А, WE 
T АЧ. [2 3 4\ 
La = -3/2 10 135 2 | 0 1⁄2 -4 |= A. 
w. эб 7, 2 3 30; т -3 22/ 
PIB І.Е АВ. 


/1 0 оүу2 О Жз 

L:4:=| 0 1 0 || 0 1/2 -4;=! 0 1/2-4 =R 
\0 6 у. -3 po №о о 2; 

ы эрг. 

ы-ы +|з/ 1 01|0 1 32 1 i 
ёл sS р 


54 ”紧凑 格式 与 改进 平方 根 法 


1 为 了 便于 对 (4.4) 式 的 使 用 和 记忆 ， 求 . 工 , RS GS 
的 计算 有 时， 可 按 表 1 逐步 地 进行 ， 
设 
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1 | [ 
la 1 0! [Ти кырс» | 
L= lz › 1 i Е = avot: 
: : | ыр. 
bra laa а 17, p Кап 
/ \ 
пу 
А {з 1 0 | Fy Faer. 
ЕЕ 5 la dz 1 U ratt Faa ! 
: ; ` Ж Е ; 
Ng. 1., "1 “0 К 


然后 将 待 求 元 素 划 分 成 1、 
算 如 下 : 


I. И. ЖШ, ЖЛЕ ЖЖ. 具体 计 


fii fu Fi3 Yia 门 5 ”了 1 nm 1 
їл l ra к?з #7] Рау а i 

| 

i е 
la l` Íj: I33 F34 Fast Faa l 
141 142 las T44 Yis tan V 
151 | 152 | Ís | lsa 
“s : 7 

| l 
l | Ту | Жиз. sa | 
лл 
І 17263: 

|". =а:, [= 1, 2, M 
Поа, i= 2, 3, .. R 


ЖАЙ, 
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Е, ... 


中 按 下 列 公式 计算 ， 


(к=; (hira thori + tl. ШЕ, 

| j=k,k+ ln 

| k=2,3, n 

|, = Caja (lara Фора LEs (Visit DI/rer 
t=kt 1,К+ 2 ,nm 


如 计算 Fas = das 一 (Laris + lazris + [a3r3s) 
再 计算 Dsa = Casa — C(Isiria + lsz 十 153f34) ] гаа 
这 种 方法 ， 通 过 4 的 元 素 和 已 求 出 前 框 的 数 ， 直 接 求 出 待 
求 各 框 的 数 ， 不 必 计 算 中 间 结 果 。 这 种 格式 称 为 紧凑 格式 ， 适 
ETF. 公式 化 了 了 了， 比较 直 观 。 它 实质 上 就 是 消 元 法 的 过 
程 ， 只 是 中 癌 结果 省 略 而 已 。 在 机 器 上 运算 并 不 简单 。 
2 解 对 称 系数 阵 方程 组 的 改进 平方 根 法 
由 于 对 称 方 阵 是 属于 一 类 常见 的 特殊 方 阵 ， 为 此 根据 其 特 
点 ， 由 公式 (4.,4)、(4.5)、(4,6) 推 得 在 4 = 47 时 的 具体 形式 
(4.9)、(4,10)(4.11) 改 进 平方 根 法 ， 实 际 上 就 是 紧凑 格式 在 
解 对 称 系 数 阵 方程 组 上 的 具体 应 用 。 
在 此 以 三 阶 阵 为 例 ， 介 绍 一 下 带 开 方 运算 的 平方 根 法 ， 设 
fas ma йз N 
A z йз ар az T А? 
\аз 2 0337 
{аа а: аз\ | li 0 ON Па пг h3 
[ап ав аз =: hz ta 0: 0 2: lzi 
\аз Ga x Моз бз f \0 0 ы 
恨 据 矩阵 乘法 及 矩阵 相等 的 的 概念 ， 得 


ll, =a, [Ia = Van 


liliz = di2, 2 = ау 11 


Аз =G _ из=@з/ц 
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lia +1}: =G {з = маз l 1 y 
holia л 1,123 = 423, 1з = (a;y— halia) / 12 | ( 1 ) 
PFU = айз уай 2 
可 见 由 公式 (1) 求 he，?22，3?as 时 ， 需 双 进 行 开 方 运算 ， 
为 此 称 为 平方 根 法 。 由 于 进行 开 方 运算 ， 无 论 上 机 和 运算， 或 手 
算 都 很 麻烦 ， 放 提出 儿 种 改进 平方 根 法 。 


56 逆 矩 阵 计算 法 


1 ЕЕ 4 是 否 可 道 的 方法 共有 三 种 : 
(1) Ж 46А) + 0 ; 
(2) ЖАУ КРЕ, АЗЕ: 
(3) 若 阵 4 是 不 可 约 对 角 占 优 阵 ， 则 4 非 奇 异 。 
实际 上 这 三 种 方法 ，《 2 ) 比较 直观 ,但 是 只 和 返 用 于 特殊 
E. С), (3) 实现 起 来 比较 困难 。 实 际 中 除 需 要 判断 矩 
阵 是 否 非 奇异 外 ， 而 往往 要 求 出 4- :的 具体 形式 ， 本 节 给 出 两 
个 求 着 的 方法 。 
2 注意 本 段 用 到 的 代数 知识 ， 
(1) PLAATZE, M L FE, WEAF 
AE, ЗА 
IL =L |= 1 
C2) Ж ЕЛКЕ ЖЕ, W 
[Е | = riaz л 
其 中 六 ;为 有 的 主 对 角 元 素 ， 
(3) 定理 1 是 针对 行 来 证 明 的 ， 但 对 和 矩阵 的 列 对 角 占 优 
ERY. A 


а 3) 
B: —- 5 2 
Y { 2 б 2 
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的 行 并 不 对 角 占 优 ， 和 但 列 对 角 占 优 。 故 B 也 可逆。 实际 上 B" 是 
пія, AAB) = |B] 50, WBT H, 

з ЖЕ 

(1) 消 元 法 求 逆 

用 消 元 法 求 逆 ， 实 质 上 就 是 解 一 个 同系 数 以 了 的 n 个 列 向 
量 作为 布 端的 方程 组 求解 问题 ， 即 


A ;I 
I K 
例 R 
о С 
A= 1 2 1 
` 1 1 2 


的 道 矩 阵 ”4-: 。 用 简单 消 元 法 列表 计算 如 下 ， 
| 


1 2 1 i | 1 0 Ü | 

1 1 2 lo: 0 1 0 | 

Ё 1 1 2 0 й 1 

о ! : 4 0 b [+2 

iu с 09 +! о-о аан 

б б р Ol об рела 

Чз зл. И Б “уху La 

| | 

l. Í 0 1 1 -{ 3 0 лт} 

W Í` o O g| +q + 1 ооа 

la 1 0 Ü. i -4 -i йзҗзх(-ф0+ 11 

l, Í 0 1 0) + 3 O WNÚ;xChb+1; 
| Í 

їз ` 0 0 Е. -4 -1 à H; +$ 
: 
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(2) 车 已 知 4 = 工 R， 则 

A ‘= (ГЕ) = 及 -二 
FERA “的 问题 转化 为 求 4 的 Doolittle 分 解 阵 工 -'、B-: 的 问 
ЖАТ, L`, R-' 出 较 容 易 求 ， 这 也 是 一 种 求 道 方法 。 


87 向 量 和 矩阵 的 范 数 


在 线性 代数 方程 组 的 数值 解法 中 ， 需 要 讨论 某 些 方 法 的 收 
敏 竹 ， 或 进行 误差 分 析 ， 这 就 需要 对 向 量 和 矩阵 的 大 小 给 出 一 
种 度量 方法 ， 于 是 引进 范 数 的 贩 念 。 

1 身 量 的 范 数 ， 实 质 上 是 解析 儿 何 中 向 量 长 度 概 念 的 推 
Л. 

三 角 不 等 式 
|x + y| < |x] + Е 
及 
Пас y= lli ||| 
[x yl ае | [у] 


有 着 明显 的 几何 意义 ， ЕТ ЧЕ ЈЕ 2КР 
三 边 ， 两 边 之 差 小 于 第 三 边 。 如 图 3，1 所 示 . 
(а) Мх уйу «х y” 的 范 数 就 是 x 和 3 的 终点 之 
E5. 
(b) 向 量 x 和 J 的 范 数 |11, ПЕ É ni k K Ahh Ж 
到 终点 之 距离 。 所 以 说 ， 在 二 维 或 三 维 空 问 中 的 范 数 用 距离 来 
解释 , 有 着 普通 长 度 的 性 质 , 特别 对 模 |x|:= \“(x,x) 来 讲 是 这 
Ж. 
2 范 数 的 等 效 性 ， 按 三 种 范 数 定 义 ， 对 同一 向 量 求 范 数 
所 得 结果 是 不 隔 的 。 例 如 对 
e= (1, 1, +, 1)7 
常用 的 三 种 范 数 为 
n 
— 
е = 1+ 1+- + 1 =n 


leja =x 14 ТЕЕ Туин 
le |ia = тах |é; | =1 
但 在 备 种 范 数 意 义 下 考虑 向 量 序 询 的 收敛 性 问题 时 ， 鞭 收 
伍 性 都 是 一 样 的 ， 这 种 性 质 就 是 范 数 的 “等 效 性 ”。 之 所 以 提 
出 这 样 或 那样 的 范 数 ， 是 因为 某 一 个 问题 可 能 是 对 第 一 кия 
方便 的 ， 对 另 一 种 范 数 是 不 方便 的 等 等 。 
3 在 及 "中 定义 的 三 种 范 数 是 互相 等 价 的 。 
所 谓 两 个 范 数 等 价 是 指 : 若 范 数 jx]. [xh 之 间 总 存在 
正常 数 m，M 有 关系 式 
тх 1111 М, 
Шз. ЕА ЕНЕ НЯ |! х |. [х о 
根据 定理 3 M, lel 5 11607, ЕЕ т M 使 
пем 
成 立 。 [1 Ei, # ШЕШ п, N 
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2 
成 ГРКА 于 是 有 
mn ll ,lel см. N 
[х ||; Па 


Ep 
menla || 1 [Мм 
Вх. 与 ix|; 等 价 。 
4 和 矩阵 的 范 数 
向 量 与 矩阵 常常 以 4x 的 形式 出 更， 因 些 矩阵 的 范 数 与 岗 
量 的 范 数 就 不 能 各 自 独立 的 去 规定 ， 而 必须 相互 匹配 ， 互 租 协 
W. -RER 
Ax] 1А + [|х| 
这 就 是 所 谓 相 容 性 条 件 ， 它 表明 疝 量 范 数 已 具体 规定 了 ， 那 末 
与 之 相应 的 矩阵 范 数 必须 受到 适当 限制 
n 阶 方 阵 4 的 范 数 Ml，~… 般 我 们 按 下 面相 容 性 笨 件 来 
确定 
141=sup |Ax| 


|= 1 
这 样 定 义 出 的 矩阵 范 数 ， 与 向 量 x 的 已 知 范 数 是 协调 的 。 
5 ФАЗЕ, M4 4 :641<1 时 ，4+64 世 非 奇 
ж. 
证 ”因为 当 |4-:64i< 1 时 1I+4-164 АЕА, mi 
А+дёА = А(1ҥА-'дА) 
ЯЛА АЕТ НЕЕ. 
6 HEBJLA|. =max2_ |а, | =н, 
首先 证 明 对 任意 |x = 1, 1А 1. =н. PIA 
Ах. = тах | 2а, з, | 
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<тах a | lx, | «и 
其 次 证 明 ， 假 设 方 阵 4 第 行 元 素 绝对 信之 和 等 于 上 ， 妈 
> i lay sa 
取向 量 y， 使 其 分 量 满足 


1 q, ; = 0 
J 一 
= a, <0,jij= 1,2. B 
显然 | 
|у!„=штах|у,| = 1 
而 
[A yi. = тах 2 а, ;| = р 
所 以 
[| А] = max Гах 1. = max los, = lAl. 
ЕБ! 


7 线性 方程 组 的 性 态 

1° cond(4) = [A '|| 4 在 某 种 程度 上 刻 化 了 方程 组 
的 解 对 原始 数据 变化 的 灵敏 程度 ， 若 原始 数据 有 微小 变化 ， 而 
解 发 咎 了 巨大 变化 ， 则 称 之 为 是 一 个 “病态 ”问题 .那么 究竟 
条 件数 多 大 上 矩阵 才 算 病 态 ， 一 般 来 说 是 没有 具体 标准 的 ， 也 只 
是 相对 而 言 . 

2° ЖАА" 

JA |2 = Ww Amaz C САТА) = |А. | 


> 了 М 1 
A-1],=- САТТА: =: [лг ек зе 
pas А Anja САТА) [A| 


Br L). 
cond(A) = [А l (А. | 
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其 中 九 与 41. 分别 为 矩阵 委 的 按 模 最 大 和 最 小 特征 值 ， 

3” 由 于 cond(4) = |A] HAJ, 涉及 到 A ИЯ 
题 ， 所 以 具体 求 条 件数 工作 挤 比 较 大 。 和 矩阵 病态 情况 事先 又 难 
以 知道 ， 怎 么 办 呢 ? 通常 情况 下 ， 是 通过 一 些 可 能 产生 矩阵 病 
态 的 现象 来 进行 判断 : 

(1) 抢 阵 元 素 间 的 数量 级 相差 很 运 ， 大 的 很 大 ， 小 的 很 
小 ， 并 且 无 一 定 规则 。 

(I) BERTINA KARA, REA AD 
似 地 线性 相关 。 

(HB) 消 元 过 程 中 出 现 有 效 数 位 严重 损失 ， 或 主 元 数值 很 
小 ， 以 及 出 现 相 近 数 祖 减 。 

(N) 残 量 ”: 己 很 小 ， 但 仍 不 符合 规律 。 

出 现 以 上 情况 可 按 “ 病 态 ” 来 加 以 处 理 . 

4 ”产生 病态 的 原因 有 丙种， 一 是 问题 本 和 病态 ， 男 一 种 
是 计算 方法 选择 不 合理 ， 为 此 在 选择 方法 上 应 多 加 注意 ， 


58 简单 迭代 法 


1 两 种 迭代 法 的 区 别 
简单 选 代 法 是 指 当 А = М МА, ЖЕН 
x=M Nx+ M`’bh 
= Вх+ f 
其 中 阵 百 的 对 角 元 素 8;1，i =1,2'"…，n 为 任意 实数 ， 
ЖЕН НДЕН ЖАН ГИЖЕ АНАУ ЛЖ а;.#5 0, %=1,2, 
к,п, ÆRE 
x=D 'Мх+Ю 1ф 
= Вх+ ў 
其 中 阵 B 的 对 角 元 素 b;; =0， i=l, pen. 
实际 上 雅 可 比 适 代 法 是 简单 迭代 法 的 一 个 特例 简单 选 


416 


代 法 是 一 阶 定常 千代 法 ， 因 为 计算 a 只 涉及 x:， 且 计算 规 
ИШ, ЖКК 而 改变 。 

2 ”由 于 两 种 方法 迭代 矩阵 履 "'N,D” N 不 一 样 ， 所 以 收 
敏 条 件 一 般 是 不 一 样 的 ， 在 具体 应 用 时 不 应 混淆 。 

3 收 敏 性 的 定理 2 只 是 收敛 的 充分 条 件 ， 不 满足 定理 2 
条 件 的 选 代 阵 В, Ж-Е. 


ЖЕЕ EE 
3 4 3 
s.a р 
} 0 4 
银 据 定 理 2 来 判定 
max È |6,11 =2+8+4= = 2> 1 


max 25 |6;:1=3+1-41+1-% = {> 1 
显然 不 满足 定理 2 ВИКНА, PEIRE Ах = Bx+ f 
KRK., HAB, 
4 MEFR 
Сї) 将 给 定 的 方程 组 4x = ВВК ayy A 
х= Bx + f 
(2 》 检 验 其 收敛 条 件 ， 首 先 用 定理 2 或 定理 3 判定 。 
(3) ЮЛ хо. 
《 4) 具体 进行 计算 ， 直 算 到 在 所 要 求 的 精度 内 
х=, 时 为 止 。 


89 采 德 尔 和 迭代 法 


1 采 德尔 迭代 法 是 简单 迄 代 法 的 一 种 变形 ， 采 德尔 兴 代 
程序 写成 分 量 的 形式 为 
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ел ч 
хк = УБ; ;Xt + 2b, ix + f, 
1=1 ке 


1=1,2,',п 
写成 矩阵 的 形式 为 
ж, = LxirirUx+f 
为 明确 起 见 ， 厅 妨 在 此 举例 说 明 如 下 
х= Вх + f 
其 中 
‘bii bi: bia 
B= bn bu bs 
“bat ba bs 
х= (хх), J = р.) 
显然 简单 选 代 程序 为 | 
х... = Bx, + f 
Ta SR КАЕ ЖН Ч TRR ER BRA 


0 0 0 “(bi bs bs 
L = б, 0 0 U | 0 Baz б.з 
Фи bsz 04, ONO 0 Ву 


则 采 德 尔 程序 为 
хь = Lxi +Ux, + f 


在 计算 分 量 时 ， 为 明确 起 见 可 列表 说 明 如 下 


x; | xie) хл) xy) fr R PÄ Xo 


计算 向 量 *: 的 第 一 个 分 量 
Хх) = buxi + Бух) + bx) + |, 
时 ， 与 简单 迭代 法 完全 一 致 。 
计算 向 量 хау Р хан), НЕОНА БИК 
选 代 法 的 异同 处 ， 


: 不 同 ; 


xü) = Рх?! )i+ b; xU) + by xt) + f, 


计算 x; 的 第 三 个 分 量 时 
дй ГЕОЛ + рахо + fs 
жЩ | 
х) = : baxi? + bs xs) D bass xš) + fa 


BARBEAR. 2), (9. ORAN Y RER ERE Ы АЈА 
代 法 的 关系 。 

2 “关于 简单 过 代 法 与 采 德 尔 和 迭代 法 收 筑 域 的 分 析 : 

《1》 当 Ps<lBl-< 时， 简单 迁 代 法 与 采 德 尔 选 代 法 都 
收敛 ， 但 收敛 速度 不 一 样 ， 后 者 比 前 者 快 些 ， 

(2) 由 于 二 者 的 选 代 托 阵 不 一 样 ， 所 以 有 时 可 能 前 者 收 
H, BETKA, REZ. 

例 1 НИ: 


f5 -5 
в-[5 01] 


= к 01} = 
故 其 模 最 大 根 


则 
A225.11+5,5 
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š, 5, 4 x „2 5. + 
5. — 445 22 : Z 35>] 


BA p(B) =3.5> 1 ， 故 对 简单 迭代 法 是 发 散 的 。 而 对 采 德 尔 
选 代 法 却 是 收敛 的 ， 因 为 


в-[5 5]-{[% 0]+[$ =z+g 
BORRE ERE A 
с=а-1970= [5 а 


因为 
4- 5 
АЕ ~ GI= 1=42-0.11+0,5 
-5 254,91 


сл 


模 最 大 特征 值 


0.1+w(0.1) C 4X0,5_0,.1+./ 1.99 


À, = ; 
2 2 
Б р((1- L)y''U)< 1, WI RERA Ор SJ, 
2 设 迭 代 和 矩阵 
_ [2,22 —5 
s=|[ J 


1 —2,3 
яр, ПОЛО ЖИ. БШ D ЖО, TN 
读者 自行 完成 。 
3 EE? 的 证 明 中 有 不 等 式 
1 号 | 一 8， 


1-8, <IB|. 
这 是 因为 


1-8; 1-8; 
_ }В|-(1—-8,)—(1-|В|„)В. 
ы 月 ; 
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其 中 _1 í; > 0 


4 在 定理 6 的 证 明 中 ， 用 到 了 复数 的 知识 ， 及 线性 代数 
AZERA, W 
(1) дои, zis z МАЗ, ДЇ 


ZıZa™ 21422 


Zit Z2 =Z +Z 


(2) x, у%{&®—Ж п BEIBJ BL WAR (х. у) = Су, х) 


810 Ж ШЕ 


1 А— ЙН Ж 
一 个 熟知 的 事实 是 ， 在 二 维 空间 中 求 f(x) = (Ах, x) 
- 205,x) 的 极 小 问题 ,就 是 求 权 贺 族 的 中 心 x ， 如 下 图 ， 
另外 过 <* 的 任 一 条 直线 与 诸 椭圆 交 5^ 
点 处 的 切线 互相 平行 ,根据 这 一 事实 ， 
如 果 在 两 个 互相 平行 的 直线 sE., 4 
别 求 出 二 次 函数 的 极 小 点 xoyxo, 它 必 
为 粮 圆 族 中 某 两 椭圆 与 此 两 直线 的 切 
点 ， 并 且 此 两 点 联 线 51 必 通 过 该 椭 图 
中 心 ж, П, ARRA 
CAS, 50) = 0 
这 是 因为 ， 任 取 一 点 x ERORA E 
方向 so 求 wo， 使 得 f(xo+ aso) 达到 图 3,2 
极 小 。 即 
(Ax b, 50) = (fox 50)=0 
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同样 由 x* 沿 给 定 方向 5р» R ao, 使 得 {xot а 50) 达到 极 小 ， 
Вр 
(A хо- b, $o) = (то, So) = 0 
于 是 有 
(то, So) — (ro, So) = (ro —ro, So) 
-(А(хо- хо), 5) = CAS, 5) = Q 
满足 这 种 关系 的 s, „йч A— HA. 
2 (10.17) 的 形成 ， 是 从 n=% 出 发 ， 逐 次 修正 向 E 
Si 人 KE=1 2 ,hn 一 ÉR- TREE, HERRA 
(А, 5) =0 G=] 
逐次 残 向 量 r; (k=0,1;2,… n —- DERA EE A 
Gr )=0 Gp, RAR 
X* = Xa + 005 + 005, tee tnn 
з 2 (1), (2). (3) ERP PEHE, ATE 
于 读者 自学 ， 在 此 将 性 质 (4) ，《5》 用 数学 归纳 法 证 明 如 
F: 
当 k= 工时 ， 有 
Fi =f) – MAS 
因为 sa=ro, PUL, 
ri = ra — AS = (Ї—@А)ка= в: СА) 7з 
其 中 g,CA) = 工 -ao4 
Si = ru + Boso = (I -ao4)ro+pBoro 
= ((I-— Be) I- со А) ғо =, СА) ғо 
其 中 А04) =Іт81- 004, BBM k= 18, (4) ‚ (5) 
ЖЕЕ yr. 
{ЧЫ т.д (А) ғо, Sr- =fr СА) ғо 
其 中 яа; (А), Ё. GOA- 1 次 多 项 式 ， 则 
РП: СРЕ 
= в: ., (А) – Ri- Afi- СА) ғо 
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=[g,- (A)-a,- Afi- (A)jr 

=8,(А)»к» 
其 中 g lA) =g (A) -ai  Af,-. (А). 显然 为 有 次 多 项 
K. 

5, =”, + Bks, 

=B. СА) т + B.f .- СА) ғо 

= g (A) + Bife- СА) Jra 

={,(А)т» 
其 中 Ь&(А) =g lA) + В... СА), Н УЛ) k 次 多 项 式 。 


证 完 。 


$11 АРЕНЕ ВЕУ А 


Т 求 矩 阵 特 征 值 ， 特 征 向 量 的 方法 也 分 为 两 类 ， 一 是 精 
确 法 ， 二 是 近代 法 。 本 节 介 绍 的 求 按 模 最 大 的 特征 值 及 其 相应 
特征 风量 的 乘 笑 法 ， 这 是 一 种 迭代 法 . 

2 三 种 情况 的 区 分 

为 了 帮助 读者 更 好 的 理解 ， 企 此 对 三 种 情况 举 实例 加 以 说 
HI. 

Ж1ж 种 情况 ， 如 书 中 之 例 ， 从 适 代 向 量 的 分 量 的 数值 变化 
发 现 是 单调 的 ， 有 规律 性 的 ， 基 本 满足 关系 式 

хд КӨ Ja Da 
i=1,2, R 

第 卫 种 情况 ， 分 量 的 变化 规律 不 一 定 是 单调 的 ， 但 也 有 规 

律 性 ， 基 本 上 满足 关系 式 


ETOJ ОЭ шех К /x 7 С Т (t=1,2.,n) 
uk 4-[ 1 1] 的 特征 值 . 
R IFI хо= (- 1, 0)”, Ж х»-(— 1, 207 
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列表 计算 如 下 : 


2 
| 
1 . 1 1 | 1 
х, = i 0 х, | к=, 2 
I 
х, 1 -ií х; i 5 1 
X: = 3 0 x; -3 6 
其 3 3 -3 x; 15 3 
х, -9 0 = z 
I : x 3) j 
х; | ә А = 9 " f š 8 
We ийе 2. хо? 
| 1 
кіл). | 
5 3 ! 3 


х\з) | 
t 


从 上 面 两 者 中 订 以 发 现 各 分 量变 化 虽然 不 单调 ， 但 有 规律 
PE, BU 


xs) хі) х3) хі?) 

ӨЛҮ Т 3, xO д” Т 
故 知 属于 第 工种 情况 ， 得 

11 = 3 


所 以 
М= у 3, Аз= у З 

ЖНЖ ЦАН хону Н, HERF RK E ЕПН), 
当 取 xo=( 一 1,0)” 时 ， 需 迷 代 玉 步 发 现 规律 性 ,车 取 xÚ = 
GC 1，2) 时 ， 只 娄 代 三 步 就 可 以 发 现 分 量 的 变化 规律 ， 
所 以 皮 初 始 向 量 xo 对 人 敏 束 是 有 影响 的 ， 但 还 没有 好 的 办 法 来 选 
取 xo， 全 人 靠 经 验 . 

第 丰 称 情况 ， 计 算 各 分 量 很 不 规则 ， 不 论 是 符号 或 是 分 量 
的 绝对 值 ， 变 动 都 很 大 ， 即 可 断定 属于 第 三 种 情况 ， 邮 特征 值 


424 


为 复数 。 
m 求 B=[_ 1 ?) 的 特征 值 ， 
解 取 xs (1 ，0)7， 列 表 计 算 如 下 ， 


-1 1 
х, 1 0 
X, 1 -1 
X: -1 ~ 2 
X; -5 =q 
х, -7 á 
x | 1 11 
Xs | 23 10 


从 表 中 发 现 各 分 量 的 变化 规律 很 不 规则 ， 展 于 第 下 种 情 
H. > A=a+bi, W . 
ха=(-7,-4)', x; =(1,11)7, xe = (23,10) 
的 分 量 代 入 公式 (11, 14) 
x D 2ax tt) 4 (а2 +62) х0 0 (i=1,2) 
H, f$ 
23—2a+1+ (а2 + b2)( —7)= 0 
10—2а+11+ (arp X4=0 
|28 – 22—760? +b?) =0 (1) 
[10 -22a +4(a?+ b3) = 0 (2) 
解 此 方程 组 得 
Gz 十 bp2= 3 
代入 《1) 中 ,得 а= 1, 从 而 b= + 2, WA 
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h= l+ 2 i, з= 1- Z 2 1 

3 НН: 

WERS E РЗК ЕЕ K ИЕН A СА 为 实 
З) 的 加 快 方法 ， 但 要 注意 ， 属 于 乘客 法 中 的 第 | 种 情况 ， 应 
用 加 快 公式 
(x. H) 
(XX 


ETELE, Н А 
да ОХ Я) (12,17) 


(А. a Xa) 


可 以 指出 ， 对 韭 对 称 实 矩阵 也 可 以 用 肉 积 加 快 公 式 ， 但 要 
作出 一 个 后 量 序列 {yi}， 其 中 


/1 = 


(12.16) 


JSA Yii 

АТАШЕ, MERA 
бк: P) 

i (x i, 3-3) 
或 

l = xr ` J2 

i (x :- :ii 
详 见 本 节 习 题 第 6 题 之 解 ， 

4 КЖ 


反 宕 法 又 称 反选 代 法 ， 它 可 以 用 来 计算 非 奇异 阵 4 的 按 模 
Ж сео) 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ，、 
因为 
Ax lix 
所 以 对 上 式 两 边 用 六 4 RZ, 8 
Аке рж 
所 以 .4 的 异 最 大 特征 值 的 倒数 就 是 4-' 模 最 小 特征 值 ，4 的 模 
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ai 


Je] ЛЕН ШИВ Л А BU РЕ (А. Аш. ERAR 
最 小 的 特征 值 等 价 于 求 4 “ 模 最 大 的 特征 值 . 按 医 法 作 适 代 


Хі. = А ' x, 
求 ;-， 但 在 实际 计算 时 ， 由 于 ACER AD0D, ОК А, ЭХ 
是 很 麻烦 的 ， 于 是 变形 为 


Ax. EX; 
这 是 一 个 已 知 x。， 求 解 方 程 组 得 wx;;,， 称 此 法 为 反 送 代 法 ， 
这 种 方法 并 不 简单 ， 实 际 计 算 可 按 (11.20) 进行 . 
5 ”下面 介绍 一 个 用 罕 法 求 4 的 最 小 特征 什 刚 方法 。 
设 阵 4 的 特征 值 满足 
Ee ED 22А. 220 
其 中 入 用 器 法 已 求 出 ， 为 求 4,.， 取 > 机， 作 
В=н1-А 
因为 
Bx; = (I - A)x, =их,—- Ах; 
=(#—А,)х; 
H + 
Bx, = (ul1l- А)х; 
=(#-— À; )X;, i=1,2' ,7 
斯 以 B 的 特征 值 为 &-4;。 因 阵 A 的 特征 值 
А2422" 0 
所 以 阵 8B 的 特征 值 满足 
Da Аи Аи А, 
AA u-la =c W) Вх = сх, (ul — А)х-=- сх = (р- 4.) 
所 以 
Àn 一 此 一 CI 
这 就 告诉 我 们 ， 若 求 阵 4 的 最 小 特征 值 ， 它 等 价 于 求 阵 
B =ul- А 的 最 大 特征 值 c ， 这 就 解决 了 求 阵 么 的 最 小 特征 值 
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4 的 问题 。 

6 МЕЖ 

(1) ЖЕН, 

(2) 列表 进行 计算 。 

(3) 根据 分 量变 化 规律 人 性， 确定 属于 哪 种 情况 ， 便 可 确 
定 模 最 大 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。 


8 12 ”求实 对 称 矩阵 的 特征 值 的 二 分 法 


Т 施 特 姆 (sturm) 序 列 的 一 般 定义 
S LEE Ca, bl E RXRA ER] 
робх), р(х), +, р„(х) 

总 满足 如 下 条 人 御 ， 则 称 此 序列 为 一 个 施 特 姆 序列 : 

I° Di(x) (i=0,1,2::, п) р, 

2 ”函数 po(x) 在 区 间 [a,b5] 上 不 变 号 ， 

3 ”序列 中 任何 两 个 相 邻 函数 在 ca, 站 内 无 公共 零点 。 

4° 车 函数 p;(x)(i=1,2,…n 一 1) 在 区 间 Ca,bj 内 某 点 处 
AF. MARB pi), р;—,(х), 在 该 点 处 符号 相 
R. 

5”p,(x) 的 根 全 是 单 重 的 ， 并 和 且 Pp;(x) 的 根 把 p  (xy83 
根 严 格 的 隔离 开 来 ( 1 теп), 

(12,2〉 定 闵 的 序列 满足 以 上 5 条 ， 是 一 个 施 特 姆 序列 ， 
2 ЖЕМ i 


„=й 1 | 


| 1 = 2 I 
же 1 -2 | 
\ 1 -2 


EREC- 2 ，0 ) 内 特征 值 的 个 数 ， 
解 ” 兽 先 计 算 S(0)8S(- 2), $ A=0 8}, # p( 0 )= 1 
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b( 0()= — 2 
p(0)=(—2)X- 2)- 1= 3 
p(0)=(—2)+ J—- 1 v (— 2)= — 4 
p(0)=(-2)X- 4)- 1  3=5 
ШР АЗР СО 分 的 符号 是 正 负 交 奉 的 ， 任 何 相 邻 两 数 的 符号 
丝 不 相同 ， 所 以 S( 0 )= 0, 
令 4-- 29, ШЖ 
Pal- 2)= 1 
р(- д2)=-2+2= 0 
p(—- 2)= 0— 1 = -— 1 
p(- 2)= 0-0 = 0 
p(-2)= 0+1=1 
符号 序列 确定 为 + + 一 -+ , HW AHB TF Ri, W 
S(- 2)= 2。 由 定理 1 知 
S{—2)-S(0)=2-0=2 
即 B 在 [一 2，0 -内 有 两 个 特征 值 ， 
3 ”求实 对 称 三 对 角 阵 的 特征 值 的 区 间 二 分 法 。 其 优点 在 
于 可 求 出 某 一 区 间 特 征 信 ， 因 为 它 可 以 应 用 施 特 姆 序列 的 性 质 
按 定理 1 很 快 选 出 一 个 只 含有 一 个 特征 值 4 的 区 间 Са, В), 


取 c= 六 人 (o+B)， 然 后 计算 S(e) - S(c)，S(c) -StB)， 其 中 必 


有 一 个 为 0 ， 一 个 为 1 ， 进 一 步 确 定 根 的 存在 区 间 ， 反 复 用 这 
一 方法 ， 便 可 求 出 满足 任意 精度 的 特征 值 1 . 

4 对 (12,7) 的 证 表 

设 xC R' 为 任 一 非 零 向 量 ， 回 量 y 为 x 关于 过 原点 0 的 平 
面 z 的 镜像 ， 
由 


у=х- 2 (CT 
其 中 8 为 平面 天 的 单位 法 向 量 ， 即 lasl= 1 
429. 


证 明 根据 向 量 的 三 三 角形 法 则 知 
КЕ АВ 2 AC = 2 258, 
其 中 20 与 # 共 线 ， 于 是 OC: 可 写成 
ахи = (uls)u -DC 
这 是 因为 e 是 内 积 (w,x)， 从 而 wx 是 一 个 数 ， 所 以 
(sls) и 是 x 在 w 上 的 射影 ， 即 


=x- 2 (иТх)и 


5 КЖЕ 
‘1 2 1 2 
K фе. T 
Wu: 1 1 
N 2 1 1 1 
三 对 角 化 ， 


解 因为 b = (1,2,1,2)" 
| Чу з зт ш> 
(25а, =y 22+ 12+ 22= Š 


由 (12,14) 得 @ =(0,2+3,1,2)’， 

i ,| 
a? + jaz [91 7 32+ 6 15 
Щщ (12,15) 得 I Ж 
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@© = 


ад ема í to; 

gaa? 2-1 ив! | an 

Pb =m Aio, = ү. {= ре у ерт | 
ый. ^ў- и lz м2 8 /15 


一 (1,0.73,—0,13,0,53) 


# A 
0,73 


k= m атр = 分。 0500,5,1,2) 0 уз 0.15 
. 0.532 
/ 1 SN OA T ж 
Е 0.73 5! ` - 0.02 | 
q Р- К @ = “аз 0.15. 3 Е - 0,28 
0,531 ЖУ 0.23 
к 
Е +: 
т“ =) | (l,-0,02,-0.28,0.23) 
. 22 
10 0 0 0 
5-0,1 -1,4 1,15 


2 0.04 一 0.56 0,46 


a 
Ө 一 0.02 
ал! = : _ 0 28 (0. 5、 1 、 2) 
| 0,23, 
“0 5 1 2 


0-0,1 -0,02-0,04 
0-1,4 supa 0, 58 
Lo 1,15 0.23 0,46, 


斯 以 /0 5 1 2 у 
ЕЕ 
= (TL -1,48 –0,56 – 0.33: 
812,16) 得 \2 1,11-0,33 0.921 


А›= А, - ( е" +q) 


ү! * Луд 007 "s 1 2 ` 
|а 2: = 1 | | 5 0.2. е1? ET 
| -1 11| 1 -1.42 -0,56 -0,33| 

2 1 11J \2 1.11 -0.33 0,92) 


f 1-3 0 0 
-3 2,2 0,42 -0.11 
0 042 1,56 1.33 
\ 0 -0.11 1.33 0.08 

其 次 求 4， 
b, = (~ 3,2.2,0.42, —0„11) T 


і 
вз=( а}, Ж = TO E0157 = 0.43 


©з: = (0,0, 0,4 + 0,43, -0.11)7 = (0,0, 0, 83,-0,11) 


1 I 1 


二 
озї + |аз;|оз (0,43) +0,42 х 0,43 


бз = 


E ae 0 о \/ O 
-3 2,2 0.42 -0.11| 0 

O 0.42 1.56 1.331 | 0,83 
\ 0 —0,111,33 0,08, .—0,11 


b: =m A; = 2,74 


0 0 Í 

“0.36! 10.99; 
=2.74 | 15 = 3,15 |“ C0, 0.99, 3.15, 3,0)7 

Мр, 102 \3,0 | 


432 


Ы... 


RJT- 


бз 


е 0,99. 
ka= заада Рэ =0,5Х 2,7460, 0,0.83, -0.1D 3 15 
= 3,13 
′ 0 \ / 0 Е 『 0 
_ 10,99 : 0 0.99 
g: = pa—k: “Ж 0.83 | | 0,55 
3.0 / 0,117 53,34 
ол 
=: | 0 | 
0:4: = | 0.83 ©9,0.99,0,55,3,34) 
\ 0.11; 
о 0 0 о \ 
о 0 0 ) 
O 082 0.46 2.77 | 
0 0.11 – 0.06 –0.27/ 


МУТ 
0.99 


qo: = 0.55 | (0, 0, 0.83, ~ 0.11) 


\3.34/ 
/0 0 0 0 
0 0 0.82 -0.11 
= O 00.46 –0.06 
Цо о 2.27 -0.37) 
о O 0 0 
Ma аш = | 0 0.82 0:92 2,71 
0 -0.11 2.71 -0.74 
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As A; с (ө: + qp) 
"1-3 0 0 
| 

| 0 0.42 1.56 1.331" 
\ о :0.111.33 0.08/ 

-0 0 0 0 
lo 0 0.82 —-0.11] 
10 0.82 0.92 2.т1 | 
\、0 —0.11 2.71 -0.74/ 
‚о 1 -3 0 0 
1-3 22 -0.40 0 | 

“| о -0.40 0.61 -1.38| 

бой Сау лег ЕЙ, 
§13 QR Ж 法 


1 QR і ЕК, ЖИН RRE 4 的 全 部 
特征 值 的 方法 ， 市 前 几 节 讲述 的 方法 ， 一 个 渤 代 过 程 只 能 求 一 
个 特征 值 ， 

2 定理 1 是 QR 方 法 能 够 实现 的 基础 ， 基 存在 正 交 矩阵 


@ ж 
ОА - В 

其 中 RJ E ЕНИ, ME 
А = ОВ | 


然后 将 @, R2 Pe J 3 Ж 

А =RQ=Q 'AQ 
这 样 就 完成 了 @BR 方 法 一 步 计 算 ， НАУА, 正 交 相似 ， 它 们 有 
相同 前 特征 值 ， 它 的 友 代 过 程 就 是 (13.2) 13.3) ; 
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A, -Q.R, 
A:r RQ, 
此 处 的 正 交 阵 是 8 3.12 中 讲 的 初等 反射 阵 。 

在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 A... ШР Е ЯЕ, Ж АЛ 
元 即 为 所 求全 部 特征 值 ， 

3 定理 2 证 明了 A 基本 收敛 于 一 个 上 三 角形 笑 ， 这 
儿 用 的 “基本 ”两 个 字 是 因为 А... 的 上 非 对 有 元 来 不 能 收 伍 
于 一 个 确定 的 值 。 但 这 无 关 大 局 ， 因 为 我 们 只 要 求 上 三 角形 阵 
的 对 负 元 有 确定 的 值 就 够 子 。 这 些 对 角 元 就 是 4 的 特征 和信 。 我 
们 称 这 种 对 角 元 有 确定 极限 ， 非 对 角 元 是 否 有 极限 ， 都 称 方法 
是 收敛 的 ， 为 接 型 收敛 或 本 质 收 敛 ， 

4 引 理 2, 实际 上 是 说 明 除 8 的 列 向 量 有 个 符号 差别 , R 
的 行 呵 量 有 个 符号 差别 外 ， 分 解 А = QR 是 唯一 的 。 如 果 假 定 
КАЛЕ, MAR QR 分 解 就 是 唯一 的 。 证明 与 引 理 2 
的 证 明 类 似 。 

这 里 所 用 到 的 知识 是 正 交 禾 阵 的 性 质 ， 上 三 角 彤 矩阵 之 积 
还 是 土 三 角形 些 阵 ， 一 个 对 角 阵 的 道 是 它 本 身 ， 对 么 该 阵 的 对 
和 角 元 素 只 能 是 1 或 - 1， 至 于 证 明 请 读者 自己 去 进行 吧 ， 

本 节 中 的 几 个 引 理 都 是 为 证 定理 2 作 准 备 的 ， 即 把 定理 和 
的 证 明 分 散 为 几 个 问题 来 进行 的 , 这 样 做 主要 是 为 了 分 散 难 点 ， 

5 定理 2 是 给 出 了 序列 А, А, 4;,… 上 收敛 的 一 个 充 
ЛКИ, ДЕЗЕ Ше. КНИА, CHILA) 与 
IHARA ЖАЖА КАА ЫБ. ШАКЕ 
жине, 一 般 来 讲 是 很 难 判 别 的 .。 

其 次 要 求 4 的 特征 值 的 模 都 不 相等 ， 且 不 等 于 0 CA яра? 
F) ， 这 也 是 不 好 确定 的 。 

第 三 还 要 求 相 似 变换 的 变换 险 革 的 送 X ”有 LR 分 解 ， 这 
在 第 三 章 $ 3 抢 阵 的 三 角 分 解 中 已 知 ， 一 个 可 逆 扼 阵 的 LB 分 
解 并 不 永远 可 实现 的 ， 
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w. . 


BT РДЕ EB 2 rh BE Е КОЊЕ ЛЮ В). 初学 者 可 以 
不 谈 这 一 定理 的 证 明 ， 
对 于 对 称 阵 用 QR 方法 求 特征 值 ， 其 钱 速 是 很 高 的 ， 和 且 已 
证 明 它 可 有 3 ТОШ. ЖИНА QB 方法 是 很 受 欢 迎 的 有 效 方 
法 之 一 。 
这 个 方法 的 缺点 是 运算 量 很 大 ， 不 用 电子 计算 机 是 很 难 进 
行 的 。 
5 对 一 般 实 矩阵 来 讲 А; +; 收敛 于 一 个 拟 上 三 角 阵 ， 即 
一 个 分 块 上 三 角 阵 
(Ba Bio Ві, S 
Е = | 
(о E / 
其 中 B8, ;是 1 阶 或 2 阶 块 ，1 阶 块 就 是 和 4 的 特征 值 ，2 阶 块 就 
ERAR Ж ЗЕ 44 КРДЕН. Pin 
“5 ~2 -5 -1 
|1 0-3 2| 
Ас, g ga 
sN 0 0 1 2 
用 QR 法 可 变 为 
/4.0000 15.0484 —3.6564: * \ 


0 1.8789 3.590 * 


B=! : 
O 11.3290 0.1211 * 
| КЕКЕК 
s 0 :i: O 0 : —1.0000/ 
(¥* 代表 一 个 数 略 去 缩写 ) 下 的 特征 值 有 4.0000 及 -1.0000。 
另外 两 个 特征 值 是 


| А- 1,8787 + 3,5910 | 


| -1.3299 А- 0,1211 | 
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的 根 1 +2i，1 -2i， 即 B 的 特征 值 。 这 趾 个 特征 值 也 是 АН) 
特征 值 . 

对 这 种 一 般 矩 阵 的 QR 方法 的 收 化 性 定理 男 有 论述 ， 读 者 
可 见 有 关 专 门 论 述 求 矩阵 特征 值 的 著作 ， 

7 习题 中 ， 第 4 题 的 内 容 是 给 出 一 个 求 4 的 全 部 特征 值 
的 另 一 方法 ， 叫 工 及 方法 。 此 法 是 ORDET, Ces 
于 一 个 上 三 角 阵 。 证 明 方 法 与 定理 2 类 似 ， 不 过 LR 方法 数值 
稳定 性 差 ， 一 般 不 用 ， 

与 QR 方法 相对 应 的 还 有 LQ 方法 《 工 为 下 三 负 阵 ) ， 其 基 
本 思想 与 渤 代 过 程 与 8R 方 法 类 似 ， 不 过 它 收 仑 于 一 个 下 三 角 


1 “用 全 主 元 消 元 法 解 方程 组 
zo 10 6 E k... / 11> 
| 5-1 21 а i=l 9 | 
Е ТОИ 7, 


2 ОШУ SME, ЭРЭ (ПЛА, 
3 ” 试 证 方程 组 4x =b， 列 主 元 强 对 角 占 优 ， 即 


Ў 1а, ,| <a.,， 则 采 德尔 迄 代 法 
Е х... =, D Ем + Ор Fys Db 
е, Жр, E 为 严格 下 三 角 阵 ，F 为 严格 上 三 角 
阵 ， | 

4 RE 4 的 最 大 特征 值 4 ， 及 相应 的 特征 向 量 ， 准 确 到 
1074, 


3 1 一 3 
A= -4 -2 В 
- 1 -i 37 
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5 MZM AKA, 
2-1 | 


五 本 章 小 结 


为 了 更 好 掌 所 本 章 内 容 ， 归 纳 乏 理 如 下 : 
1 be 


高 斯 消 
消 元 法 а 
全 主 元 消 元 法 


改进 平方 根 法 
追赶 法 (适用 于 三 带 阵 ) 
ЖЕЕ 《适用 于 对 称 正定 阵 》 
骨 消 元 法 求 道 
MRM 

2 解 线 性 方程 组 的 选 代 方 法 
HAERE, 点 雅 可 比 法 
RARER ABIRERE 
最 速 下 降 法 

3 ” 求 特征 值 及 特征 向 量 的 迭代 法 
求 最 大 特征 值 的 需 方 法 
求实 对 称 阵 任 一 特征 值 的 二 分 法 
求全 部 特征 值 的 QR 方法 
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第 四 章 ， 插 值 与 逼近 学 习 指 导 


一 、 主 要 内 容 


ERRERA REK fd 的 近似 函数 ytx) 的 两 种 方法 ， 
插值 法 、 最 小 平方 明 近 法 。 还 根据 需要 介绍 了 如 F Жл; = 
商 、 差 分 、 正 交 多 项 式 及 它们 的 性 质 。 


Z2. # ж FÉ R 

BIRRE, MBARE., 2Р7 kS 
要 求 的 近似 函数 ， 或 计算 出 某国 数 的 近似 函数 值 ， 并 能 用 本 章 
理论 去 解释 一 般 数 学 用 表 的 构造 后 理 ， 云 推导 某 些 经 验 公 式 及 
解 矛 证 方程 组 等 问题 ， 

它 是 数值 微分 、 数 值 积分 、 кунинин 
论 基础 。 

1 能 接 所 给 的 具体 要 求 ， 选 用 适当 的 近似 公式 ， 求 出 近 
似 函 数 或 计算 出 函数 的 近似 慎 ， 并 估计 其 误差 ， ú 

2 ЖН Бр Л ЖН A, AS ОК Ау 
WAKA. 

3 忘 用 本 章 理论 去 解释 数学 用 表 的 绝 造 ， 求 导数 的 近 但 
值 ; 求 方程 的 近似 根 ， 求 矛盾 方程 组 的 解 及 导出 经 验 公式 等 问 

4 ”应 用 差分 性 质证 明 一 些 初等 数学 公式 ， 

另外 ， 学 习 本 章 时 ， 应 注意 以 下 几 点 : 

1 注意 掌握 插值 法 与 平方 台 近 法 的 异 问 点 ， 
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Sr w as rm) 


2 ”注意 各 种 方法 的 推导 过 程 〈 基 本 思想 》 、 误 差 程 度 、 
使 用 条 件 及 应 用 范围 。 

3 ”待定 系数 法 在 本 章 占有 重要 地 位 ， 应 给 予 必 要 的 重 
R. 


= 内 容 分 析 
$1 5 е 


1 ИН 5 F ЛУТ Б]. 1 
К(ху)=](х)—у(х) 
Th 8 8 ur tl 
Rix;)=0, ¿i=0,1,2,-" ,7 
即 要 求 y(x) 通 过 已 知 点 (xi y, ),1=0,1,2.. n. 
Fe ЖЕЎЕ K R Jy 38 yu A: TE 


Ух) убх, I? 2 | PORE )dx 


为 最 小 ， 即 不 要 求 y(x) Ж ИЮ n ПЕПЕ, Як E EL Ж K 
《或 函数 》 的 偏差 平方 和 〈 或 积分 ) 为 最 小 . | 

2 ЖЖЖ АКТ. 

例 1 为 修 水 击 ， 预 算 土 方 量 ， 必 须知 道 河床 某 横断 面 的 
河床 曲线 ， 但 实际 上 仅 能 测 得 横断 面 处 若干 处 的 河 深 。 把 该 问 
题 变 成 数学 问题 ， 就 是 : 

рж 

А] х Xz Xs s Xh 
Уу Уз Уз ‘У, Йй 
其 中 x, Жі, y 表示 在 测 点 x; 处 的 河 深 ， 求 其 河床 曲 
ж. 
此 问题 就 是 一 个 播 值 逼近 问题 ， 因 为 准确 的 河床 曲线 求 不 
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Hi ВЕ С, RA {ШИ Н R. 


图 4.1 | 
例 2 观测 一 个 物体 的 直线 运动 ， 得 以 下 数据 : 


BT 8) t æ> | od) o.s 


ЖЕК 


EAS ‹Ж) 10 


求 此 物体 的 运动 方程 。 因 为 它 是 非 久 可 直线 运动 ， 扬 以 其 
运动 方程 为 | 
S= Vit + at 
如 果 能 确定 出 Vs 及 a ， 则 此 物体 的 运动 方程 便 算 求 得 ,为 此 ， 


我 们 把 此 问题 看 成 曲线 拟 合 问题 ， 按 量 小 二 乘法 ， 来 求 出 适合 
Е) Vo, а 的 近似 值 ， 从 而 ， 求 出 其 近似 运动 方程 。 


0.0 


so |o ao | zo 


$2 ”线性 插值 与 抛物 插值 


1 ”注意 插值 多 项 式 的 书写 形式 , 同一 捅 值 问 题 ， 为 了 应 
用 需要 ， 可 以 写成 不 同形 式 ， 如 不 考 虚 会 入 误差 时 ， 实 质 上 ， 
是 一 样 的 ， 例 如 线性 插值 有 三 种 形式 。 
(1) 牛顿 形式 : 
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Ох) = f(x) + f(xo,X1)(X-- ха) 
其 中 ухо, х) = (у ya) /(ху— хо), 
С 2) 14% ДН Ж АСА). 
Lix) = 1o(x)yo + 10 X)3514 
其 中 b(x)= (х- xi )/(xo- Xi), Һ(х) = x- Xa) /( X, — хо). 
(3) УВ НВ CB); 
L(x) = x-xi) + Bh (x— Xa) 
其 中 lo- yo/(xo - xi), l = yi/(xi- хо). BRAE МІЯ Ж], 
ћ(х) = L(x), 

读者 日 已 考虑 抛物 插值 的 三 种 形式 的 表达 式 ， 

还 要 注意 到 ， 从 其 中 一 种 形式 ， 可 以 推出 其 它 形 起 。 

2 一般 数学 用 来 , 均 是 按 四 位 数 给 出 的 .一般 均 用 分 段 线 
性 插值 来 构造 修正 项 的 , 其 修正 项 就 是 tAyo, 其 中 t= (x— xoh, 
Aya = у уо, Ех хо, х ЖИН АХ. 

3 ТЕН ТЕНИЙ ЕЗЕК ГЕЛЕН], — 3 VE PK < B] 
Схо, xi SB K КЕ, MHE. f(x) 在 [xx 上 变化 比较 平稳 时 , 才 
适用 。 若 遇 到 藉 z) 在 [xo,x] 上 变化 比较 大 且 不 平稳 时 ,只 要 加 
密 分 点 把 区 间 缩 小 ， 分 段 插值 就 可 以 了 ， 如 图 4.2 所 示 ， 这 时 


ЖАБ RS АВ, RERE y| 


18. га 
4 з сма A 
ax кшк 
р | | Í | 
Oox 7 30° | 30"6 _ c... 
y i 0.50001 0,5015 | i 1 | |! 
L 1 | ЖИЕ ЗЕН РАЛЕ а. 
BRI (30°27) 的 信 并 以 计 “| * = s 5. 4+ 


该 近似 值 的 误差 . 图 4 ,2 
8 IRA x, - xÚ = 30°6!-— 30° 
=6!'=0.001745,x=30°22, ЖААЖ (2.1) ,得 
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f(30° 2 aafo) + (= уа) 


= 0.5000 + S (Q: 0015)=0,5005 


由 于 
y=sinx, |y”| = | —sinx] <1 
所 以 ， 由 式 (3.5) ,得 | 
1⁄ x= v 
IRi(x)| =з (2) < 0. 0000004 


而 实际 误差 为 
lsin(30?27 ) ~ (30 °2') | = |0,50050374-.. — 0,5005 | 
<<0,0000038 | | 
ЖА, ЖААЖ НЕДЕЛИ у Л МИ, RE, +E 
保持 准确 到 四 位 小 数 。 


5 由 于 初始 节点 用 和 ‰ 表 示 ， 为 此 节点 下 角 标 与 节点 个 数 
相差 1 ， 如 x; 为 第 三 个 节点 。 


$$ ЮМАН АЛХ 


1 崔 一 性 。 它 是 指 在 不 考虑 舍 入 误差 的 情况 下 ， 满 足 反 
值 条 件 е 
убх) = Кх; ), 1=0,1,2,:--, и (1) 
的 插值 多 项 式 只 有 一 个 ， 而 表示 形式 可 以 不 同 . 
假设 播 值 多 项 式 为 
у(х) = GoX" pa ix"! oo +a, 
如 果 能 叭 一 确定 其 系数 a;(i=0,1,2,…,f), 则 它 就 是 肉 一 的 ， 
由 插值 条 件 《 1) 得 方程 组 I 


l хх." ао Уо 
| ] x, хіх) ) Caw | (2) 
l x, хб Ж] а, Уа 
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而 方程 组 ( 2 ) 的 系数 阵 ， 由 高 等 代数 知 ， 称 为 范 短 蒙 (Vander- 
monde) 行 列 式 ， 当 х, ex, 时 ， 其 行列 式 之 值 不 等 于 零 ， 所 以 
方程 组 (2 ) 有 唯一 解 ， 即 y(x) 是 唯一 的 。 
本 书 是 用 反 证 法 来 证 明 其 玲 一 性 的 ， 也 是 证 明 叭 一 性 的 通 
用 数学 于 段 ， 读 者 务必 掌握 ， 
2 余 项 的 推导 . 关键 在 于 把 余 项 R,(f,x) 记 成 
R: (х) = k(x)@(x) 
即 把 余 项 表示 成 n+1 次 式 w(x) Б—4-#р рей k(x) HRR 
的 形式 .。 它 是 根据 余 项 的 定义 ， 
R.(f.x)=J(x)- L,(x) 
由 插值 条 件 
L(x%;) = Сх) (@=0,1,2,+,п) 
Вр 
К,(р,х,) = Кх) — Lx)=0 (i=0,1,-, n) 
从 而 知 , R.(f,x)& n + 1 个 零点 x;(i=0,1,…,n), 又 因为 {(x) 
МАЖИ, 《不 一 定 是 多 项 式 ， 如 是 多 项 式 ， 有 可 能 其 次 数 
大 于 n+1 次 )， 所 以 ， 其 余 项 R.(f,x) 也 是 超越 函数 ， 故 它 可 
以 分 解 为 
®К„({,х) = К(х)ф(х) 
其 中 k(x) 为 待定 函数 。 
为 了 确定 kx)， 采 用 引入 辅助 遂 数 办 法 . 即 设 辅助 函数 
802) = 302) 1.02) kW) ке 1 от 
再 反复 利用 中 值 定理 ， 便 可 确定 出 k(x)。 | 
3 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
(1) 8+l 企 互 不 相同 节点 的 拉 格 朗 日 搬 值 多 项 式 ,是 
小 于 或 等 于 次 多 项 式 ， 是 由 n+1 项 组 成 ， 也 就 是 由 n+1 个 
n 次 多 项 式 的 线性 组 合 来 组 成 的 ， 而 组 合 系 数 就 是 相应 地 函数 
值 y;。 即 
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L. (x) = у (x)y, 
(2) я+1 个 互 不 相同 节点 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 可 
用 于 求 位 于 fe, 站 中 任 一 点 x 的 函数 近似 值 : 


К Жу, Жу = Уи, (Жу, 

《3 ) 当 节 点 数 变 化 时 《〈《 仅 变化 一 个 ) ， 均 须 重新 计算 
拉 格 朗 日 基本 多 项 式 ， 这 是 它 的 不 方便 的 见方 。 

(4) 当 R=1,n=2 时 ， 就 是 线性 插值 、 抛 物 插值 ， 

4 解 题 步 又 《 求 近 似 多 项 式 或 函数 近似值) 

Сту 根据 已 知 数据 ， 分 别 求 出 LO) (或 1,(%)) ， 
(2 ) 代入 公式 (3.8)1 ZEMRA. REN M g 
式 工 ,(x) 或 函数 近似 值 工 ,(x ) 

5 ”应 用 插值 法 可 求 方程 的 近似 根 ， 它 是 一 种 实用 的 方 
法 .特别 是 按 反 插值 法 求 根 ， 更 是 简单 ， 但 函数 类 必须 满足 严 
格 单调 的 条 件 ， 否 则 就 不 能 应 用 。 我 们 仅 举 一 反例 来 说 明之 。 

例 4 已 知 连续 函数 p(x) 的 函数 表 为 

мА 2 3 
p(x)| -2 1 0,5 
求 方程 p(x) = 0 在 [1,3] 肉 的 近似 根 。 

如 果 我 们 不 走 分 析 所 给 函数 表 的 特点 如 何 ， 立 即 就 用 反 撒 

法 去 求 其 根 ， 过 程 如 下 : 


Ж] Б. ва ЖК Зе 
ро) -2 1 0.5 
х|ї 2 3 
得 反 搬 多项式 | 
LCp(x)) = РОО 120008) 0.5) „ү, 


(С—2—-1)(—-2-0.5) 


_Kp( x) + 23Ербх) ~ 0.52 х2 


ын 1320105) 
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„ pix) + 2)[p(x)- 1) 
(0.5+2)(0,5—1) 
Ф р(х)=0, M| x* 二 L200) 二 3,.53 为 所 求 得 的 银 。 但 它 在 [1,3) 
HKS FERRIN. 
为 什么 会 出 现 这 种 现象 呢 ? X< RH ра ЕЛ ЛЕ А АА 
调 的 条 件 所 造成 的 
国 此 ， 在 利用 反 插 法 求 根 时 ， 务 必 注 意 此 要 求 。 


х д 


$ 4 ”牛顿 插值 公式 


1 ， 非 等 距 节 点 的 牛顿 揪 值 公式 ， 是 从 差 商 角 度 来 建立 播 
值 问题 的 一 种 表达 式 ， 故 也 叫做 差 商 型 播 值 公式 ， 当 节点 为 等 
距 时 ， 用 差分 代替 差 高 ， 便 导出 等 距 的 牛顿 插值 多 项 式 ， 

2 天 阶 差 商 定义 ， 

k-1 Br 22 8 BU 2286 882 Ё 阶 差 商 。 

ÍX Xis tta Xiti) 


Ох, жазба +) Ох, з. Ха-а) 
X; +k Т X; 


但 此 两 个 -1 阶 差 商 中 ， 节 点 除 一 个 节点 不 同 外 ， 其 余 
节点 一 定 要 相同 .例如 : Ж Ж fosti) fX, XXa) WA 


f(x ,‚Х2,Хз) А: Ї(хо, Xi s X) 
Хз— Ху 


另外 ， 还 要 注意 : AWITA ESER S Брна А. Wi 
差分 ， 节 点 必须 为 等 距 时 才 适 用 ， 
3 кїз: 
K- 荆 阶 美 分 的 差分 称 为 足 阶 差分 。 B 
Ay; = Ду;  — A y, 
RAAM SCO 在 x, EB k Br n ЖЛ. КОШУ, ЖОН 
后 差分 。 把 
Ay, =y, -yi-s 


- =Í(xXo,xXi,X2.X3) 
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称 为 函数 f(x) 在 x, 上 的 一 阶 向 后 差分 ， 
Viyi=V у-уу 


KARIES. 
4 差 商 、 差 分 及 导数 之 问 的 关系 是 
KETTE TELE х.) = ae T e. (1) 


其 中 š 为 在 由 Хоз Ху, уух 所 确定 的 区 间 内 之 值 。 
假设 f(x) Сох. ЕА п ЕАН ТТЕ, ЛОН (1) 
н, = X; xl, 


limf xo, Xi, tX ) = 
жск 


f? хо) 
nl 
jimA ye =h"f (хо) 
5 “牛顿 插值 公式 、 前 播 与 后 播 公式 的 应 肯 范 围 。 
如 求 近似 多 项 式 或 近似 函数 值 ， 当 节点 不 等 中 时 ， 选 靠近 
插值 点 的 部 分 节点 ， 便 用 牛顿 插值 多 项 式 ， 当 节点 为 等 距 时 ， 
这 机 看 插值 点 x 的 位 置 。 如 当 x 靠 近 表 前 孜 ， 应 用 前 播 多 顶 
式 。 当 靠近 表 后 时 ， 最 好 采用 后 插 多 项 式 .这样 可 以 提高 近 
似 值 的 精确 度 ， 因 为 此 时 的 |o( x )| 比 较 小 . 若 选 全 部 节点 
时 ， 应 用 那个 公式 所 得 结果 都 一 样 〔 不 计 当 入 误差 时 )、 
6 ЖЭЙ 
(1) 按 所 给 节点 的 间距 特点 《及 x 的 位 置 ) ， 选 定 恰 
当 的 插值 多 项 式 ， 
(2) RAR (4,6) 或 (4,11) 或 列 震 计算 求 出 其 商 
或 差分 ， 得 到 相应 插值 多 项 式 的 各 项 系数 . 
( 3 ) 伐 入 相应 插值 多 项 式 ， 整 理 简 化 ， 便 得 所 求 的 近 
似 多 项 式 . 苦 求 某 点 x* 之 通 数值 则 将 x， 和 连同 插值 系数 代入 各 
应 插值 多 项 式 中 ， 便 可 计算 出 开 x BCA. 
“4) 合计 误差 (此 步 不 可 忽略 》。 
7 ”差分 的 误差 传播 
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很 设 给 定 函 数 了 (x) B) З А x, =a + ih B) DS Й : 
у= Ка+іп) (i=0,1,2,…), 且 记 为 序列 {y;}. 
如 果 在 某 一 节点 x, Жу, 发 生 了 的 误差 ， 其 它 值 无 误 
Ж, WEEN ЛЕДИ Л) 
YoY У-У TEY” 
将 此 序列 记 为 (y. Y. 我们 研究 误差 序列 
s= x =" бык 
£ i=k 
ВЕ И ЖЕ (oE 8 2 A 1822) , 
列 差分 表 如 下 : 


i | 2; Аг; А? АЗ%г; ДА; ASE; 
I Е == 
l 
k : e Е e а £ £ 
k+ =E 一 22 -38 -42 -58 
Къо Е зе 62 ite 
k+3 -£ 4E -10 £ 
k+ £ БЕ 
-eg 


ke Chia kana p ШЕШУШЕ. 

从 表 中 直到 ， 误 差 随 着 差分 阶 的 增高 ， 不 断 扩 大， 其 中 
2A5e,-,|=20e, 因 此 ， 应 尽量 避免 使 用 高 阶 差 分 .通常 上 只 使 用 
到 四 、 五 阶 差分 ，。 

з ”利用 差分 狂 质 求 级 数 部 分 和 

求 级 数 部 分 和 ， 主 要 用 下 面 二 个 差分 性 质 ; 

(1) 习题 1.4 第 11 题 ，n 次 多 项 式 p(x) 的 -~ 阶 差 分 是 
nn 一 1 次 多 项 式 ， 它 的 阶 姜 分 为 常数 ,而 n+1 阶 差 分 等 于 零 ， 

(2) 习题 4,4 第 12(2) 题 : 某 个 节点 的 泗 数 值 ， 可 以 
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用 各 阶 差分 进行 线性 煮 出 ， 即 
Y; =y tCiAyo + CLA yg t ++ A' yo 
例 5 求证 
зза а [EATI Y : 
15 + 23 十 … +02 | @ | (1) 


ШЕН RKR gtx) 为 
вх) = 15+ 23 +. + XŠ (2) 
则 等 式 《 1) 的 左边 为 
g(R)= 13 + 23 +. + nŠ 
研究 函数 g(x) 的 一 阶 差分 ， 即 
Ag(x) =g(x+1)-—-g(x)= (x+ 1) (3) 
它 是 关于 x 的 三 次 多 项 式 。 于 是 由 性 质 【《1 ) A, 
А5р(х) = 0, А%(х)=60,<- 
为 了 能 利用 人 性质 C 2) , $ xosl, X52, X, I =н, W 
(п) = (х...) = Bri 
于 是 ， 由 性质 (2) Я 
gin) =, + Cl Ag, +С, А 1 + A g, 
=g,+Ci_ Ag, +С, Ag, + Ci- Ag, 


+Ci- Ag, C4) 
其 中 Aigs(i=1,2,3,4) 可 由 差分 表 算出 ， 
为 此 列 差分 表 

x | (ху | Ag; í Ад; БЫ лар; 

1 ' gG) | 

2 | оу) i 8 | 

3 взу | 27 19 | 

4 | EG | 64 зт | 18 | 

5 . g6 | 125 61 ` 24 +. 6 


449 


其 中 Ag. 是 按 ( 3) АЖ. Ае Жр НК КУ 22 2y 18 Š 
入 C4)， 得 f 
&їп})=1+8С!_,+19С?_,+18С?_,+6С1_, 


siran- De 


+18 Ra 


26 (mn-1)n—- 2)(n-3)(@8—4)_ 
41 
再 经 过 监理 ， 使 得 


а) 


НЮ, ТЕЁ{Ф (1). 

读者 可 以 用 这 种 办 法 ， 来 证 骨 
12+ 22+ 324... кй =-Еп(п+ 12и 1) 
1-2+ 2+3 + er +и(и- 1) = nmns 1l)(g+ 2) 
1.2.3 23:4 +... +nln+1)n+ 2) 
= inini 1)(0 + 2)ln+ 3) 

9 аана 8 

在 本 书 中 所 提 的 差 商 ， 对 节点 x;(i= 0,1, n) 要 求 互 不 


相同 的 ， 但是， 往往 不 满足 此 要 求 ， 为 此 ， 必 需 引 入 带 右 重 合 
节点 的 差 商 的 定义 。 在 这 里 仅 通 过 实例 说 明 其 含义 ， 不 去 严格 


HWRE. 
WMR f(x) ДЕДЕ EER, A E Н. Ў Kx H 
HEST 158 R kk 


HTE xxx), MARKAT хах ха 的 三 元 
ж, HELT, 04 
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OflXi,X2 33) _ lim [Оа + Ax Xi, X3) — х,о, Xs) 
Ох, METES Ах 


= „Шт Кх + Ax ..X. .X2.X3) 
ан) 
把 其 高 天 Xi,xz,x3) 对 ху RATAA [0х) 关于 хо, xs 及 二 重 Шш 
т х 的 差 商 ， 简 称 为 汇合 差 商 . 
显然 ， 由 多 元 微分 法 ， 可 推 得 
А 9 Ја, 2, 23) кун, ee, X1, Xi Ха) 
т 
жие, 
тш =К\|}(х,х,-+,х) 
当然 ， 可 以 定义 更 一 般 的 汇 台 差 商 ， 我 们 就 不 介绍 了 。 
总 之 ， 汇 合 差 商 是 极限 信 ， 它 是 与 某 西数 的 相应 偏 导数 有 


RHH, 


$5 爱 尔 米 特 播 值 多 项 式 


1 有 爱 尔 米 特 插值 的 几何 意义 是 ， 所 求 插值 曲线 不 仅 通 过 
BAVAC y: G= 0,1,…，f), 同 时 还 要 求 在 某 些 节点 上 保持 
原 曲 线 的 几何 性 质 ( 如 斜率 、 曲 率 、………) 。 

2 ” 带 导 数值 的 插值 多 项 式 的 构造 方法 完全 与 不 带 导数 值 
的 插值 多 项 式 的 构造 方法 一 样 。 例 如 牛顿 形式 的 爱 尔 米 特 插值 
多 项 式 的 构造 思想 是 : 在 原 有 的 条 件 基 础 上 ， 增 加 多 少 条 位 ， 
就 增加 多 少 项 ， 然 后 用 待定 系数 法 ， 依 增加 条 件 来 确定 这 些 项 
的 具体 内 容 ， 

з 本 节 及 习题 中 的 几 个 公式 (5.22), (5,23) (5,24) 
在 样 条 插值 中 要 用 到 ， 因 此 ， 一 定 要 掌握 它们 ， 

4 “用 拉 格 斋 日 基本 思想 来 推导 拉 格 妆 蝇 -一 爱 尔 米 特 搬 
值 多 项 式 ， 请 读者 见习 题 4.5 第 5 题 的 习题 解答 ， 
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rh mte et =e toe eo 


$6 三 次 样 条 插值 


1 三 次 样 条 首 数 S(x)( 或 $S(x)) Ж—1 Ж 函数 。 它 
的 每 个 分 段 Cx:,x，，] 的 函数 8S;(x) (或 9;(x)) 是 满足 条 件 


x х; Xiti x | Хр 


—— — .. 


У | X; У;++ 或 y Е Yita 


== i 
Y | mimi... >” M; Misi 


的 爱 尔 米 特 插值 多 项 式 ， 


而 其 中 т;(}=1,2,<++,т—1)ю% M; (j =1,2, у» 


须 通 过 式 06.11) 或 习题 4,6 第 2 题 才 能 求 出 的 。 
2 注意， 本 节 仅 介绍 两 种 边界 条 件 
(1) у(х) = ma, убх.) =m, 
(2) у (хо) = М, у(х.) = М, 
还 有 混合 型 边界 条 件 
ау” (хо) + Ву" (ха) = ri 
азу” (Xu) + В›у”(х„) = ғ 
我 们 就 不 去 仔细 研究 它 了 。 


R — 1) 5 


з 除了 三 次 样 条 函数 之 外 ， 还 有 其 它 样 条 函数 ， 如 周期 
的 样 条 插值 函数 ， 二 次 样 条 插值 函数 等 等 。 我 们 仅 把 二 次 样 条 


插值 的 定义 介绍 如 下 ， 
设 在 [ae,51 上 给 定点 的 函数 表 


x Хе XI ©, Xa 
Y | Yo Yi 27 


, 


y | y, 
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求 作 一 分 段 插值 函数 p(x) ， 使 它 在 [Xx; ,x, :1] 上 是 二 次 多 
项 式 

р(х) =А,х%*+В,х+С, xe[x;,x;, BWER 
(1) S(x;)=y;; 
(2) 57 (х0) = уез 
(3) ЖЖ E S(x).S (х) #0 НЕ, Вр 
S; (x; )=S,(x,) 
S'i (x,)=S (x, ) (j=1,2,:- n —- 1) 

把 此 函数 p( x) 称 为 二 次 样 条 插值 函数 ， 


$7 数值 微分 


1 ”利用 插值 法 求 导 数 的 近似 信 时 ， 应 该 特别 注意 误差 估 
计 ， 因 为 两 个 相差 不 多 的 函数 的 导数 可 能 相差 很 大 ， 同时， 对 
同一 个 函数 ， 计 算 导 数值 时 ， 缩 小 步 长 ， 截 断 误差 虽然 减少 ， 
但 舍 入 误差 却 增加 ， 因 此 ， 采 用 缩小 步 长 的 办 法 ， 也 不 一 定 达 
到 提高 精确 度 的 目的 ， 

如 ” 求 f(x) =./ XE x=2 处 的 一 阶 导数 ， 用 数值 微分 公 


(%)-4к-®) 
]'(х) = s —+ (R) 


取 不 辐 的 hh 进行 计算 ， 运 算 时 按 四 位 人 小数 进行 。 计 算 结 果 列 表 
如 下 : 


式 


һ | | асо 0.1 0.01 | 0,001 
Ро) 0.3660 ' 0.3584 | 0,3535 | 0.3530 0.3500 | 0.3000 
RE’ Оу) -0,012447 ~ 0,002847] 


0.000053 | 0.000553 9.003553 | 0.053553 


BERG (2))= „ 5 710). 
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从 表 中 看 出 ， 当 产 = 0.2 时 ， 通 近 的 效果 最 佳 ， 而 当 4 E, 
0,2 小 时 ， 反 而 悍 近 效果 越 来 越 差 . 
2 ”提高 微 商 精确 度 的 办 法 一 一 李 查 逊 外 推 法 ,( 一 般 想法 
在 数值 积分 中 提出 ), 仅 通过 例子 说 明之 ,( 注 : (x;)= 了 ;'"))， 
由 人 台 劳 展开 式 
ғ. h? h? мт 
= јон + sr f" + ario + 


2 3 
1-1 = fo =, hf + т^ == +” +". 


上 两 式 相 减 ， 得 Р е 
fi- Í- i =2h( t + 2 ar —. fa ai re ) 

则 得 到 
rff- ЛЕ E т ht Б ы: 
меа (на уре) ао 


RE ya = DEL WERNER 


2 4 
waya (pra дю.) 
ol о! 


=y aa + 0082) 


[п] ЯН, f: 5 f- :有 
和 = 一 Лам /2 - (22 PB + Qn. (29 f +...) 


СА 2Y ar, (2)... 
У 


= yw sh: 
(1) RECI) 减 去 (2) ， 得 


|: 一 (2)] fe = Yaa (ч) ж + 
a 


í 
| (5) 

+ | 一 一 -一 一 - -一 -- ——], + +... 
L 5! J 


атаМ 


сш, 


二 


= РС ТЕСИ 
h 


显然 ， 用 上 式 计算 f'， 其 截断 误差 为 Cho). 
间 理 ， 可 以 照 此 继续 做 下 去 。 把 这 种 做 法 称 为 外 推算 法 
〈 李 查 逊 外 推 法 》 。 


$8 最 小 二 乘法 


1 本 节 把 求 允 近 多 项 式 的 问题 ， 转 化 为 求 多 元 函数 
Plaas ,5,41) 的 极 值 问题 . 
2 Жоад„(х) 的 解 题 步骤 : 
C1) 确定 所 求 g(x) К т‹ 
(2) 建立 正规 方程 组 ， 即 (8,4) 


k=0,1,2,::: ,21 k=0,1,2, ,i 
RERA S, 及 常数 项 六。 
‹3› 解 正 规 方程 组 ， 得 ex。 
(4) RA G.D 得 ga(x), 便 是 所 求 离散 条 忻 下 的 
BFAA. 
5 使 用 最 小 二 乘法 解决 实际 问题 时 ， 应 注意 以 下 二 点 : 
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(1) ЖЕНЕ убх) 一 定 是 离散 形式 ， 如 果 f(x) Ж 
解析 式 时 ， 也 要 求 出 在 节点 x; ЕИ ЙӨЗ f(x; ), 才能 使 用 此 
法 。 


(2) 本 章 规定 gw(x) 一 定 是 多 项 式 。 如 利用 最 小 二 乘 
法 求 拟 合 曲线 的 解析 式 ， 当 由 函数 者 所 确定 的 拟 合 曲线 不 是 多 
项 式 时 ， 必 须 经 过 适当 的 变形 ， 使 它 变 成 多 项 式 、 然 后 。 对 变 
形 后 的 多 项 式 ， 应 用 最 小 二 乘法 求 之 ， 最 后 再 把 所 求 得 的 多 项 
式 ， 变 换 成 原来 函数 形式 ， 它 恒 是 所 求 的 拟 合 曲线 的 解析 式 。 
举例 如 下 : 


U EN K 
КЛ dai 
Q | Qo о; 3 Q. 
求 其 拟 合 曲线 的 解析 式 ， | 
解 经 建立 坐标 系 ， 描 点 知 其 拟 全 曲线 属于 硕 指 函数 
Q = qt” 


其 中 p. g ARAM . 
对 上 式 两 边 取 对 数 ， 且 令 1gQ@= y, x= gt, qo = 189, a =p, 则 
得 一 次 多 项 式 

у= а +a 


相应 地 ， 通 数 表 变 成 如 下 


也 就 是 按 上 玫 求 最 小 二 乘法 的 线性 多 项 式 y=o Ta1x， 然 后 ， 
变换 原来 形式 ，” 即 为 所 求 ， | 

注意 ， 此 时 所 求 Q = qt ЕА — ЕЙ ЕШ F М ЖЯ: 
Q = qt” 使 


456 


C00:) at?)’ 


为 最 小 ， 
而 是 这 样 的 意义 ， -=atr 使 
Оё, ) y? 
` (ie a 
ЭЖ. 


4 ”正规 方程 组 的 病态 分 析 
HAR 8,(x)， 必 须 解 正规 方程 组 ， 但 其 系数 阵 随 m 的 增 
大 ， 越 来 越 病态 ， 故 一 般 训 不 能 取 太 大 ， 
设 正规 方程 组 (8.5〉 记 为 
Ax = f 
其 中 „ 
ARa; = Ух! (7,7 =0.1.2,--. m) 


= о 
f 92 kp = Уух (j=0,1,2,.…,m) 
上 一 
х 的 分 量 为 a, 
旦 假定 节点 为 等 距 时 ，h;=Xiti 一 Xi =h= оса. 又 设 


Са, b3 = 00,1), h= 1, ае н, Hno 
时 ， 则 变 成 如 下 方程 组 


Ах = f 
其 中 
p А S 
2 m+1 
1 Е 1 
A 2 3 m + 2 | 
пае олм 
\ т+1 m + 2 2m+1 
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了 的 分 量 万 一) fx)xrax, 由 此 ， 考 察 正规 方程 组 Ax = f H 
病态 性 ， 变 成 考察 正规 方程 组 4 x = 所 的 病态 性 .因为 4 的 逆 


让 ”的 元 素 为 


me (-—-1)iti(m+i)1(m-j)!' 
ж р СЕ) -1)120m+1-jJ)i(m rl1—i)1 


Isi jsn 


按 第 三 章 知识 ， 便 可 求 得 阵 4 的 条 件数 ， 列 表 如 下 : 


t cond( A) 

+ 
2 5,24 E2 6 
3 1,5584 7 
4 4,77E5 i 8 
5 1.50 E7 С 


HHE, = 102, cond(A) = тах [Ах 


mix | Ат 
例如 m=2 
/ 1 i 
f "зш =: 
и 2 3 
е, yh М s SE 
Аз= 5 3 4 
Ë r: 
з 4 5 


ФА, p Ж-——=0.3333, M 


0.5000 0,3333 


cond( A) 
4.75Е з 
1.53Е 0 
4.93511 
1.60813 


1 0.5000 0,3333 
A; | 0,2500 | 


0.3333 0,2800 0,5000 


于 是 四 ;与 Ай 
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9.000 ~ 36.00 30.00 
х ~ 36,00 192,0 — 180.0 ) 


9.062 - 36.32 30,30 
АЗ -| -36.32 193,7 -181.6 J 
30.30 -181.6 181,5 
其 元 素 的 绝对 误 益 扩大 不 少 倍 。 即 


max| a ;.— а,;!<0,00003 


出 上 看 出 ，4 的 病态 性 是 严重 的 。 
5 ”在 本 节 定 理 的 论证 中 ， 关 系 式 


{a Sinai)= s КО, ))? 
的 具体 推导 如 下 ， 


„ "t " 


左 式 = Уа [Dx Ja) 
= Fla [571 


= Der (Zala, )et} 


= 5 (а Ув} 
с a Уу вах, Jeax‘) 
= ex (аі) 


i=0 


= g(x) 


6 对 矛盾 方程 组 的 求解 ， 应 该 重视 . 
我 们 这 里 是 指 未 知 量 的 个 数 小 于 方程 组 的 方程 个 数 的 矛盾 
方程 组 . 
已 知 详 个 末 知 量 六 个 方程 的 矛盾 方程 组 
Ax=6 Ç 1) 
其 中 


х= (x. 2 EE 
b= (bibat sb; y 
用 最 小 二 乘法 求 其 解 。 首 先 引 入 偏差 向 量 


и=Ах—ф 
其 中 
н =(и,йз,' l.) 
и; = Уа, Xi 一 已 | 
把 使 偏差 向 量 的 
lz; = и 


为 最 小 的 向 量 x EAP JË Jy PE B BJ 3 ЛЫ. 
为 了 说 明 方便 ， 记 
E = (Xi X29 Xm) 


也 就 是 


PCX. Xor X.) руб а ,=0 
Ох, i=1 


整理 成 
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(Daa )x = 3а, (К=1,2,-,т) 
或 记 成 | 

Ы (2) 
其 中 


п я " 
ФЕ Г ТР о у а;,а„ 
е i=1 pel 

" 


" R - 
Уеа; хах ese Š ailin 
i—i 


(ее i=: 


| " ч ki 
Pa 7а; „0;: .. D ala | 
i=l r= 1 ШЕ 


позе T БУЗЫК Т ) 
i~] i-l š S 


ERFAN), ЖЕЕ ПЕ Ж ЭШЕН (2) 。 
同样 ， 此 正规 方程 组 也 是 病态 的 。 


{9 正 交 多 项 式 


1 正 交 多 项 式 序列 {9:(x)}+， 是 指 其 内 任意 两 个 多项式 
БИЙЛЕ Е Са, Б БЕ Ж р(х) 正 交 的 定义 。 反 之 ,如 ф(х) = x, 
ф.(х) = х, HE 

H х* x2dx = 0 
则 可 说 ， 多 项 式 x 与 好 在 【-1,13 上 是 正 交 的 、 但 不 能 说 多 
项 式 序 列 1 х.х ух 在 C-l, 11 上 是 正 交 的 ， іп: 


1 a 
(x,xš) =| xe dx= Ç %<0 
i 


所 以 不 满足 定义 2， 
2 同一 正 交 多 项 式 序列 ， 有 三 种 不 同形 式 : 
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ЭСЕ еї 
дт НВК, WEMEL ВРТА РТ РНИ УХ, 
ЕЕ Фф :(x)、qp :Cx) 是 唯一 确定 的 ， 而 9.(x) 在 仅 差 一 
个 常数 因子 的 意义 下 是 唯一 确定 的 ， 
例如 ” 勤 让 德 多 项 式 的 罗 得 立 克 形式 为 


1 
р(х) 一 … Zikr 


如 果 ， 我 们 不 这 样 定义 勒 让 德 多 项 式 ， 而 以 下 面 形式 作为 定 
X, Вр 


k 
r Oe - 15: 


ы a-ni CA) 
显然 ， 它 是 满足 书 上 定义 3 的， 即 
(рї.р1) = 0 (j><k) 
其 中 ох) =1, 
XAA р: (х) = 2Кр, (х), И 


р(х) = 


z ___2 t 
g ,* =(p;*,p;*) = 6112 Кү)? 


ХЮ рах) CL, pb 


ксн „рож. == 
p,*(x) ку 二 p :(х) | 
即 首 项 系数 为 1 的 & 次 勒 让 德 多 项 式 ， 
同 理 ， 可 得 
р,* (x) = p ,(x) 
3 ”定理 5(9,18) 推 导 过 程 如 下 : 因为 


РЕТ р. ) ЕЕ (x) p. (х)ӣх 


ЖЫ, 2 U< f... (x), н'(х) = p. (х), W 


U: = 下。 (х), ибх) “| р„(х)ах бшуш (x) 


于 是 | 


(р.а 0 p.) = 6. (хә) (х) | 


T [ Fx хх 
对 右边 积分 再 用 分 部 积分 法 ， 且 作 类 似 假定 


ибх) = Ја одах 


ый! 


(Суз p. =C fani (x)ui(x)-— 


– Р. (x) (x) | + 


=l 


+ f r (Xa XI Ax 


继续 用 分 部 积分 法 ， 且 注意 J... (Xx) 为 nh 一 1 次 多 项 式 ， 及 符号 
ЖЕ, {ЕНДД # (9,18), 
4 5%(9.21)И$НЕШ 


„оруулу Ao 4°6%9%—-1)' 
因 PXY = заў T< 


=x" + Bx ! + + + ap 
ШЕЕ З", % 
ye у ж 

(р. әр ӨӨ) = q yr * dx 
对 上 式 中 积分 用 分 部 积分 法 : 

Vas Wd 

dx 
V? -их' 7, uF A 
dx 
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Кыч 


ы d'(x2— 1)" | -( СЕ | _ 
| < d<" dx= [x ах" 


оаа „ж, 
n Í x dx- dx 


4 


又 因为 eE D ymn- IKEA. LAFER. 


"ах ri 
所 以 ， 上 式 右边 第 一 项 为 零 Вр 
Е К =)", 1)” dx= -nf = > — dx 


‚ү dx 
注意 等 式 两 边 指标 关系 ， гане 
， d'(x2- 1)" 
— сша 


e 
t= yp 


— xx 


=(-п)(—(п-1))-+( -1) f (х1-1)`°4х 
因为 


f 2-1)" dx = fe- 1)"(x+1)"dx 
= $ t 

зари а 

(27n)! 2п +1 


代入 ， 最 后 得 (9.21 )。 
5 ”要 掌握 正 交 多 项 式 及 其 序列 共性 : 
C) 正 效 多项式 序列 是 完备 的 基础 解 系 ， 


(2) 正 交 多 项 式 与 低 于 其 次 数 的 多 项 式 为 带 权 正 交 


йч. 
‹ 3 ) 正 交 多 项 式 具有 三 项 递 推 关系 : 


Pril) =(x—C,) ф„(х) —С,„-,ф L . (x) 


x` 


Ly b 


C. = pas Ф), 全 
(Pas Pn) Pri Pana) 
(4) 正 交 争 项 式 的 零点 分 布 ， 在 (a,bD 内 全 部 是 实 的 ， 
个 数 与 多 项 式 次 数 相同 ， 且 互 异 的 . 
C5) nn 次 正 交 多 项 式 是 微分 方程 


ла". 1 d'u. (х). = 0 
ах" +! ( p(x) dx" ) 


K B tB Ж 
иа) =0, i=0,1,2,,n-1 
us (b) = 0, 1= 0,1,2, e, R-1 


6 ИШЕ ХААН Е БУ Н. 
因为 在 [- 1,1] КЕЕ, А 1 6 n + 1 KSAMA 
的 绝对 值 最 大 值 为 最 小 的 多 项 式 是 切 比 雪 夫 多 项 式 ， 于 是 要 使 
ЛК ЙН АЗА 
Кх) =L,(x) + Е.С {,х) 
RRIA 
Mrs 


етт 
尽量 小 ， 只 要 把 节点 x; ЖЕ Й AT. 
因为 这 时 jo(x) 最小。 


Jo(x) | 


对 于 一 般 区 闻 可 利用 变换 
_ arb „b-a 
3 f 


Са, С 2 1,12. 


{10 最 小 平方 通 近 
1 ” 它 与 最 小 二 和 水 法 在 本 质 上 是 一 样 化 ， 仅 已 知 函 数 的 给 
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出 形式 不 同 ， 前 者 是 离散 形式 ， 这 里 是 连续 形式 ， 因此 ， 讨 论 
的 步骤 基本 一 样 。 
2 求 最 小 平方 逼近 多 项 式 的 步骤 
C1) 根据 要 求 选 定 m,， 及 相应 地 正 交 多 项 式 序 列 
{ф,(х)}. 
(2) 按 (10.5) REH С,. 
《3) 代入 (10.2)， 旦 整理 便 是 所 求 最 小 平方 逼近 狗 
FA. 
3 RAKHA, НЛ RANES AAN BJ ЛЕЛЕ 
方 还 近 多 项 式 ， 一 般 是 不 一 梯 的 。 但 相差 的 并 不 大 ， 
4 本 节 主 要 应 用 正 交 多 项 式 的 特性 ， 提 出 求 g(x) 的 简 
便 方 法 ， 同 样 对 高 部 形式 也 是 适用 的 ， 仅 把 定义 (9,1) 变 为 
Ух, )p; (x, a me )= ы Ды (1) 
а { 1= k 
则 称 {e， со Xo, Xi i" БАХ рбх) 正 交 多 项 式 序 列 。 
定理 1 仍 成 立 且 改写 成 为 


у= Cix) СУА 
其 中 
С, = 27 Бох, (х,)/,(х,) (3). 
(к= 0,1,2, :.,и) 
定理 2 仍然 成 立 。 


定理 3” 正 交 多 项 式 的 递 推 关系 式 为 
piri (х) = (хаза); xB pi x), (4》 


ј= 0,1,2.» 
其 中 O 
фо(х) =1, ф-.6х) = 0 
8; =" O; + Qj+! 9; `5) 
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r; = p(x) xX Cg (x,)22 


由 此 ， 利 用 正 交 多 项 式 ， 对 最 小 二 乘法 ， 也 可 不 用 解 正规 
方程 组 了 ， 变 成 如 下 计算 公式 


g. (x; = Y C p, (x) (6) 
k=, Ü 
而 
С, =0./02 C7) 
其 中 А 
о, = $ plx fxi )ф,(х,) (8) 
о: = Y plx; Epix)? (9) 


仍 举 $ 8 例 11 为 例 。 | 
解 因为 mt = l, = 4, g.(x) = Со + C gi (x). Z р(х) =1, 
фа\х) = 1, фо(х;) = 1,970 
00= 5, Фо = У (х; ) = 52,90 


于 是 


因为 rm= ix, =300， 所 以 


g=- = 60 
ga 
ÜA (5) 得 


qi(x)= x— орех 60 


再 求 т=Ў!(х,—60)2= 4000, 


oi = Df Xx) CX; 60)° = 623, 


р=0 


得 
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代入 в.(х) 得 
gi(x) =b + bp(x) 

= 10.58+ 0.15575(x— 60) 

= 1,235 + 0.15575x 
显然 与 以 前 结果 一 样 。 但 避免 了 解 正规 方程 组 ， 

5 车 f(x) 是 定义 在 区 间 Са, b) 上 ， 而 选 的 正 交 多 项 式 

W, EXE [一 1,1] EW, WDR f(x) 的 最 小 平方 通 近 多 项 式 
gn(x) 时， 首先 ， 要 求 引入 变换 
b+a+(b-a)t 


X == = 7 (10) 
使 区 间 Ca, 恕 变 到 7 一 1,1) 上 ，f(x) 变 成 F(t1)， 即 
f(x) = F(t) 
п 复习 思考 题 
1 С fx) 的 函数 表 
x, | 1.1 1.2 1.5 1.4 1.5 
Yi 0,769 0.472 0,103 -0.344 – 0, 875 
Ж f(x) 在 [1.1,1.5] 上 的 近似 零点 。 
2 利用 差分 性 质证 明 : 
1:3+2:4 +5 +R (n + 2) =-Еп(п+1)(1 + 20) 
з EMAK 
X; | Хо Ху х: 
Кх;) | yo 91.2 Уз 
试 构造 一 三 角 多 项 式 
у(х) = Ао + Acos x+ A;sin x (1) 
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使 它 满足 播 值 条 件 
убхо) = уо, V(x) = у, y(x2) = y> (2) 
4 这 导出 用 最 小 二 乘法 解 矛 盾 方 程 组 的 一 般 公 式 ， 
5 RE [0, + ceo] 上 带 权 p(x)=e An KEZEM 
а, НУњи= 0,1,2 的 具体 形式 


五 Ж ë Л # 
(一 ) 播 值 与 平方 逼近 


k 


本 章 主 要 从 误差 函数 R(x;) = 0 或 min | CR(x)]2dx( 离 散 


时 ，“ 积 分 号 >” Ж Б” O 出 发 , РРБ ГЕ 
朗 日 插 信 公式 、 和 牛顿 插值 公式 。 带 导数 的 爱 尔 米 特 插值 以 及 样 
条 插 信 .对 于 平方 通 近 介绍 了 最 小 二 乘法 各 最 小 平方 逼近 ， 两 
种 逼近 次数 昌都 是 多 项 式 ， 但 多 项 式 的 次 数 确 有 差异 ， 一 般 来 
讲 ， 当 已 知 条 件数 目 为 4 时， 则 村 值 多 项 式 的 次 数 m 志 nt 1, 
Im 3 RE Jy 383 4 AARAM, 

1808 Б Ek jop OB Re REAR, Urdu E Ж {Н.Т QI 
№. важ НЕ. BRAR, BPA Jr ЛЕОН, F 
А УУ. HERT. УОТ ЦКУ EAKAD 
法 的 基础 

<) RHK 

无 论 插值 还 是 平方 过 近 ， 一 般 来 说 ， 插 信 点 越 多 或 通 近 多 
项 式 的 次 数 越 高 越 精确 ， 但 也 有 反常 现象 ， 今 举 一 反 例 说 明 
La 

例 给 定 [(х)= 


1 orai 
EPEE ( —1=x=1) 
分 别 以 等 距 节 版 X; = -1+ L (= 0,1,2, ..-,10) REY 


点 х= 1 (i=0,1,2,3,4) 作 两 个 插值 多 项 式 ,并 研究 
它们 与 f(x) 的 误差 变化 情况 。 
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fq ”由 节点 组 xz = 1+4 (i=0,1,2,…,10) 得 
Pio (x) — LEGO: 
又 由 节点 组 а. (2=0,1,2,3,4) 得 
P.,(x) = ОУ, (х)у; 


比较 Ри(х), P.(x) 与 f(x) 在 区 间 ( — 1.00, — 0.303 Ж 
[-0.20，0.00] EARR, IRT: 


Н : | 
Pe zal 
й Ў 1+2 s х? x ы А | ° І + 25х2 ү” L. (х) 


-1.00 0.03846 ， , 0.02846 0,03846 -os 0.50000 0.50707 0.83422 


-0.96 0.04160 1.80438 = 0, 12572) -0.16 0 „60976 ， 0, 64316 0.89258 


-0,9с  0,¢4706 1,57872 = 0, 28913| -0,10 0.80000 | 0.81340: 0.95756 


-0.26 0.25131 0.838808 - 0.34972; -0.06 0.91743 . ‚0. моо 09.98465 
š | 


-0.86 0.05131 0.05882 -0.37931| 0,00] 1.00000, RE 00000| 1.00000 


站 家 看 册 如 下 结论 ， 节 点 加 密 或 者 说 增加 拍 信 多 项 式 的 次 
数 ， 并 不 一 定 能 保证 f(x) 能 很 好 的 愧 近 了 x)， 有 有 时， 某 些 地 
方 下 近 得 很 坏 ， 如 [一 1, - 0.8] ， 其 原因 是 被 播 函 数 为 有 理 分 
式 ， 而 我 们 用 多 项 式 去 近似 替代 它 ， 所 以 遥 近 程度 人 在 某 些 地 方 
比较 坏 ， 如 果 用 有 理 插值 或 用 分 段 插值 去 逼近 ， 则 要 比 提高 插 
值 多 项 式 的 次 数 要 好 , 把 这 种 现象 称 为 龙 格 更 象 . 如 图 4.3。 

(=) ”逐次 线性 播 值 法 《和 迭代 插值 法 ) 

在 计算 某 点 函数 的 近似 值 时 ， 为 了 便于 使 用 电子 计算 机 去 
求 洱 数 值 ， 把 插值 多 项 式 变 成 如 下 递 椎 式 

га (к) = SET ХОРС) (м — X)L i (2. 
X, — Xa 
 d=0, 1, 2, +, н-1, k=d+1, +, 
(1) 
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其 中 L, a (x)=y,;, k= 


0,1. 2, H 


L, (xy S H E 5 $£ E 


所 作 的 节 虞 为 Xaxi e 


Dia y, 
r Xs-1， Жуй d Khi é BB H 3618 2 Ж 


з, C1) 式 的 特点 是 ， 计 算 简 单 、 充 分 利用 以 前 的 计算 结 


Ж. 


w ИЕ 


< 


例 已 知 х | 1 
Е 


клы. 


解 因为 a=, 


则 L (>) ы б 


3 
X= s Lirio =y, 2 d=0 


X)Lo,6 (X) 一 - (Хо — xL. sox) 
Xi — Xo 


. (@-2)х1-(1-4)+ x (1) 


шр токтуу ей 


FE, Н (1) ираи = 又 令 4=1 


4 
(а - 2)» ($ )- (a - 2), (2) 
L;,2 (>) a — TAR 
=- (2- ж __5 
3-2 8 


如 果 在 增加 一 点 ，(x3,y3) = (4,5)， 百 求 此 近似 值 ， 只 要 再 算 一 
下 k=3,d=1.2,3, BH Lay, Lasz Їз›з, M L3,3 就 是 所 求 
的 近似 值 ， 

其 得 近似 值 列表 如 下 : 


| l | T 
kj [xí х hao =yr р Disi Lisa Liss 
misia ЫХ же ,一 каму ы ак сы Е ЕЛЕЕ ee Н МИРЕ Z 25 
| . 21 i 
0 | i | ; | 1 i 
: А ] 
1 | жы лу -1 0 
— ue a a ma a 
Е 3 5 i 5 
5 i а Я Н 一 一 
2 | 2 2 i | x | 
Era a š Г ЕСЕ МЕ: 
I 2 i 了 | 12 | 48 
3 45 
以 Ls (- .)= 一 一 
所 2 48 


《四 ) ИЕ ДЛЕЮЛ 

ЯЛАЛТ НЕВЕ, Ы ра 
HEA, Н. Жр {ЕН КИШИН. ЖЕ 
办 法 ， 步 又 基本 厅 变 。 

M Ея 


x |x X; Xj 


w 
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求 作 一 播 值 函数 
убх) =c" кее" + ee" (1) 
其 中 ci; 为 常数 ， 记 ai =f， 使 у(х,)=](х,), 
解 ” 由 条 件 (1) 得 


ci e"! + се? х1 + сзе? *! = үх) 


ajx år 


cie'*+ e? t cag? = f(x:) (2) 
сүе**+ cze?” cse š ` `= f(xs) 
H ЗЕ BB 22 ЖИП 
Р; с 
C, =- i=1,2,3, 其 中 
fe“ е?*! es"! | Кх.) е? “! её”! 
р = | e": е? ` ез"? Р; =, fix) е??? ge?“ 
је“* є?*з ез’? | хэ) е? х? е?! 
T RED НИЯ ра ЖС) 


у(х) = Се" +C + Cae? 
ЭЗЕ АУЕ КНЕ, ЖАНИ, К EL A A Ж 
KLERE Ca, b) БЕВ у(х) (ш Л , ШЕ 
满足 i 
min они 


把 y(x) 称 为 最 佳 避 近 多 项 
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第 五 章 ”数值 积分 学 习 指 导 


一 主要 内 容 

本 草 阅 述 了 一 般 内 插 求 积 公式 的 基本 思想 ， 推 导出 等 距 节 
点 的 牛顿 一 柯 特 斯 公式 、 梯 形 公式 、 辛 下 生 公式 和 非 等 距 节 点 
的 高 其 求 积 公 式 .给 出 衡量 求 积 公 式 精 确 度 的 标准 一 代数 精确 
度 的 概念 。 

二 基本 要 求 

本 章 的 目的 在 于 ， 使 读者 掌握 数值 积分 的 基本 思想 ， 基 本 
公式 以 及 处 理 问题 的 基本 方法 。 直 于 求 积 公式 比较 多 ， 它 们 在 
节点 选取 .系数 如 ,的 求法 .精确 度 、 使 用 范围 等 方面 有 所 差异 。 
为 此 ， 棚 据 有 具体 问题 ， 要 求 会 选择 精确 度 高 、 计 算 重 小 的 公式 
KEH. 


= 内 容 分 析 


52 内 插 求 积 公式 
1 “所谓 内 插 求 积 公式 ， 就 是 指 公式 
f оох. УЗА Кк) 
中 的 系数 
有 
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否则 ， 系 数 由 其 它 办 法 求 出 的 ， 果 机 械 求 积 公式 . 
2 如 有 果 说 一 个 求 积 公式 其 有 mh 次 代数 稍 确 度 ， 是 指 该 公 
式 对 于 
Кх) 一 1 XXX2 , x" 
沟 精确 成 立 ， 而 对 于 f(x) =x"+! 不 精确 成 立 。 
3 构造 内 插 求 积 公 式 的 具体 步骤 是 ， 
C1) 在 积分 区 癌 [a,b] 上 选取 节点 
《2》 求 4 了 玉玲 xi， 代入 (2.5)， 便 得 到 求 积 公式 ! 
(3) 用 被 积 函 数 f(x) =1,Xx,…, Xx” 验证 求 积 公式 的 精确 
4 例 对 
fo fax 


构造 一 个 至 少 具 有 三 次 代数 精 人 确 度 的 求 积 公 式 ， 

解 ” 由 $2 下 的 定理 知 ,具有 4 个 节点 的 内 插 求 积 公式 , 至 
DA 3 次 代数 精确 度 。 如 果 在 C0，37 上 到 节点 为 0 ,1,2,3， 
刘 内 插 求 积 公式 为 

одао Adf(0) + AJO) АЈС) + Af 3) 
(1) 
ШЖ 4,(i=0,1,2,3)， 
方法 一 ”运用 公式 (2.6) ， 其 中 
а(х) =х(х- 1)(х—2)(х— 3), # 
maf p S i 


(1) - 2) -3) 
1 r` ea 1 _ 8 
= =: ( x3— 6х + 11x— 6 )dx = 3 


6J 。 
同 更 可 求 得 


9 9 3 
Aegi ags -Aig 
代入 《1) 式 ， 得 求 积 公式 为 
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三 оох, оо) +31) +30 10807 C2) 
方法 二 ”把 函数 1x) =1, х, x, PRA 1) 式 两 端 , 代 
A (1) 式 左 端 ， 得 
[сез [жах 3, {х\х=э, f x= 81 
然后 按照 代数 精确 度 的 定义 ， 得 方程 组 
Aot Ait А, + Аз = 3 
А, + 2А, + ЗАз = > 


А + 4A:+ Аз = 9 


Ai + 8А; r 27A = 5 


解 此 方程 组 ， 求 出 


代入 《1) 式 ， 得 到 求 积 公式 
fo fo)ax= аро) +з} + 3162) DI (3) 


下 面 验 证 求 积 公式 《3 〉》 的 代数 精确 度 。 

H Š 3 定理 知 ， 具 有 4 个 节点 的 内 插 求 积 公 式 ， 至 少 有 3 
次 代数 精确 度 。 于 是 ， 设 

бх) = х* 

RA C3) 式 两 端 ， 发 现 〈 3 ) 式 不 精确 成 立 。 所 以 ， 求 积 公 
式 (3) 具有 3 次 代数 精确 度 。 由 此 可 知 ，《〈3 ) 式 即 为 所 求 
的 求 积 公式 。 

5 岂 点 说 明 

(1) 一 个 内 播 求 积 公式 ， 具有 其 本 身 固有 的 最 低 代 数 精 
WBE. Ви 1 个 节点 的 内 插 求 积 公式 至 少 有 nn 次 代数 精确 度 。 
但 不 等 于 说 ， 其 精确 度 不 能 高 于 次. 也 就 是 说 ,民有 n+ 1 个 
节点 的 内 揪 求 积 公 式 的 代数 精确 度 可 以 高 于 王 次 ， 只 要 节点 分 
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布 选择 的 适当 ， 这 一 点 就 可 以 办 到 ， É 
(2) 内 揪 求 积 公 式 (2,6) 的 系数 4,， 与 被 积 函数 无 关 ， 
内 与 积分 区 间 Са, 5b、 节点 的 个 数 及 节点 的 分 布 有 关 。 . 
《3 ) 内 插 求 积 公式 按 节 点 是 否 包 括 端 点 ， 可 分 为 开 独 与 
HARR, 节点 包括 积分 上 下 限 的 求 积 公式 ， 叫 做 闵 型 求 积 公 
式 。 如 例 中 的 《3) 。 否则 ， 叫 开 型 求 积 公 式 . 如 C2. 2) 。 


$5 等 距 节点 求 积 公式 


1 推导 牛顿 一 柯 特 斯 公式 (3.4) 的 余 项 (3.5)、(3.6) 。 
击 于 牛 瑟 内 播 公式 的 余 项 为 
R(x) =@(x)Í(X,X0,2X1, X.) 
其 中 бх, хох, E єх) ЈИ T 122 7, IN 
а(х) = (х- х) lx- х) (X—x,) 
因此 ， 牛 顿 -- 一 柯 特 斯 求 积 公式 的 误差 为 
в.) = Í oO, xu = px dx 


XH UW Е ER, WX 
ab 
к. = Í юЩХ){(х,а,а+һ, + satnn)dx (1) 


下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 

第 一 种 情况 п=2т (此 时 节点 个 数 为 奇数 ) 。 这 时 
о(х)=(х—а)(х-а-Һһ)+(х-а-—ий) (2) 
-@(х)=(х-а)(х-а-һ)еАа+ипй—-х) (3) 


£ x-a=t, Bl x=a+t, 代入 (2) r, 得 
ola-t)=t(t-h)e (t— Rh) | 
А arnh-x=t, ËB] x=a+nh-t, RA (3) 中 ， 得 
оба пъ- 1) = (па +) (на - 1-0) (па —- I — Rh) 
= (пи – 1)( (и = 1)h- 1): ( — t) 
= (1) 0-0): 0-и) 
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HA nE, ВЦ, h C 2) 5 C3) 可 知 
ola+nh-t)=-t(t-hk) -(t-nh)=-ola>it) 


又 因为 p= 250. Вт, Жа+ип=, {А ЕЗ, 得 
ola+t)=- —ala+nh-t)=-—olb-t) 
“由 此 可 见 ，o(x) УВЕ Са, DIR RAND, 
如 图 5.1。 令 
atx) = f ос) 


2(а) = 0; Q(b) = 0 
可 以 证 明 , 图 5.1 中 诸 曲 边 梯形 1、2 、3 的 面积 是 依次 递减 
Ву. ATTA, О(х) 在 Ca bl 内 永 不 为 零 , 且 保持 符号 不 变 ， 
注意 以 下 事实 
Q (x) =ю(х) 
х,а, ,a+ Rhy) = f(x, x,a, a+ na) 
FÆ. (1) YẸ» 
R.G) = f убаа h, a+ nh)07 (x)dx 
对 芋 式 右 端 的 积分 用 分 部 积分 法 ， 得 
RaP = О(х) (х,а, sat+ nh),o — 


b 
- f QF Cx,as ,a + nh)dx 


э f р(х) (хуа, a + nh)dx 


又 因为 (x) 在 区 间 [a,8y 上 不 变 号 ， ВИ, ШЧ ЗЕЕ, 
得 
К„({)=—](&,&,а,+#, а+пһ) Í О(х)ах £ C€ (a,b2 


根据 差 商 与 导数 前 关系 可 知 ， 
... _ l g“: 2) 
К&,5,а,а+Һ, ,0 + Hh) = "mr + (7) 
ъа, b] 
故 
(n"+2) 
R. (f) = уг і : mf Q(x dx 


对 上 面积 分 ， 再 用 一 次 分 部 积分 法 ， 得 到 
{Qc dx= xata) |= / хосх)ах 


= - f хосх)ах 
于 是 ， 最 后 得 (3。5) 式 


站” (т) Ж: = a 
Ra (f) -ra wo (x)4x, я < Ca, b) 


第 二 种 情况 ,n= 2m+1 时 ， 可 仿 第 一 种 情况 的 证 明 《 略 ) 。 

2 ”利用 求 积 公式 解 题 ， 其 步骤 如 下 : 

(1) 确定 所 应 使 用 的 公式 ; 

(2) 选取 节点 ， 并 求 出 系数 As 

(3) 列表 计算 ; 

(4) 估计 误差 

з # 给 定 积分 ,wxax， 试 分 别 用 梯形 求 积 公式 、 
辛 小 生 求 积 公式 及 牛顿 一 一 柯 特 斯 求 积 公 式 ， 进 行 数值 计算 。 
准确 到 10- . 

f ”运用 梯形 公式 ， 取 节点 %27 xls 了 得 


1 =a 
маха 5 + 7 T2 = 0, 12678 


0:5 
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ЖОНЕ EAR Ж х= су. 0.75, nsi, 44 
1 s= R eg u Z > чы И 
И А Rdx 9300.5 + 4400.75 +5 1 1= 0, 43093 
фа di 
= š 1 _ 
运用 牛顿 一 一 柯 特 斯 公式 ， J 节点 X0 一 2 , x = 06, 625, 
x,=0.75, x= 0.875, м=1, 48 
"t — 一 一 一 一 —— . a — 
E V x dx== iCD, + 304707602 +12v0.75+ 
+32,/0.0875 +73 12 
= 0,43096 
WEE, Jody B ERA Л 


а} ХА 2 ў L 
Í xdx=- x° | 二 0.43096441 
ы 0.5 0.5 


З 

4 几 点 说 明 

(1) 在 运用 辛 卡 生 公式 解决 立体 的 体积 问题 时 ， 要 注意 
定理 1 的 条 忻 ， 即 s(x) 是 不 高 于 三 次 的 代数 多 项 式 . 

(2) 梯形 求 积 公式 和 六 下 生 求 积 公式 是 最 简单 和 的、 常用 
HREAN., ЖЖ ЕҢ Е, ЭЖ ЖЕ АЙШЕ. 
这 一 点 ， 对 于 从 事 初 等 数学 教学 工作 的 读者 更 为 重要 . 

(3) 在 应 用 六 下 生 公 式 解 决 具体 问题 有 时， 一定 要 注意 ， 
坐标 系 的 选取 要 适中 。 和 否则， 会 增加 很 多 计算 基 ， 


$4 # (k 2 A 


1 例 计算 积分 人 erdx， 若 用 复 化 梯形 公式 ， 问 积分 “~ 
区 闻 要 多 少 等 分 ， 才 能 保证 其 结果 有 五 位 有 效 数字 ? 
解 шан а. R.( = -PZR m ср 和 w =й, 
得 
(b-a 


в.) = 一 үм” m, NE Lob) 
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н 705) е", ff(xy=e*, X b-a=1, 4 0<x<1 时 ， 有 
|]{”\х)|<е, [а 


е 
IR DS Ton: 


由 于 edx 的 真 值 具有 一 位 整数 ， 所 以 ， 要 使 积分 的 近似 什 
有 五 位 有 效 数字 ， 必须 满足 


Е, = Е: -< x107 


或 би222е x 104 
PAR АТО K ИОГ, 1% 

186 + 21gn24 + ige 
整理 ， 得 


1вир>1+ e- 1g6 -1.8281 


Ап = 67 即 可 ， 即 将 区 间 [0,1 分 67 等 分 即 满足 要 求 。 

2 ERF EAA, WR, 分 点 标记 n=2m， 即 
пз 1 为 奇数 个 节点 ， 偶 数 个 间距 ， 

3 例 分 唱 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 学 下 生 公 式 计算 积分 


1= Í xpmn(x+l)dx， 取 n=8 
E 由 n=8,， 得 
2- 


E T 125 
8 0.125 


列表 计算 如 下 
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n xi {ох} махі) хїїї+х) BEAR 辛 小 生 公式 
0.00000 1.00000 0.69315 0.69115 | i UQ 
1 1.12500 1.26563 0.75377 0.95400 2 | 4 
2 1.25000 1.56250 0.81093, 1.26708 2 2 
з 1.37500 | 1.89063 | 0.86500 | 1.63539 | 2 4 
4 1.50000 | 2.25000 | 0,91629 | 2.06165 | 2 i 2 
Б 1.62200 2,84063 0.96508 | 2.54842 | 2 | 4 
6 1.75500 3,06250 1.01160 | 3,09803 © уай 
Т ;1.87500 ，3.51563 1.08605 | 3.71280 | 2 4 
8 2.00290 | 4.006090 | 1,09861 4,39445 | 1 1 
poo = 一 Е" 二 | 35.64212 | 53.34312 
I 一 一 _ j 一 | 2.22763 | 2.22263 


所 以 ， 运 用 复 化 梯形 公式 ， 得 
I= f хунх + 1)dx=2.22763 
运用 复 化 辛 上 下 生 公式 ， 得 
1= { xin(x+ 1)4х=2,22263 


4 关于 自动 积分 法 . 

(1) 从 上 面 介绍 的 几 种 数值 积分 公式 中 可 以 看 出 ， 它 们 
的 截断 误差 是 随 着 的 增长 而 减少 的 。 但 对 于 一 个 其 体 的 积分 
问题 ， 确 定 一 恰当 的 数 n ， 使 得 到 的 积分 近似 值 1， 与 其 真 值 
I 之 问 的 差 落 在 允许 的 误差 范围 内 ， 则 需要 计算 被 积 函数 的 
离 阶 导数 。 因此， 这 种 作法 一 般 是 很 困难 的 、 而 自动 积分 法 正 
是 较 好 地 解决 了 这 一 问题 ， 

(2) 自动 积分 法 是 在 积分 计算 的 过 程 中 ， 根 据 规定 的 精 
度 要 求 ， 自 动 地 确定 数 n ， 并 算出 满足 精度 要 求 移 积 分 近似 
值 ， 市 不 需要 事先 进行 人 工分 析 的 一 种 方法 ， 这 在 电子 计算 机 
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上 是 很 容易 实现 的 ， 它 的 基本 思想 ， 就 是 在 计算 积分 时 ， 将 区 
间 逐 次 分 半 进 行 计算 ， 然 后 ， 利 用 前 后 两 次 计算 的 结果 进行 误 
差 估计 。 


`5 ПЕША 


1 学习 本 节 的 关键 在 于 深刻 地 体会 数值 方法 中 的 加 速 收 
化 技巧 的 基本 思想 ， 掌 握 李 查 进 外 推算 法 。 闪 为 这 是 建立 龙 贝 
格 求 积 公式 的 基础 ， 实 际 上 ， 李 查 轩 外 推算 法 是 数值 方法 中 的 
加 速 技巧 的 理论 化 ， 而 龙 贝 格 求 积 公式 则 是 李 查 逊 外 推算 法 的 
一 个 具体 运用 。 龙 贝 格 求 积 公 式 是 以 复 化 梯形 求 积 公 式 为 基 
Н, ДЕЕ РНЕ ЕН Е.А) =Ti，FE (h)=T,, (h), 


并 取 а= +, ARAR Э 


Итати 

4-1 

Ra. AATF КЕ ДА, K YS A АУЛИЕ ЧЕП Ж} 8] 
的 。 所以, ЖЖ АБАД А ЖЕЕ ДЕН EER ERA. 

2 ”关于 用 序列 (Fi(R)} ЕТЕ 的 误差 估计 ， 在 一 般 情 
况 下 ， 有 如 下 定理 ; 


$,: = 


EPR FE” BJ RI R Hi 
RCF*) =F*-F(h) 
=h’: +ah' +0 жа? (1) 
给 出 ， 那 么 ， 由 
F,(h)=PF(h) 
dE Рану «Ра (2) 
“Чу (т=1,9, 


БТ ХЕ У АУР... (h) Ж ИКТ Е* И 3) 


Е*-—Р„.,(В) =а Ph? тна qati hiss: + ө 
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Ж, аго h X X: BJ ИЖ kmt) ; 1-q°=Əe0 
(m =1,2,-)у Dp. > 2>Dp22p > 0, 
证 明 运用 数 常 归纳 法 进行 。 
当 瑟 =1 时 ， 由 《2》 式 有 
Fath) 2 698) - а? Fih) _F(qh) ~q": F(h) 
l-g" 1-а' 
XE, Ж (1) дир, Шаһ, + 
Е*# – Р(аһ) = а (аһ)? + а,(аһ)?* + +a, (gh) r+ 
用 а” (1) 式 两 边 ， 得 
q"'CF*~ F(h)) =q*' laht tah’ tee ahi +++) 
ХШ, а 21-420 的 适当 正 数 。 现 将 上 述 二 式 相 减 ， 
得 | 
(1— gq)F*- (F(gqh) —а',Е‹й)Э 
=а@а(а?— "А? +. +а (qt — аб)? + 


Bp 
Fx — [2690-9 "F Q] 
1-а” 
fr 01 Ру рг 
-aî q n" teeta 4 4 ht: kaus 
1—4' 1-9 
=a ha 二 +a а? +... 
其 中 
pa bl t ba 
ai es a as 
2 “129° 5 э k 1-4'' 
都 是 与 无关 的 数 . 


所 以 ， 当 m=1 hj, EMR. 
假设 m =k—- 18, 定理 成 立 ， 往 证 ， 当 т = 天 时 ， 定理 亦 
成 立 ， 
因为 妾 m=k-1 时 ， 定 理 成 立 ， 所 以 ， 有 
F*- F.Ch) =a htt Tall h’ tti 
taah iri +q (3) 
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这 里 a 与 有 hh X36(2>k), Bih ЖАТ. Ugh, Ж 

F* -Е,(аћ) =a hig": +a ih" за! + 

+a) h ktg’ k +... 

上 述 二 式 相 减 ， 并 除 以 (1 - gq*+)， 得 

k a saht +0000) h'vr+4 + 

а 2,(1—а?+*+?) 
+ + ETI k 

W (3) 式 减 去 这 个 式 子 ， 便 有 估计 式 


в - | Е, (4а) а’ +Е, (h> 
1-4*: 


Е: ++» 


| заў, h tta + 


+а hr +2 +... 
这 里 a ЛУ att) W ER., H+ 
F, (qh) -qF (h) 
l-q’t 
所 以 ， 当 m =k 时 ， 定 理 亦 成 立 。 证 完 ，。 
з 关于 8 5 中 (5,2) A 
limT(h) = Í f(x)dx = T(0) 
证 明 如 下 : 
RAR SOEKE, b 上 可 积 。 由 通 数 可 积 定义 知 ， 对 
于 区 间 Ca,b] 上 的 任意 一 个 分 制 了 以 及 在 由 分 割 了 所 得 到 的 任 


> (е )Ax, = [дах 
其 中 МТ) = тах4Ах;, Ax, =Xi 一 Xi-i 
把 T) 写成 如 下 形式 


то) = + оа) + 


=F,+ (А) 
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+Ф—2сх) 二 (xz зе + f(x,)3) 


isi 


„| ху) Фс та) уу уар) Б 202) 
= (S, ESI (4) 


S, 与 5, 是 f(x) 在 Ca,b] КЕТИ Яа. 它 是 将 [as 了 
分 成 nn 等 份 ， 设 每 一 个 小 区 间 为 Ax,， 其 长 度 为 h ,在 Ax;. 上 
取 其 左 端 点 x;-, EAN E WARMIA S.i’ BEAKER 
а i et 
又 因为 当 nokt, MT) = 一 二 和 =h—0, w, 由 积分 定义 
Ж, С4) RERA 

limT (h) =lim+(S,-, 45,) 


=1im$ S33 + lim-3 5, 
= | одах | 
4) 式 左 端 为 b т" 
T(0) = f f(x)dx 


b 
Ж Т(0)= [родах E. 


4 ”在 用 龙 贝 烙 公 式 求 定 积分 的 近似 值 时 ， 并 不 需要 必须 
算 到 R,:， 只 要 在 计算 中 满足 
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[Tz -Tui [<e 
152: -Szi |< e 
| Rz! — Rat-! | <e 


上 上 述 三 种 情况 之 一 ， 计 算 就 可 停止 。 


§ 6 高 斯 求 积 公式 


1 高 斯 求 积 公 式 是 在 [- 1,1] 上 进行 讨论 的 ， 如 果 对 一 
b+a Ў b-a 
2 2 


将 在 Ca,b2 上 的 求 积 问 题 转 化 为 [一 1,1) 上 的 积分 了 问题， 然后 应 
用 高 斯 求 积 公式 。 

2 ”关于 定理 3 的 详细 推导 。 

定理 3 RAMAR- ND EEn 000), Н 
fi (XO) 在 [一 1;12 上 连续 ， 则 高 斯 求 积 公式 的 余 项 为 | 


ОЛЕР (п )° (2 n) — 3 = 
КО) ор Отур) m УЕ 


分 析 RERET IE АЕ E 3 F ER 812 АНА N 
Е ib jai. 2 Y ЕЩ ВТЕ ON, ВОО АК 
RRN- IKREN MA RE ЖШШЕ Сх) 表示 
成 一 个 20-1 ЖЕК Ы DERMA, hF РЕКА 
余 项 的 推导 方法 知 ， 即 可 根据 积分 中 值 定理 推出 所 要 求 的 余 
项 . 

证 明 以 4 个 高 斯 节点 为 插值 和 节点， 构造 fx) 的 2 一 1 次 
爱 尔 米 特 搬 值 多 项 式 . MU, SOTERA 


(15у 
f(x) = H(x) + акк) C1) 


其 中 EE (-1,1), Нох) љол -1 次 爱 尔 米 特 多 项 式 ， 


@(x) =(x -xx= x) e (x— X,)., 


x= t 
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d pdx- f H(x)dx 


+1 


因为 高 斯 求 积 公式 具有 2л - 1 次 代数 精确 度 ， 而 H(x) 为 2n- 1 
次 多 项 式 ， 故 ， 若 对 _ Hoods 运用 高 斯 公式 计算 ， 有 


f? ноойх= AH) (3) 
ы; k= 1 


又 由 爱 尔 米 特 搬 值 的 特点 ， 知 
H(x,) = f(x, ) (k=1,2," B) 
Ж, Сз) 式 可 表示 为 


|, H(x)dx = СА, 0х1) 
将 上 式 代入 (2) Ñ, 得 
T: f(x)dx ~ y; А, f(x.) 
Fl k=1 


Sqr f, "е" оох 


对 于 上 式 右 端的 积分 , 因为 0?(x) 在 C-1,13 上 不 变 号 , Yax) 
在 5- 1,1] 上 连续 ， 所 以 ， 贝 积分 由 值 定理 知 ， 在 5 一 1,1J 中 至 
少 有 一 点 7171， 使 


上 foods- Af) 


k=] 


n) 
= a 人 WX)dx | (4) 


2" (81)? 
(пэ! Р,(х) 


首 项 系数 是 1 的 惑 让 德 多 项 式 ， 且 考虑 到 它 的 正 交 性 ， 有 
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olx) = 


Јо) dx = [ Tan | 人 р,2х)ах 


=[ а: J : 1 


HERRA CO 式 右 端 ， 得 
R) = 六 fode - LA) 


Ë= 1 


Жое (и) 


“anri гоњ) Cm) (“l< 


gater . (ni) 
2n+1 K(2 ' 


В) = JEY) (—-1<1<1) 
证 完 


7С 


з 。 应 用 高 斯 求 积 公式 解 题 时 ， 其 节点 和 系数 不 要 具体 计 
算 ， 可 直接 查 高 斯 求 积 公式 节点 、 系 数 表 。 
例 用 四 点 高 斯 求 积 公式 计算 


1 + xš 


f dx (准确 到 10… 位 ) 


解 ” 首 先 将 区 间 [50,12 化 为 [一 1,1]， 由 


Т1 


x= T 


t 有 dx= Dt 
则 


1 Fg i 
[= (. ш(1+х) gy- + EE i zt) a 
о + 2 islas 
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列表 计算 如 下 : 


| 2 Í 1 Io д: Эй 
n t KIEO о, 250 +102 kag 2 2) л [Оо 
1 | 0.86114 |3.46384 | 0.53592 0.28569 0.34786 0,05326 
2 0,33998 (1.79555 0.69018 0.22271 [0.65215 '0.10024 
3 |- 0.32998 0,43563 0,90179 0.12385 0.65215 10.07284 
4 |-0.86114 |0.01928 0,99520 0.02915 0.34785 i0.01009 
i i 
| ЕА 
. т эй Е 
= 0.11822 


由 于 I=0.11822 1, m= -1 Ж, 3 


т-р+1=—4 
即 -1-p+1=-4 
p= 4 
Ж lg(1+ x) 
W те. тузт @Х=0.1182 
另外 ， 还 有 几 点 说 明 ， 
É” “Г nP- 12 


(k=1,2,… 1) 与 f(x) 无 关 . 

2 高 斯 求 积 公式 的 节点 是 非 等 距 的 ， 而 且 它 恰好 是 在 
E-1,10 上 的 勒 让 德 多 项 式 的 根 ， кашынын ыш, 
但 要 注意 ， 一 定 是 在 [- 1,1] 区 间 上 适用 。 

3 运算 时 与 节点 取 的 先后 顺序 无 关 。 但 节点 与 所 对 应 的 
系数 一 定 要 保持 不 变 ， 

4 ”在 所 要 求 构造 的 求 积 公 式 中 ， 车 有 7 个 待 求 的 未 知 数 
《未 知 系数 与 未 知 节 点 的 个 数 的 和 〉 ， 那 么 ， 所 构造 的 求 积 公 
式 至 少 有 1n - 1 次 代数 精确 度 ， 

5 为 避免 求 系数 所 带 来 的 困难 ， 可 用 一 常数 及 某 些 特定 
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节点 ， 而 得 到 具有 和 较 高 精度 的 切 比 雪夫 求 积 公式 
пода Df) Селах) 
下 面 给 出 切 比 雪夫 公式 当 n=2.3、4,5 时 的 节点 ， 


n=2 | -tı = ty== 0.557785 


-{#1=%у=40.709107 


n=3 
tz=0.000000 
= {у =, "0.794655 
и> 4 
= t; = 50 ,187592 
= {у= #570,832497 
һ=5 = = 6, =0,374541 


їз = 0.000000 


四 复习 思考 题 
对 于 积分 f(x) dx >. ERP AoT, х=, 
ха 各， 试 推导 一 个 内 揪 求 积 公式 ， 并 用 这 个 公式 求 了 edx 
НИЯ. = 
2 ER 当 ? 为 偶数 时 ， 求 积 公 式 
f roo ах Улу 
的 代数 精确 度 能 达到 n+1 次 。 
其 中 A, = (b — a)C%2 
| ЧӘЕ уле # „_" 
C = За] Па -})% 


fek 


ale = 
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ч 


db 
图 6.2 
3 JH3: h EAA SEERDE HA. PL iki PEB 
5, 2. 
(1) S= bh. 


hš 


2 
(2) S= bh + J> 


4 求 构造 高 斯 型 求 积 公式 
f VKI dx= Аба) + A:j (х) 


WAR A, А, 及 节点 XiX 
5 ”选取 内 搬 求 积 公式 
{годах суроо) + уу) + ана (0) — P (h)D 
中 的 常数 ae ， 使 该 求 积 公 式 的 精度 尽量 高 。 并 估计 误差 。 
五 本 章 小 结 


为 了 读者 复习 方便 ， 把 本 章 所 讨论 的 求 积 公式 归纳 成 下 
Ж: 
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e 


KERE ще cq *0) y l 3 
тх) ,о Ix- > 
Моб Z Tsy ату ПЕМ ЯРТЫ | (1 *1-7 | кф] 
СО TRE ISO Сүр 2. 
(ї-й Ga ав ry | шо + (q x S гая 
г сир 1) __ 5 е ыл, да 
-ueg =y) г} | | 
= ү | Е) S i CQ fp ! EVAN 
(и =a) IJ ! ' | 
— ; = | ез те Бе 
We — “ А 9л “ 9 T I g $: 2 _ ‘p i С ‘D | $ 
w- q) (0—-@)у (D — q) ' 4+0 q | y SY T ` 
| ә Е da sta =s 14 ше р kasa w T mes АУ 
-0-7 0-0) 717 q ‘D | 59 4 ， к 
| | | 
jaana is 25 = Pass — = ү — 
3-1 = 21095 нурун T ЭИ ; 
W nT ч, к у ЕС s | Cq Фф) ETS y Wp 
Е i = 一 ЕСМ. a 
OX OOXX "ү, | 
келе = жү ` жая | ёзю. y 518398 
==: н аЬ о р | = ' - 


YV ж z W ЕИ 


11 
0882 | 
агр дут = ЮН | [ «+ 
Gulag “Он | 
ы — тыт 
i (I +u) u t = 
хро ©з" P 好 1+ =й 
? 12+ Чу РИ 
саа J aas P ч i= И 


(й+о ДӘ C Ç (0 - Ф) хрх) 


t= 


[ OOOK oy Ју eo | 


; е5 


РА ` 
Д+р у + fy = xp(x)J ) 


СФ + DLT- чор РОО | 


а а 


=} 


Ft 


XPLXYO ион С (буу 


as 


Om 
Озу =P 


Оч 
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ЭТЕ гм = 


ЄС МД )Л] + 
шу асе 7OY 
081 
Чор y ~ = ФУ 


н. 一 t= E- ғ? “ыў 
кач er Ин 
б^ А т< 
| 92 = 3 үүт {гёр аг 
| 1-7 
taigis eil РИН 
| C r r ° S 
| =? 2 ` 
32 z 
| П-р +0 у x ugi с-а рт = т 
T 一 3 
деб. А. 
KGF + «рд = Ч 
i CONYE =PO Ј 
т 
t 
| Ер _ t= + 
| tuz = ш [ фо C <š 
l — la 


Кер п 
| +(1-1х)у/ Ке (0) | =хрох)} f 
' tu 2 


第 六 章 “” 常 微分 方程 数值 解法 学 习 指导 


一 主要 内 容 
本 章 是 讨论 解 常 微分 方程 的 数值 方法 。 主 要 讨论 两 个 方面 
的 问题. 
(一 ) 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 ， 即 
| gy) 


v |, s = 38 
ERÈ .0 二 的 解 。 
(二 ) 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 ， 邵 
{ у” +р(х)у! + q(x)y = Í(x) 
у(а) =a, y(b)=B 
FRI Ca, O EHHE. 
重点 讨论 第 一 方面 的 问题 。 
人 s s 
近似 表达 式 。 而 是 直接 求 一 列 离 散 点 x (i=1,2,， эп) ERS 
ЖЫШ усх, 的 近似 值 э. 对 于 常 微分 方程 ， 虽 然 关于 其 包间 
型 的 微 方 分 程 介 绍 了 一 些 求解 析 解 的 基本 方法 ， 但 在 很 多 情形 
下 ， 都 不 可 能 给 出 解 的 解析 表达 式 。 即 便 能 够 求 出 ， 也 往往 因 
为 计算 量 大 ， 不 易 使 用 。 
例如 ， 容 易 求 出 初 值 问 题 


J =- y 


| у(0) = 0 
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1 


0 


的 解 vse 6, qt， BERE HEE ВАКВА 


分 的 方法 ， 

又 例如 

| y = (y+ x)? 
y(0)=0 

其 解 为 y=tgx- x， 虽 有 表 可 查 、 但 表 上 没有 给 出 的 tex 的 值 
还 要 利用 插值 方法 来 计算 ， 

数值 解法 的 优点 在 于 几 它 可 以 直接 求 出 其 有 任意 精确 度 的 
数值 解 ， 本 章 所 介绍 的 一 些 主 要 方法 是 适用 于 广泛 -一 类 微分 方 
程 的 一 般 方 法 ， 


二 基本 要 求 


学 习 这 一 章 ， 要 了 解 微分 方程 数值 解法 的 研究 内 容 ， 要 党 

5525 n S AENA AA 要 注意 方法 的 特 
点 ， 能 应 用 各 主要 方法 解 题 . 
tg 将 要 叙述 和 讨论 三 个 问题 。 

(—) 构造 差分 格式 、 

(二 ) 讨论 解法 的 收敛 性 及 误差 估计 . 即 对 差分 格式 ， 讨 
论 当 步 长 1 一 0 时， 是否 有 e, = убх.) 一 ,| 一 0， 其 中 7 为 差 
分 方程 准确 解 ，y (x,) 为 微分 方程 的 准确 解 . 

三》 方法 的 稳定 性 ， 这 里 主要 讨论 所 给 方法 在 求解 过 程 
中 对 初始 误差 的 传播 及 由 于 误差 传播 对 求解 的 影 响 。 BH е, = 
I-l. ET y, 为 差分 方程 的 近似 解 。 | 

关于 稳定 性 ， 本 章 重点 对 尤 拉 法 和 改进 尤 拉 法 做 了 讨论 ， 
其 他 方法 ， 只 给 出 一 般 结论 
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= AAM 
$2 尤 拉 法 与 改进 尤 拉 法 


1 构造 尤 拉 法 和 改进 尤 拉 法 可 以 用 不 同 的 方法 ,本文 所 
采用 的 方法 是 ， 将 初 值 问题 
I. =](х,у) 
У! ЕА = Ув 
化 成 其 等 价 形式 
y(x+h)=yGO + [усаа 


AEREAS, ВРАЗ Н, ЕШ y, Ж 
ФИК y(x,)， 即 得 到 万 拉 法 及 改进 尤 拉 法 。 这 是 数值 积分 的 
方法 ， 也 可 以 用 泰勒 展 式 法 ， 即 将 у(х) ZE x x, 处 展开 ， 有 


2 
у(х, +h) =у(х,) +hy'(x,) + утв. ) 


(x, “©з +1<Ж«+:) ° 


略 去 最 后 一 项 ， 并 且 注 意 у. y(x,), Yati = у(х...) 139] 
尤 拉 公 式 ， 
车 在 泰勒 展 式 中 取 前 三 项 
хуу у ЖУ беу? +-®-у'(х.)+ O?) 
其 中 取 | 


KET DEAD у" (xr) 


即 用 差 商 代替 导数 ， 便 可 得 到 改进 的 尤 拉 公式 ， 


2 , 7 
Yati “Уз +hf(x, Yn) + + ы Ns 1-5-0.) 


ЕЕ" Sx, у.) ўба ууа) 
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2 初 值 问题 


{ у = ]\х,у) (2,1) 
y(xo) = yo (2.2) 
是 与 | 
у(х) -yo+ Í ус) (2.4) 
等 价 的 。 


证 明 ”因为 由 (2.1)、(2.2) 到 (2.4) 是 显然 的 ,而 对 (2.4》 

两 边 对 x 求 导 ， 得 
y'(x)=J(x,y(x)3 
即 (2.1) A., XEO. 式 中 令 x=xo， 可 得 (2.2) 式 .证 完 。 

3 万 拉 法 的 局 部 截断 误差 .由 (2.6) 式 知 , R = у(х...) 
—X(x,)—Rf(x,, убх.) (2.7) 1, `ú y, =y(x,) 时 ， 
有 y+ = у(х.) +А/Сх,, y(x,)3. W Rapi = у(х.) - ун: 
即 为 精确 解 YX(x,+:) 与 由 龙 拉 法 差分 格式 在 上 一 步 y，= убх.) 
精确 成 立 的 条 件 下 求 出 的 y。+*， 的 局 部 截断 炭 差 ， 可 以 理解 为 
一 步 误 差 。 即 它 不 考虑 前 边 若干 步 用 у; 代替 убх.) 引起 的 误 
差 对 求 y, ;: 的 影响 ， 或 者 假设 前 若干 ?， 为 精确 。 这 种 误差 也 
що 1936. 

4 ”方法 的 阶 数 可 以 做 为 衡量 方法 精确 度 的 -个 重要 标 
m., HERH EXTA., EDERA (2.1) ~ (2,2) 的 真 解 
у=у(х) 为 钦 数 不 超过 P 了 的 多 项 式 时 , 浅 分 格式 精确 成 立 . 若 真 
解 为 超过 PP 次 的 多 项 式 ， 一 般 不 精确 成 立 ， 称 此 方法 为 号 阶 方 
i, 

ШЖ, SARREN R... = yE), 记 为 


О(һ2), ER убх) 为 一 次 多 项 式 时 ，R;,， -0。 故 龙 拉 法 为 
一 阶 的 。 由 阶 数 定义 可 知 ， 局 部 截断 误差 芳 为 O(n*'!)， 则 方 
法 为 已 阶 。 即 方法 的 阶 正好 比 截 断 误差 中 天 的 窟 次 少 1 。 当 恩 
很 小 时 ， 玫 的 医 次 越 高 ， 局 部 截断 误差 越 小 ， 这 近 程 度 越 好 。 
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5 НАЈ. SATOR xo 附近 的 х, 的 函数 

É. 由 (2.7》 式 ; 

Yapa = У, +hj(x,,y.) (n=0,1,2,..) 
当 n=0 В, BJ 

Yı = yo + hÍ(Xo,y0) 
这 恰 是 积分 曲线 在 (xo, yo) 处 的 切线 方程 ， 
щи] 时 ， 为 

уз = у + (х, У) 
(хуу ) 并 不 是 积分 曲线 上 的 点 。 计 算 ya， 可 以 分 为 两 步 。 
第 一 ， 它 用 切线 代替 曲线 。 第 二 ， 在 切线 方程 中 又 用 y RE 
?xi)。 较 之 计算 思 时 多 一 次 近似 ， 如 果 计较 大 , 计算 的 步 数 较 
多 ， 只 要 图 形 的 曲率 不 改变 ， 则 计算 由 的 у. PEI у(х.) 将 


SAKAME. ФА ИЙЕ К, H R =. уа, .,) 知 ， 误 


差 也 很 大 。 

尤 拉 法 的 本 个 特点 ， 第 一 ， 它 不 够 精确 。 第 二 ， 使 用 比较 
简便 ， 适 于 用 其 确定 初 值 或 表 头 。 

6 尤 拉 法 与 改进 尤 习 法 在 计算 和 使 用 上 是 有 区 别 的 。 在 
ERREP, Yari =ys+ 了 (xy 的 右 端 都 为 已 知 ， 即 用 已 经 
计算 出 的 量 来 表示 ， 为 显 式 方法 .而 改进 的 尤 拉 法 为 路 式 方 


Б. 在 Улы =Y + Эбх, оу) +] ууз ËJ Яз ЖЕ 
含有 Ynti 这 样 的 待 求 量 ， 用 此 式 不 能 直接 求 出 了 e+ 上 13 ж His 
代 法 来 求解 ， | 
НОЕН Я. An = OB MRY СК 01,220), 
第 一 次 选 代 
Vri = y, +В (х,у) 
у), = + пуб, муа) + баат Ууз) 
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-小 


第 二 次 近代 
y = ye + LOG) + flea Уг?) 


可 以 反复 选 代 到 满足 精度 要 求 为 止 ， 即 
[у ) 一 УУУ. | <e 
改进 尤 拉 法 为 二 阶 方法 ， 较 之 尤 拉 法 精 交 度 高 。 但 进行 选 
代 时 ， 运 算 量 较 大 ， 一 般 只 迭代 二 、 三 次 ， 就 可 达到 精度 要 
求 。 有 时 只 迭代 一 次 ， 其 结果 使 作为 y... 这 时 计算 公式 为 
y. = у. + hf(x,, y.) 
y.) = y, +106, у.) + f(x, а, Ye) 


И UR 4 EZ SK. 常常 用 它 来 确定 开头 和 的 几 点 
1н. 
例 对 初 值 问题 
Í у! = (у+ х)? 
у(0) = 0, х= 0(0.2)0,6 
轴 预 报 校正 公式 求解 ， 
解 ”预报 校正 公式 为 
Уу. = y. + hf(x,, y.) 
уза P, + Ва, y.) +](х, VI 


п=0, xx=0.2 得 у,!=0 
у= 0.004 
п=1, х,=0,4 得 у) = 0.0123 
y, = 0.02516 
п=2, х= 0,6 得 Уу’ = 0.0618 
ys = 0. 08696 
此 初 值 问题 的 精确 解 为 
у= gx 一半 
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其 相应 的 值 为 
у = 0.00271 
уз = 0,02279 
уз = 0, 08413 (准确 到 10-5) 


55 收敛 性 与 稳定 性 


1 利用 数值 方法 求解 常 微 分 方程 的 初 值 问 题 ， 所 求 数值 
解 为 ?pv ， 其 与 方程 (2,1》 ~ (2,2) 的 真 解 y(x.; ›{ПЁЖ, 
误差 来 源 包括 ， 截 断 误差 、 初 值 误 差 及 在 计算 过 程 中 的 会 入 误 
差 。 讨论 这 些 误 差 及 其 传播 对 计算 结果 的 影响 ， 邑 收敛 性 和 和 稳 
定性 的 问题 ， 这 是 由 于 

{куй EE L E PAO = Унна pp. E Sy 
Srat Esya 
ған ARBRE, ATEREA ЁЁ. Hq en DRAR 
ж, APEERE КЕНДИ, 2 TREA., {СИЕ 
AER, 260836 E A 2. {ЕЮ ETEN, 6 
2 与 微分 方程 的 真 解 y(x, BJ JS S, 

2 ЖЕН. 由 定义 可 知 ， 相 容 性 对 方法 的 要 求 是 初步 
的 .收敛 的 稳定 的 方法 一 定 满足 相 容 性 。 仅 满足 相 容 性 ， 还 不 
能 够 断定 方法 的 收敛 与 稳定 一 个 方法 具有 相安 性 ， 了 且 初 值 稳 
定 ， 则 该 方法 收 化。 因此 相 容 性 可 以 艇 为 判断 收 化 的 必要 条 


(Е. 
ЖЕН ВУ AR НЕНИ. WO PEB CE у(х). Ж 
分 格式 为 


Yarı = Уа hx ya h) 
其 中 px yo h) 为 方法 的 增 主 图 数 。 若 Y(x) 在 极限 情形 下 满 
足 差 分 格式 ， 即 当 h—0 时 ， 对 求解 区 间 的 任 -- 周 定 x 。 存 在 
极限 关系 
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кез h-- O 
即 Kx, у) = Ишф(х, у, h) =ф(х, y, 0) 


则 称 此 差分 格式 与 问题 (2.1)》 —(2.2) 相 容 ， 
设 差 分 格式 为 P 阶 ， 则 
y(x+h)—y(x)=hà(x,y, А) + O(h”t') 
HI 0 18] h Jš ОВ B 


jim 265 + Р) y(x) _ 
h -*+ Ü h 


所 以 必须 有 limOth*) =0、 由 此 知 了 必 为 止 数 ，P 了 又 为 阶 数 ， 
故 卫 至少 应 为 1 。 所 以 (p=>1) ҮН ЖЕУ йз! (2.1)-—(2,2) 
EHEH. е 

3 整体 误差 和 局 部 截断 误差 的 概念 要 清楚 ， 局 部 截断 误 
差 是 假设 前 y, (i= 0, 1, 2… ,n) 为 方程 的 精确 解 的 前 题 下 ,由 差 
分 格式 求 出 的 Y 与 初 值 (2.1)~(2.2) 的 真 解 之 间 的 差 。 而 
PRES i Кисен 


У: a УЖ, 即 


Enti = X(X,+ 2 一 yet 


=1ітф(х, y, h) + lim-_o(p?+t) 
horo k= 0 h ©? 


Pori = Ye + hf(Xs, Ya) 

жо G=0 12 n) 3939 y(x;) 的 近似 值 。 由 此 看 到 ， 吉 
体 误差 包含 各 局 部 截断 误差 ， 同 时 还 包含 了 前 若干 步 的 局 部 截 
断 误 凑 在 逐步 计算 中 的 积累 。 

由 此 可 知 ， 作为 误差 合计， 最 根本 的 是 估计 整体 误差， 

ВЕТ ТЕ е... =у(х„+,)- Y. ,不 容易 。 因 此 扒 
导出 局 部 截断 误差 和 整体 截断 误差 的 关系 ， 就 可 以 利用 局 部 裁 
断 误 差 来 估计 整体 误差 ， 本 节 定理 1 的 作用 即 在 于 此 ， | 

4 HALY SOL HALY CeO OE 


内 为 N= 270 73 而 n (0, 1, 2, NI, hL> 0, | А 
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ан унаа . 4. 


(1+hL)>1 


Ь-2 
CHAL) SCI ARL) = (1+hL) + ` 


=(1+RL) Desert 
m 


5 06-а) А 
lim (1 + RL) 1 DE Вај 
h +p 


HC + n) 的 单调 性 知 


06-р 


(1+2) «еб at 


故 有 (1 +hL)" S HRL) et г. 
5 ”稳定 性 的 概念 
本 节 所 讨论 的 稳定 性 河 题 ， 分 为 二 种 情形 。--~ 是 一 般 稳定 
性 的 概念 ， 二 是 绝对 稳定 性 的 概念 。 在 绝对 稳定 中 ， 又 有 条 性 
稳定 和 无 条 件 稳定 的 区 别 。 
HR EEEE h 一 0 的 条 件 下 ， 讨 论 差 分 格式 是 否 满 起 
不 等 式 
leal = 17, y, | <C] »- yol 
即 如 果 初 始 误差 的 传播 和 积累 对 于 任何 小 的 步 长 都 保持 一 致 有 
界 ， 那 么 差分 格式 是 稳定 的 。 一 般 稳定 性 可 以 通过 取 极 限 的 办 
法 来 讨论 ， 
在 实际 计算 中 ， 步 长 越 小 ， 截 断 误差 越 小 ， 但 步 长 小 ， 步 
数 要 多 ， 相 起 舍 入 误差 的 积累 要 大 ， 因 此 步 长 要 取得 适当 ,为 
此 引入 稳定 性 中 的 绝对 稳定 的 概念 
绝对 稳定 是 指 在 步 长 h 为 固定 的 条 件 下 ， 
je |= 15у, | 
不 增 或 逐渐 减少 的 情形 . ETLER e AR, MEER 
exci уг yo1， 其 中 常数 C |C I<, 
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绝对 稳定 由 两 方面 决定 .一 是 微分 方程 形式 本 身 ， 二 是 方 
法 。 一 个 微分 方程 本 身 是 不 稳定 的 ， 那 么 用 任何 方法 求解 它 
都 不 会 稳定 . 只 有 方程 稳定 ， 方 法 不 稳定 也 不 行 。 因 此 要 求 方 
程 是 稳定 的 ， 方 法 也 要 稳定 (而 一 般 稳 定性 概念 与 方程 本 测 形 
式 无 关 》。， 例 如， 本 节 给 出 绪论 ， 尤 拉 法 是 稳 定 的 ， 那 么 它 适 
用 于 任何 方程 。 而 对 绝对 稳定 性 ， 若 不 同 的 方程 ， 同 时 使 用 尤 
拉 法 ， 那 么 ， 有 些 差 分 格式 绝对 稳定 ， 有 些 则 相 肥 . 
为 了 简化 问题 ， 在 讨论 绝对 稳定 性 时 ， 不 论 方程 本 身 形式 
如 何 ， 都 以 模型 方程 
I y =Ay (ARARO 
yxa) = yu 
代 蔡 原 方 程 进行 讨论 。 如 果 一 个 数值 方法 对 如 此 简单 的 方程 还 
不 是 绝对 稳定 的 ， 就 难以 用 它 来 解 一 般 方 程 的 初 值 问题 。 当 
然 ， 对 一 个 数值 方法 ， 对 模型 方程 是 绝对 稳定 ， 也 不 一 定 对 一 
般 方 程 绝对 稳定 ， 但 用 模型 方程 在 一 定 程度 上 反映 了 数值 方法 
的 某 些 特性 , 
在 实际 计算 时 ， 要 始终 注意 满足 稳定 性 的 变 求 。 可 以 求 其 
绝对 稳定 域 ， 限 制 h 的 选取 ， 以 保证 满足 稳定 性 的 要 求 ， 
例 对 (2.5) 中 的 积分 用 辛 卜 生 公式 ， 便 得 


Yasi = у ра а) (1) 
试 讨论 用 公式 “1 》 解 初 值 问题 
| y =-y 
y(0)=1 
的 绝对 稳定 性 
解 шу = -у, 故此 计算 格式 为 
ı Yhn- ty r= 1 — Ay, Ya) 


亦 即 а Эу +h. (1-5) 0 
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Ве, еа, Н 2%. у НЕМАН SP W А. WU 
差 方 程 为 


(1 + һе, + She, _ (1- P Jen, =0 


此 为 二 阶 线性 差分 方程 ， 其 特征 方程 为 
oa) =(1+ Ж) +-4н4-(1- ®) = 


ф(—2) =4(1+#)-5и- (1 -1)=з-һв>0 


(А73) 
ф-1)=(1+#)- $ h-1+ = – 200 
= стай 
ф(0) = —1+ 3 “0 
h 4 h 
1) =1+—+>—h-1+—=2h 
l1) T 3 sk 1 5 2h> 0 


故 p(A)fedE— XI, М, As WRA Там 
а 1-1, 0<4;<1 
因此 差分 方程 的 通 解 为 
е. = @4: + BÀ; 
Җа, В упин, НРА |221, Feo, WAE 
够 小 的 步 长 hn ，e。 趋 于 无 穷 大 即 对 于 初 值 问题 
Í Wy 
у(0) =1 
EMAR (1), HEM h АЕ. 
6 ”关于 差分 方程 的 求解 问题 
表达 式 
Fix, (х), Дух), +, A (х) = 0 (1) 
称 为 未 知 函 数 的 差分 方程 ,其 中 Др (х) = ATi) ЛС 
x). FE CD 中 各 阶 差分 落 用 函数 值 表 示 则 为 ; 
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由 [xy f(x), Кх +1), , f(x + RD = 0 (2) 
关于 方程 的 分 类 ， 解 的 结构 ， 差 分 方程 与 微分 方程 有 很 多 
类 似 之 处 . 
差分 方程 
A ixt m(x)A! (х) + на, ,(x)f(x)=Q(x)( 3) 
кат, pO), а, (х) ктр x ИН, ЖО‹(х) 
==0, ЖКК. Ят Q(x) 夺 0， 则 称 为 非 齐 的 ， 
E (3) 中 a; 均 为 常数 ， 则 称 为 常 系数 线性 方程. 
例 ” 求 常 系数 齐 次 线性 方程 
f(ix+k)+af(x+k-1l1)+af(x+k-2)+ += 
+ај(х) = 0 r4) 
мМ ik (1) 的 解 具 有 以 下 形式 
Ки) = 4" (145-0) 
RA C4) 中 得 


+} п+%—1 въ 0—2 
A +mÀA +a À +е+а 5" = 0 
因为 1 关 0， 故 可 得 
i = k—2 
A+ GÀ +@›3 ++++а@а,=0 (Б) 


(5) 式 叫 效 分 方程 ( 4 ) 的 特征 方程 。 方程 (5 ) 的 根 ， 称 为 特 
ЖШ, ЖЛ Ж! (5 ) ВКА Л, А, e’ А 为 互 异 实数 ， 
ИНДТ, Аз, АТ 是 线性 无 关 的 。 《5 )》 的 通 解 可 表示 为 

Jm = САСА С, А 

НС, Со, +, С, 可 由 初始 条 件 加 以 确定 。 车 特征 根 为 
实 重 根 ， 例 如 设 A 为 其 S 重 实 根 ， 则 方程 (4) 的 解 可 以 表 
示 成 

Кп) = (С, +Ст+ +C; ms A + Crh te 
CA f 
7 本 节 例 题 (3.10) 式 ， 为 关于 7 的 二 阶 线性 党 系数 齐 次 
方程 ， 其 特征 方程 为 
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42—- 2RAA—-1=0 
Br Ah, НА, ЭУЕ ВИН 
e, = 001 + ВА? 
Жїл, 24, Вр, Жс, В 可 由 初 值 条 件 定 出 ， 


4 ЖЕЖ 


Т RPR TE FE АГОНЬ Së kE ВЈ Bt 
Ж, а b и. РИБ УТЕ КЕНЧ ВДЕ Ж ЙЛ ОХ. <l] 
的 户 部 截断 误差 的 阶 数 相同 。 泰 蔓 级 数 法 ， 当 导数 次 数 高 时 ， 
计算 量 较 大 。 龙 格 一 一 库 塔 法 避免 了 计算 高 阶 导 数 ， 而 利用 不 
. 辐 点 上 的 一 阶 导 数 的 线性 组 合 ， 构 造 出 具有 商 精 度 的 方法 。 
如 例 4 ， 求 解 y% =x?*+ ,利用 泰 蔓 级 数 法 ， 差 分 格式 为 
yr = X. + hf, + 1 py š + hf; 


ЖФ. РАЈАН, ЗЕК, m= i e ВЕ 
塔 公式 
Yapı S. + (К+ Ako + ka) 


Жр ka, ki ki (4,11) 计算 。 只 要 分 别 计算 三 个 结 点 上 的 
f(x, у) 的 值 ， 较 之 台 劳 级 数 法 能 减少 运算 。 

2 ”使 用 泰勒 级 数 法 与 龙 衬 一 一 库 塔 法 ， 应 注意 公式 与 解 
的 光滑 程度 必须 相 适 应 。 因 为 上 述 两 种 以 泰勒 展开 为 基础 的 方 
法 ， 要 用 高 阶 方法 ， 须 以 y(x) 存 在 高 阶 导数 为 前 题 。 当 у(х) 
是 充分 光滑 的 ， 那 么 方法 的 阶 越 高 越 好 ， 结 果 越 精确 . 若 убх) 
不 存在 高 阶 导 数 ， 一 般 可 用 尤 拉 法 与 改进 的 尤 拉 法 , 

一 般 高 阶 方法 不 常 使 用 ， 因 为 计算 量 太 大 ， .上述 方法 一 般 
用 来 确定 初 值 或 多 步 法 的 开头 风 个 值 ， 即 “ 表 头 ” 

3 ” 龙 格 一 -上 库 塔 法 中 ， 步 长 可 以 任意 取 定 .在 计算 过 程 
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САТТА 


中 ， 根 据 各 结 点 y=y(x)0J36 4k 18% ББ ТАНЕ, nfza 3 
改变 步 长 ， 而 不 是 选取 高 阶 方法 。 

4 这 时 给 出 一 种 误差 估计 方法 。 这 种 方法 对 任何 数值 解 
法 公式 都 适用 。 

对 于 误差 估计 ， 我 们 是 利 胃 


у(х.) у, + А.А! 15 
Убх.) аво t+ 2Ah TE (2) 
Уба) ауа), t KAR t Ck) 


此 处 A, 与 无关 。 34 A, Шии, ЭЕ Н h R RPF 
以 上 会 式 是 成 立 的 。 

具体 推导 ， 只 要 从 x.- 3k h GE RB) ЖЩ Y) 
KIE EHE у. MIF OR. 

U C2) RAH, Hyan E x, ЛОРА К, (Ф 


2 
y(x,, ) =y(x,)+hy бх.) + са ух.) + e 


hë я И ista) 
(5 +; 
A эзуу Cep. 
a A (S+1)1 


然后 将 > '(х„) (k=0,1,2,. s) 分 别 在 x,-: 点 展开 为 特级 
Zeo MERE yt O.) 以 后 的 项 ， 即 得 ， 


п, 
убх.) = убх, HRY Eai) +.) Y (x.- ) + 


+ ah aag iE 
(S+1) 


z 
yx.) =у”(х„-,) + Ру” (х. -.) + A yAn ++ 


h` ostu 
Tea Xai) 
5] y ( 1 
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YTX) =Y Xn) +Һһу''(Х„—,) + > y! (х.-:) + == 


+ ---. h°! убх ) 
(8-1) т 
yT x = y x + hy CX 
h? 


(S +1) 
+ 2\ y (Wei) 


у(х.) = у(х.) + Ву TN Xa) 


将 上 述 结果 代入 《3 ) 中 时 纳 整 理 后 ， 便 得 


2 3 
кы [ y. t hy, +- y“, + E y + 


h° ©) Ңң! (зал J 
+ — y,” J + ——— г 
Sr? Gen F 


ht: (5+1) 
E ШУ шше Ë 
(STIM y (ë) 


. h: , hš h` 
СИ = у, +h ТЕЕ 7 十 一 Ылай Ды sS (5) 
令 У-+1 = y y 21 y 31 了 十 51 y 
M| у узна) 
УХ. Yni 27541? £) 


= У. +. +2А.А + 
即 推 得 ‘2 ) 式 . 优 此 可 得 上 述 不 等 式 ， 并 利用 其 估计 误差 。 


$5 线性 多 步 法 


Т 构造 插 什 多项式， 首先 要 确定 插值 节点 。 被 插值 点 最 
好 在 插值 点 之 间 . 但 对 给 定 的 初始 条 件 ， 往 往 容易 利用 其 他 方 
法 ， 逐 点 求 出 у(хо), убх), убх), 。 因 此 一 般 利用 X;-s 
Xx;-z:，X;-: 作 为 插值 点 求 ya). 

由 于 节点 选取 不 同 ， 可 分 为 不 同方 法 ,例如 求 Yi 可 
利用 х.-:. Xi， Xais Xos 也 可 以 利用 x.,-,, Xasis 


510 


Xe ха. JH] ЕН, ARA — 3818 y. ВИ 
阿达 姆 斯 外 推 法 。 后 者 ， 即 为 阿达 姆 斯 内 手法 ， 

2 ”注意 在 插值 中 利用 的 是 生 顿 后 插 多 项 式 ， 即 为 等 距 节 

点 的 情形 ,所 以 步 长 为 固定 的 ， 一 般 中 途 不 昂 疏 变 步 长 ， 

3 ”在 阿达 姆 斯 内 插 法 中 ， 要 求 h WEFR: 
аула) | 3p _2/(х«+‹, Yii) 
| йу. +1 8 ду, n+1 

这 是 因为 在 第 二 章 $5 中 关于 一 般 选 代 法 的 收 伍 条 件 中 ， 

600-1 (o =max|@” (x)| ,cs 和 xsb), 故 上 述 不 等 式 成 立 ， 
AREF KXK., 
4 当 大 =3 时 ， 外 推 公式 余 项 为 


251 5 5 0 
Е.а = ЕТА EDSO) (х... CELZ) 


<1 


解 ” 白 于 牛顿 后 插 多 项 式 у. (х, + th) 的 余 项 为 


kiigata) 
E E EE P ы ++) (6.11) 


其 中 p=, x. a LELA W АИ SHE ZY ZC # 
项 为 


是 w А сг) Е ш б 
меп. ТҮШҮ 102-1) (0+ к) Ва 


h f REDI 161-61): (+) 


"4 k= 3 时 
y(x,+i)— y. {= В» 
(&A 1) 
кк t(t- 1Xt+2Xt+3)dt 


9 


= hš FEO na +617 +1112 + 6t)dt 
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_ 1.251 ,ss) 
30 пу! (E) 


794 
= 251 (5) 
720 t Y SKE) 
仿 此 可 推出 k=2 BP, MAHAR RA 
ЕЯ Эру ONE) (x. <<<...) 


5 ”在 选用 阿达 姆 斯 公式 时 ， 若 其 截断 误 益 为 O(p)， 那 
么 用 来 计算 前 几 个 y; 的 单 步 法 的 截断 误差 至 少 也 要 Olh”)。 百 
则 可 能 因 前 几 个 у; 不 准确 ，、 而 影响 多 步 法 的 效果 . 

5 下面 介 绍 一 种 使 用 阿达 姆 斯 公式 ， 在 计算 过 程 中 的 误 
差 估计 方法 。 

在 计算 过 程 中 ， 假 定 在 点 x; 及 以 前 各 点 上 y, 的 值 都 是 准 
WW, Нух) 变化 不 大 。 我 们 可 以 利用 内 插 公 式 与 外 揪 公 
ЖИЗ ЈУ, Ууу, БАНИЈЕ НУ, РАН убх.) 
的 误差， 

差分 格式 为 


yaya =, 1 55/» — БӨР , +37f,- — 0f..1} (1) 


Yatı = Y. + KICEN 2)+19/, 


— 57,1 Ф.а) (2) 
而 在 点 х... ERNE MER 
Yari) => +; (55f. — 59f.=, +37]. S= Р, 
‚ 251 


от (i 1) (х.-:<&<х.) (3) 
У(Х +: ) =Y, + REEDE CIE )) + О, ~ эў. + 


` 1С 
+f,-, = т h°yt)(8,) 
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(ха ах, Ў (4) 
H (3) Ж (1) 得 
ух... )— у.) = hy NE ) (5 ) 


20 
H (4) ж (2) 8 
YÈ ati) Уеа = UEAN y(x.) 


E AE ED ЕСУ (6) 
由 假设 可 认为 yE ED =y ENE), 又 设 五 充分 小 使 
A 


< уба, ) yl 


可 以 忽略 不 计 ， 于 是 由 “5》 减 《6) 便 得 
270 


Yati -Va Е 777 (82) 
代入 《6) ， 就 有 
X(x,,i)- Ул+а =S y.) (7) 


在 计算 过 程 中 ， 可 根据 (7 ) 看 结果 是 否 达到 了 所 要 求 的 精确 
度 、 如 果 尚 不 满足 ， 就 缩小 步 长 再 汗 算 。 
例 对 初 值 问题 


y! = 4х- 2y 
| у(0) = 0, 
х= 000.1)0,5 
用 阿达 姆 斯 法 求 其 数值 解 , 
解 ”用 泰勒 公式 法 求 其 表 头 
yı =0.01873, у= 0.07032, уз = 0.14880 
x h = 0, fi = y” = 0.36254 


р =у'г= 0.65936, јз= уз = 0.9024 
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由 sys sl (65X fa- 9х + ЗТ х) 


得 y, = 0.24939 
x f.-: y' ¿(= 1.10120 


ys = н +- (55x fa 59x fst 37x ],-9х] 


= 0,36797 
该 初 值 问 题 的 真 解 为 
y=2x—1+e 2* 
RA 1024 位 ， 则 为 
У =0.0187, у,=0,0703 
уз = 0,1188, у = 0,2493 
Уз = 0.3679 


6 解 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 的 差分 法 


1 在 定理 (6,1》 的 条 件 中 ， 要 求 下 式 成 立 ，- Б.га, + 
с. +р.(р,220), 车 存在 p.>0, НЕ Л Жз -b >a, +C, 
+pa， 则 二 阶 差分 方程 有 唯一 解 。 H> R 一 0 时 ， 收 剑 于 相应 
微分 方程 的 真 解 . 做 题 时 要 验证 有 无 满足 条 件 的 p FE. 
2 ”关于 老 分 方程 的 收 敏 性 及 误差 估计 ， 方 程 
у" + P(x)y' +а(х)у = [(х) (1) 
可 做 如 下 变形 ， 将 上 式 两 端 乘 以 ef RR 
(pretty g ge! Odry m f(x)! 20081 
А 
t= |e`! t2"dx==%@(x) 
则 方程 (1) 就 化 为 


+Q(t)y=R(t) 


容易 验证 ， 在 这 种 变换 下 ， 边 值 条 件 的 形状 不 变 ， 央 此 下 页 考 
二 线性 的 情况 时 ， 可 以 假设 方程 中 不 包含 y 
设 y, ` 为 微分 方程 

у“ — p(x)y =r(x) (p(x)2>0, a-—x<b) 
在 点 x, 处 的 精确 解 人 = 1,2,6, n 一 1)。 即 方程 组 

убх, -.)-~ (2+p h2)yy(x,)+y(x,..) 

4 
=ғ + 20 M. (1) 


у(х) = 0. у(х.) = В, i= 1 2 及 一 1 
的 精确 解 ， 此 处 19.] S1, Mi= тах |у 0х) |, хох, 


b-a 
xi =a, x, =b, h= > a 


设 y; 为 差分 格式 


У; -1— (2+ph')y; Ty; =; И? ) (2) 
yo =, Ya =}, i=], 2, а) n-] 
的 精确 解 ， 


HER he0, yoy. Ж (1). (2) 写成 向 量 的 
CO 
Q = (0,, 02, 0, 
+= (кА? +a, rh, + r .- ht, Р. RB) 


f 一 2 — P,h2 1 0 о с 0 
АЕ! 1 -2- Ри 1 0 oe 0 
' 0 1 -2- Ри? 1 
\ 0 0 ... 1—2-Р„.,А? 
И C 1) р; 
A y* -=r пм (3) 


|], Жу=‹(уз, Yat Yaa) 
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ee с 


MJ 2) 可 写 为 


As =ғ (4) 
H C3) ж (41) 得 
E уйа ы 
Асу? g= Ml (5) 
因为 A=G-h®, Д 
(-2 1 0. 0 | б о \ 
! J. =. 2 1 0 | е, | 
C= 0 1 -2 0,0=- ON% i 
| | i 0 Ө, 
、 0 0 0.230 | с ) 
Hh 充分 小 时 ， 可 肥 和 4 二 C， 这 时 把 《5 》 可 换 为 
Ciut- ш) = (6) 
显然 
Eyt- у |u*~ wl 
从 而 
БЕ ie I el (7) 
这 就 是 所 求 的 误差 估计 式 ， 
特别 是 因 e=] = 1 ( 3 n—- 1 ËB ж вр), 
101. =1, Ж 
pt gh Mn 72-1 „-Мҥо?-1)_ cg) 


12, 8 96 


至 于 格式 《 2) ИЩИ. ГЖ (8) 得 ， 
MeCpz(b 一 a)2 一 je _ 
96 


| у*— ph. S- 


3h—0 BP, ру y у, *. 
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四 复习 思考 是 


1 一 阶 常 微分 方程 у’ = ~ Ау (А A>0 的 通 
解 为 
у(х) = Сег^* 
其 中 C 为 任意 常数 ， 《由 初 值 确定 ) ， 于 是 ?一 0 时 Оң x 一 + 
с=с) ， 用 尤 拉 法 解 这 个 方程 ， 当 固定 步 长 h 时 , 能 否 得 到 
у„->0(п— оо)? 
2 讨论 改进 尤 拉 法 的 稳定 性 ， 
3 ”给 定常 微分 方程 初 值 问题 
{ у= Кх,у) (ах) 
уба) = уо 
其 中 х, у) ass, |у| «оо КУО. 
Са) 求 向 后 的 尤 拉 法 公式 。 
(5) 针对 方程 y! = y, К.А<0, 和 是 复 常数 ， 讨 论 这 
方程 的 稳定 性 范围 . 
Сс) 说 明 这 方法 的 优 缺 点 。 
4 证 明 求 解 常 微分 方程 初 值 问 题 
у = Кх, у), yla) = уо 
的 变形 尤 拉 法 
ys =. t f(x, + Èh, Ya + FHI, y.) 


是 二 阶 龙 格 一 库 塔 法 ， 又 如 用 此 法 于 
у! = —10y, XX0)= X 
为 保证 数值 计算 的 绝对 稳定 性 ， 问 对 瑚 应 加 什么 限制 ? 
5 ”对 初 值 问 题 
l y' =xy+ x 
у00) =0 х= 0(0.1)0,5 
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先 求 共 表 头 ， 然 后 用 阿达 姆 斯 法 继续 求 以 后 各 但, 


五 本 章 小 结 


《一 ) 本 童 讨论 了 常 微分 方程 的 初 值 问 题 帮 二 阶 常 微分 方 
程 边 导 问题 的 求解 问题 。 关 于 一 阶 常 微 分 方程 切 值 问 题 的 几 种 
解法 ， 都 可 以 平行 地 推广 到 方程 组 的 情形 。 例 如 ， 

设 已 给 出 的 方程 组 和 初始 条 件 


d 
4 “10% y), y(xo) = Уо 


dz 
"Ду 80% 72), 2(хо) = 20 


这 组 方程 等 价 于 积分 方程 组 
убх) = yt Í y Cd 
| х) = + Í асов 
故 可 以 通过 方程 组 


ү = у, + L. riy’ (tydt 


É " х"*! F. 
жел = j|. Z (t)dt 


求 其 数值 解 。 由 此 可 以 根据 各 方法 推出 解 方程 组 的 相应 差分 格 
式 。 

(=) 关于 步 长 的 选择 ， 一 般 说 来 ， 步 长 越 大 ， 鹤 断 误 差 
越 大 。 步 长 小 ， 截 断 误 姜 亦 小 。 但 是 步 长 取得 小 ， 计 算 的 步 数 
要 增加 ， 计 算 量 类， 而 且 引 起 售 入 误差 的 积案 增加 。. 合 入 误差 
对 步 长 的 要 求 与 截断 误差 对 步 长 的 要 求 恰好 祖 芭 ， 如 图 6.1, 
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图 6.1 


j POR НАН, VRM, НДА АЕ РЕ 
求 的 步 长 h，。 
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第 三 部 分 “计算 方法 习题 解答 


第 一 章 ”误差 习题 解答 


х) Em 1.3 
1 Ж 由 于 2 = 3.142857, Tü 


| 7 -r | =0.0012644893." <0, 0013 


13.14 -л| = 0,00159.-<0,0016 


所 以 43.14= 0.0016, д22 = 0.0013， 于 是 有 


7 
A < A3.14 


RHA, MERR я ЗАКА т ОНЕ ВЕЕ, 


2 ж 内 为 这 三 个 数 都 给 出 了 绝对 误差 界 ， 即 

Aa=A225= 1, 如 =42.25=0.01， Дс. 40.00225= 
0.00001 显然 ， 对 于 三 个 不 同 的 近似 数 仅 用 其 绝对 误差 的 大 小 
去 衡量 它们 的 精度 是 有 困难 的 ， 则 必须 用 其 相对 误差 的 大 小 才 
能 比较 这 三 个 数 精度 的 高 低 。 由 于 


1 1 1 
822 КИЕ у НА „== AEA a 
° 225° 225” 225 


可 见 , 这 三 个 近似 数 的 相对 误差 都 是 一 样 的 ,这 说 明 它 们 的 精度 
一 样 高 , 即 不 同 近 似 数 的 相对 误差 与 近似 数 小 数 点 的 位 置 无 关 ， 
з Ж 出 于 近似 数 一 个 是 1.15 米 ， 而 另 一 个 是 3.45 尺 ， 


82,25 = &0,00225= 
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显然 这 两 个 近 做 数 的 度量 单位 不 同 ， 则 用 相对 误 益 去 衡量 它们 
的 精度 。 因 为 

А1,15<0.005 (Ж) , 43,15=<0,005 (R) 
所 以 


81.15= 9:008 =0.00435<0. 44% 


0.005 
3. 45 = 一 一 一 == 0, ‚15% 
3.45 3.45 0.00145<0,15% 


由 于 
51.152>03, 45 
这 说 明 用 市 尺 量 得 的 桌 长 准确 些 ， 这 是 因为 市 尺 比 米 尺 的 最 小 
单位 刻度 小 的 缘故 ， 
4 Ж 因为 420<0.012 (mm)， 若 设 直 径 的 准确 值 为 
d, W 
A20= !d—20|= 0,012 
BEJ 20 0.012220 + 0. 012 
FUAR h Ў И45&19.99<4=20,012( mm). 
5 # 因为 v 10 =3.162…， 故 近似 数 a 的 第 一 个 有 效 
数字 x = 3 ， 由 《3,10) Ri 


1 1 i 
So ZG F1) 107 
БОЙ m F Xt K p, Вр p=3 时 就 达到 要 求 。 取 

a-v 10 =3.16, 


6 解 因为 行 3 = 3,14159292--, += 3.1415926-::, Ў 


_ 955 |Ë ... кусы 1 -6 
| m ТЗ | 0. 0000003: <0.0000005 210 
Вр 
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故 知 近似 数 有 效 到 10” {у R. W 3.141593 为 工 的 具有 二 位 有 
效 数 学 的 近似 数 . 
此 题 也 可 用 下 法 确定 D ， 因 为 和 =0， 则 ， 
т-р+1= -р+1 = – 6,  р=7 


АВИИ ТАС ИНГО, BARE 10… 数位 上 ， 


E3. 141593, f 


Ах -у10°7*+! 


又 因为 

SX = ах? ВА 

sx | |x] 

而 x X10" х (xi + 1)10" 
所 以 

„сй? ми ёз sd a 10-("'-0= 1 “10 °7—3) 

TO oeo” 2х\ 2 

即 


Bx x 10-71) THESE, 


8 证 明 ух =1, 2, 339: 所 以 


10 10-， 


1 —(#-1) 
s- === a 10 
(xi +1) 2(х1+1) 


i Sfant 
У == -: -. б». 
бх 10 2 
所 以 
A ЕБЕ 
2‹х\ +1) 


由 定理 2 知 ，Xx 至 少 有 了 个 有 效 数 字 《 位 》》。 证 完 。 
9 证 明 EFI 


А 102‘? 1} 


” 
поо 


е Р 一 [二 2》 
да> +10 


由 定理 1 的 推论 知 a 含有 的 有 效 数位 的 个 数 不 超 过 n + 2 个 ， 
又 因为 


og) i 110) = 
ae 10 ТРЕЕ 10 


1 rn — 11 
= эг r. ENP) 10 [(#—1)—1? 
2tX1+1) 


应 用 第 8 题 的 结果 知 ，4 的 有 效 数位 的 个 数 至 少 有 nn 一 1 个 ， 综 
上 所 证 ， 可 以 得 出 a 的 有 效 数 位 的 个 数 可 为 : 

п-1, и, и+1, n42 个 
因 定 理 及 推论 均 在 严格 条 件 下 证 得 的 ， 没 一般 性 ， 在 通常 情 
况 下 ， 取 nn- 1 或 六 为 适宜 ， 


у 题 1.4 


1 解 设 二 数 为 x,Xxz， 其 近似 数 为 a, 22. 

(1》 和 的 绝对 误差 界 

设 Кх X1) = X: + Xis 则 由 С4,1) 3911956153 St 
Af = Aa: + Даз 

(2》 凑 的 绝对 误差 界 

设 天 Xx, x;) = Xi х:, MUH (4,1》 得 差 的 绝对 误差 界 
А] = Aa) + Aa; 

(3) 积 的 绝对 误差 界 

设 xis x;) = xi * хо, 则 由 《4.1) 得 积 的 绝对 误差 界 
Af = az4ar + а\да» 

《4) WMI REA 

设 Кх X:) =х\/хә, 出 出 (4.1) 得 商 的 绝对 误差 界 为 


Aj = | - Да + -0 Aa 
аз а; 
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2 f (1) f(x)=-T-sin(mx), х= 0; 在 绝对 误差 
ЖУТ, ЩТ 


Р(х) = ncos( n’y) 
ўсх 0 时 ，(n 一 co) 其 条 件数 为 co， 所 以 在 x =0 点 附近 将 是 
坏 条 件 的 . 
《2) lgx, x=1: 由 于 
(igx) = + tnx 


而 在 相对 误差 意义 下 的 条 件数 为 ， 


lgx rel 18х СЕЕ] 
故 在 x=1 附近 时 计算 是 坏 条 件 的 。 
3 Ш (1) 将 算式 变形 为 
lgx; -18х:=18-Хі =180 
х, 
其 中 u= х/х 
(2) 同样， 把 算式 变形 为 
l-cosx _ _ 1 -cosx _| sinx 
sinx sinx( 1 + cosx) 1 + соѕх |< = 2° 
= 0.0349 _ 
1 +0.9994 0.0175 


(3) 因为 当 x 充 分 大 时 ， arctg(x+1) 一 arctgx 是 两 个 

相近 的 近似 数 作 差 ， 所 以 应 把 算式 变形 ， 令 

arctg( Xx+1)=y, aretgx = 2 
Wm tgy=x+1, tgz= x 
于 是 有 

arctg(x +1) ~ ағсівх = y — 2 
因为 
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а tgy— tgz _ _ x+1-x 1 
t 一 ЖУ Жый. CERES d. 26880 
g(y—z) = 1+tgy"tgz T+XCX+1) 71y xlx+1) 


所 以 


1 
-7 = et 十 = = t -一 - -一 一 
y ағсів(х + 1) — arctgx = arc врс) 


(4) 首先 把 算式 变形 为 。 
107(1— cosx) = 2 X 10'sin?3 
因为 x=2* ， 所 以 < =1” , ЕВ sin = sinl° 0.0175, 
斯 以 
107 (1 — совх) = 2 < 10!sin2 = 2 x 107sin21° 
9х 101(0,0175)°<=61725 
4 ы 《1》 此 题 完全 与 第 一 章 $4 (三 ) 3, R 


者 可 技 例 3 进行 讨论 . 
(2) 1。 建立 积分 的 递 推 关 系 式 


因为 
上 1 d 1 Я 
s= f zbyde = mat 5) |, = ne m5 
1 х 1 x + Бх 5 ) 
= „dx= xox _ _ > 1 
Sı f, x+5 ^ f х+5 х+5 g 
JE pea 5(In6 – In5) 
D 
! x+ 5x° 
= [ Xt X qx 5S 
|. х+ 5 Ы Э ? 
于 是 有 
1 =. 
S, + 55% - | dx 
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于 是 可 建立 下 列 关系 式 


表 1 

i 5 :4# 

0 0.182322 
1 | 0.088392 
2 | 0.058089 
3 | 0,943387 
4 0.034305 
5 1 0.028469 
6 | 0.024324 
7 | 0.021238 
8 0.018811 
9 | 0.017057 
10 | 0.014717 
11 0.017325 
12 = 0.003290 
13 „= 0.093874 
ii - 0,395442 
5 2,142878 
16 -10.156890 
17 50,843276 
18 - 254,16082 
19 1270 ,8567 
л - 635:,2338 


— T Fr 
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表 2 
i 5 t 
| 
20 | 0.007830 
19 | 0.008254 
18 : 0.008870 
17 0.009336 
16 | 0.008898 
15 0.010520 
14 0,011229 
13 0.012040 
12 | 0.012977 
11 0.014071 
10 | 0,015368 
9 | 0,016926 
8 | 0.018837 
7 | 0.021233 
6 | 0.024325 
5 0.028468 
4 0.034306 
3 0.043139 
2 0.058039 
1 ü 688332 


0 0.182322 


—n —s9 —- a — H U Á — 


1 
al Sa = yT 5Sa, n=0,1,2,..,20 
{ So=1n6— 1n5 = 0.182322 
2 ”利用 递 推 公式 (4) 计 算 其 值 ， 计 算 结 果 见 表 ]1 。 
3 ”讨论 积分 [ 
Sn = 广 = dx 


0 Xx +5 
发 现 具 有 下 列 几 个 特性 : 
1) S,>>0; 
2) S, S, 1 
3) 3⁄n->ooBf, 5,0; 
4) 因为 
Sioasi Di 
所 以 
5S.,- <S, +5S,- <6S,_, 
由 于 
ЕБ: жс 
п 
所 以 
1 
n S a= < 


但 实际 上 我 们 从 表 1 发 现 ， Sa<0， 往 后 的 S$: 值 正 负 交替 出 

现 ， 其 绝对 值 不 是 趋 于 零 ， 而 是 不 断 增加 ， 从 而 理论 分 析 与 实 

际 计 算 的 结果 严重 不 符 ， 所 以 按 方案 (4) 计算 是 不 可 靠 的 ， 
现在 采用 新 的 方案 (B)。 由 于 


ПОЕТИКЕ. 
схо ~ Sxl 

就 粗略 的 取 
1 1 


эже -一 一 --- + “ 
Su 82L 521 = 0,008730 


按 下 面 递 推 关系 计算 
ш е - rg n=20,19,.……, 2,1 
$зо== 0.008730 
计算 结果 见 表 2 。 

由 表 2 发 现 5106 – IJn5 的 计算 结果 一 样 ， 这 说 明 在 方案 
(A) 中 计算 的 结果 越 往 后 就 越 不 可 靠 但 方案 (В) 尽管 粗略 
取 S2*=0.008730， 而 按 递 推 方案 ( 刀 ) 计 算 却 能 基本 反映 出 $, 的 
特性 。 最 后 求 出 的 So 又 很 准确 ， 所 以 说 按 方 案 (B) 计 算 的 结果 
ERER. 

5 ж 


V+ 1 d 
-— (Ix = arctex 
Í. 1 + x2 & N 


=aretg(N + 1) — aretgN 
ЩЧ 3 JAB, Л E Kay 


arctg( N+ 1) — arctgN = arcte- ENTI 
然后 再 进行 计算 才 可 以 。 
6 解 应 用 求 根 公式 有 


_ = 1+.Zl+ 4 X 151150 
ж 2х1 


1+4 4601. — 1567,83 


2 2 


х1== 33,415, x:= — 34,415, 
AiE Ex = 33.41583 КАМЕ, 
34 х= 33,483, f(33,4)= -1.04 
М x= 33,5BF, ]6033.5)== 5,75 
这 就 是 说 x = 33, 40533, 500.1, MEA РЕА АЈА BU 
ій, В - 67033.41): 7033,5), О Катех = 33.415 Ж 
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17а 


жаа 


是 病态 的 。 其 次 讨论 x2= -34.415 附 近 的 性 态 : 
3⁄4 x= – 34,406}, fí — 34.4)== -1.01 
当 x= – 34,58), f€ 34,5) = 5,75 
它 说 明 х= —34.45 х= -34,5 仅 盖 0.1， 而 后 者 的 函数 值 却 是 
前 者 的 六 倍 ， 踊 -6 大 -34.4) 二 所 -34.5) . 所 以 二 次 式 在 
x= -34,415 附 近世 是 病态 的 。 
7 解 CA ABa, x107", lge -0.43432…, 由 (4.1) 


知 
ау = |12 dx =1gee。 
BJ 
-i 
Pa ige 
а е l. Зе N E 
0.434 2 8 


由 于 es: 妃 平 与 10“ 相 等 ， 可知 a 至 少 有 nn 个 可 靠 数 字 。 


— ”代数 (或 超越 ) 方程 
的 数值 解法 习题 解答 


zJ їй 2.2 


1 (1) Ө Ж 先 确定 方程 ?—412= 0 最 小 正 根 所 在 区 
ja]. | 
因为 
{С 7 )=72- 412 = 343 — 412< 0 
8) = 83-412 512 -412> 0 
BCE ДЕҢ х* С (7,82. 
其 次 用 误差 估计 式 求 满足 精度 要 求 的 x; 的 最 小 7 值 。 
由 于 要 求 根 精 确 到 10-;， 也 就 是 要 求 
[x, =x" < 站 (Da) 志方 X10 
由 此 解 得 


18(8-7)+3 
Бр ЕНИН Br aP 
n> 1g2 


х. 可 达到 精度 要 求 。 
最 后 用 区 间 二 分 法 公式 计算 得 
X* X= 7,441 
(2) 解 ” 先 确定 最 小 正 根 所 在 区 闻 。 因 为 
X 0 1 2 和 


+ Í =11 


WA МЕХ" C 72, 31. 
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其 次 由 误差 估计 式 求 精确 到 10-* 的 x<, 的 最 小 t 值 ， 河 题 
(1) #k n-11, 
最 后 用 区 间 二 分 法 公式 计算 到 x, 得 : 
x*= xii = 2,095 
2 f H 'Ff(x)=x3- 3x+1 
所 以 最 小 正 根 x*EL0，1. 
又 由 于 
fE (x )y=352- 3, (х) = 6х 
wA 
mi =min|f’ (x)| = 0 
М» = max|f”(x)] = 6 
显然 在 5 0 ，1I 上 不 满足 K = Ma <1. 
利用 区 间 二 分 法 计算 : 
ху = ; (0+1)=0.5, f(0.5)= -0,375-<0, 


所 以 х*Є C 0, 0,5] 
而 在 区 间 [0 ，0,.52 上 有 
ту=2,„25, M;= 3 


所 以 取 最 小 正 根 所 在 区 间 为 C0 ，0.5] 满 足 要 求 。 
3 f 设 f(a)<0, ](Ь)г>0, 
如 把 区 间 Ca, b 三 等 分 ， 则 用 两 个 分 点 ， 
x= 5 (2a+b), х= + (a+ 2b) 
则 必 有 下 列 情 况 之 一 成 立 ; 
CL) foxi) 0 或 х) 0, 
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出 有  x* = x 或 xr x; 

(2) J(x 7220, f(x;>0, 
则 有 ж Ceb - (z, АЈ. 

СЗ) fxd, f(x,.)2>20, 
Жж х* Є са, bJ = См, х), 

CA) єх) 0, 0х) <0, 
则 有 x* € Lan biJ = (x, b], 
ОС ЖЕ К ТЕ 77 

x*€ (asb), в-а = (0-а), 


m ВТ s m H: 4 于 两 步 区 
间 二 分 法 计算 晶 ， 所 以 此 法 不 如 区 间 二 分 法 优越 ， 


27 题 2.5 


1 (1)fË 用 单 点 弦 法 : 

1 ”确定 最 小 正 根 所 在 区 间 . 
因为 

1f(2)=-1<0, 1(3)=16>0 

故 х*Є(2,37, 

?2 ”检验 收敛 条 件 ， 
因为 ['(ху)=3х?—- 2>0, р(х) = 6x> 0 
所 以 满足 定理 条 件 (2). 

3 ”确定 初 值 和 迭代 公式 ， 
由 于 f'—(x)J”( x >0 
故 取 Xo = ás ERRA: 


Xrti Z= X, — —- f(x, Y s Й = 0, 1, esa 


4” 上 只 体 计算 如 下 ， 


| | 7 = 
0 | 2 =] 
1 2.0588 I - 0,3911 
i 
ша алшын сын: © м» з == м 
2 | 2.0813 -2,14168 
3 | 2.0897 -0,0540 
Ж о АНЕ ООРОО ет 
l 
4 ' 2,0928 — 0,0195 
' ж чм эл, Š .. — 一 
5 2.0940 – 0,0262 
6 | 2,0944 – 0,0217 
3 | СЕ ичеер 51 
7 | 2,0945 - 0,0206 


ЯД 2,095, 
ЮН Е: 
1°, 2° а. 
3° ARIE хо, LEKAR: 由 
f(x|)f7(xy2>0, f(xi)]J”(x)2> 0 
可 选取 xo=3，x=2.5。 使 用 迭代 公式 : 


Жа а= 
х. 4+1 _Ха— a O Ce) 


f(x, )-— Кх...) 
n=], 2--- 


4 ”具体 计算 如 下 。 
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wT nm o 


я | © | {хә 
ч I | 2,5 | 5,625 
2 | N | TE — 
К] 2,120 ç | Е 28 Ба 
4 | 2.996 | а 
Е 5 | 2.095 | I 0.005 
р 6 | 2.095 | К 
所 以 x*= 2,095, 
(2) Ж НЕҢ, 
1 ”确定 最 小 正 根 所 在 区 间 :， 因为 
1(0)= -2<0, 0-2) -2 -X2 1 =0.65> 0 


故 最 小 正 根 x* Er0，- 工 ]。 
2 ”检验 收敛 条 件 : 因为 


f (x)=3+sinx>0, f(x)= cosx> 0 
所 以 满足 定理 条 件 ‘2)， 
3 ”确定 初 值 和 选 代 公 式 : 由 于 
PDf x> 
故 取 хо=0, ERAR: 


Ха = flx.) п- 0,1, чыш 


五 x 
4 A 
Xa FS 
 (#)- х.) 
4° АЖИН: 
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x* -= x4 = 0.607 
(3) @ HAARE, 
1 ”确定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 因 为 
i{4)= 4 ~tg1=2,84>0 
101.6) = 4.6 – 184.6 = — 4.26< 0 
ЛМЕ х ЕСА, 4.63. 
2 ”检验 收敛 条 件 ， 因 为 
fx)=1 -Sec2x = ~ tg2x—< 0 
f(x} = ~ 2tgxsec2x< 0 
所 以 满足 定理 条 件 〈2) . 
3 ”确定 初 值 和 选 代 公 式 ， 由 于 
F (x (х) >-0 
故 取 xozi, KARA: 
ЕРТЕ Г) TA _ 
` 14.6)~— f(x.) 
4 ”具体 计算 得 ， 
х* хур = 4.493 
ЖЖ: 
1°. 2° BARREN, 
3 ”选取 初 值 xo，xi 满足 收敛 条 件 ， 由 
EXD Y>, fe f (x)>0 
可 选取 xs= 4.6, xí = 4.5, 
4° ШН КИТТИ: 
x*==xs= 4.493 
(4) @ MERRE. 
1 ” 殊 定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 因 为 
сое Je 1)= -— 2 < 0 
故 最 小 正 根 x*C CO. 12, 
2° ИА. Ву 


Ха +à 


Кх.), и = 0,1. 
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— aa a = 


J (x) = 2 'ín2 — 4520 
Їх) = 2'ln222>0 
所 以 淇 是 定理 条 件 (2) , 
3 ”确定 初 值 和 过 代 公式 ; 由 于 
]'‹х)]”\х)<0 
故 取 xo=l, RAR: 


Xni Жа T 


TE z 

4° 具体 计算 得 : 
х*-=ха= 0.310 

Жік. 

1° 2° 与 单 点 弦 法 同 。 

3° 检验 定理 3 KARI G): WA 
M2= max р(х) |] = 21n22 =0.961 
m= min р(х) | = 12102-4 |=2.613 


В = тах{ [х —x*|, ]|x|—-x*|y=< 1 
所 以 


K'R= МК 一 1 
2т\ 


满足 收 傅 条 件 “3) . 
шы хо=0, ху=0.5, 
° 具体 计算 得 ， 
x*-==x4= 0.310 
(5) 解 НАА. 
1° ЛЕ EC]: 因为 
301.2) = —1.5744< 0, f 2)= 8670 
MWEC JF х*ЄС1.2, 22, 
2° 检验 收敛 条 件 ， 因 为 
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б ), = - 0, 1, ий д 


(х) = dx — 3x2— 6x+ 1220 
]°(ху)=12х?%?— 6х- 6>0 
аы (2) 
。 ЖЕРИМ КИУА: HF 
fF x) 0 
Ж х=1.2, ERAR: 
2-х, 


Xz+ = X. — 8 —f(x,) Кх.), п= 0,1, +" 


x*= хв = 1.398 

ARAE. 

1° 2° УАН. 

3° ERM хе, x, WERKA: H 
хо) х )220, [(х,)]”(х)>0 

可 选取 хо=2, х=1.5, 

4° НАУКЕ КАКАЯ: 
x*=-xs= 1.398 

2 证 明 因为 计算 a Са>оә®а РК 


x:~a=0 
的 正 根 。 而 用 双 点 艾 法 求 方程 x* -a=0 正 根 的 送 代 公式 为 
X, Хь 2 | 2: 二 
SS E s ОЎ 
a 
X, — X 
ы (x, —a) 
X, +X, 


P S A = +a м зере л» 
一 K = 1,2, ... 证 元 。 


з 证 明 由 微分 中 值 定理 有 : 


105%) 0х.) = р (EX х 


其 中 在 x 和 x* 中 间 ， 
所 以 
FXF) = fxn Dl = 1Р0) |x* —x,| 
] x* _ |{\х*)- fixa) | 
(Е) | 
又 因为 
f(x*)=0, min|f’(x)| = m= 0 
Жї 
|x = a < 证 完 。 


4 证 明 册 已 知 ff(x)>>0,， }"(х)< 0. урба) <0, 
f (фу) >, RHR <x, НўСхо)<0, }/(х)<0. ШН 


XIX —— U 0 р), {(х);>](%) 


Fx) — Кхо) 


得 
X2 > Xl 
又 由 于 
Xt x; = — t, ( Bat- xXi)Xx*-—xo), }(х*)=0 
得 
X< xi x < xt 
完全 同 理 可 证 明 ; 


Xai C а. +  <x* 
故 得 到 {x:} 为 单调 增加 序列 ， 且 有 上 界 x*。 必 存在 极限 ， 设 
为 Xx。 再 对 于 


Xn 一 Xn 
Xapi ЖЖ, 一 А w 


f(x.) Кх.) 


Їх.) 


两 边 取 极 限 得 
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二 
f(x) 
故 有 
f(x*)=0 
H H Ca, b) 工 根 的 唯一 性 得 
x. >x =х* (п—>со) 证 完 ， 


5 证 明 {LOH KPRI MAIRI 
法 收敛 性 定理 证 明 得 : 


Ка) -La (X) = BI (Ee XX ахаа) 
& Х= Хаф, 5 MiLa (х,+.) = 0, 
Кал) СВ) оба Nnna) 


将 左边 减 去 fx*)=0， 再 用 中 值 定 理 得 : 
Кх...) ~ JOix*ty=f (E+ (Xn — x*) 


一 SPE N Aaa: — Xn) (Xaya -х,.-1) 


(Ха +: Xr X: ++ — X11) 


[жЕ -x*|<ç—M: |х.+. -Xal Xati — Xs, 1 证 完 ， 
2т\ 


6 证 明 由 条 件 (1》，(2) У: 
[\х)=0 
Ela НЕ x*, MPI SLE: 
X. =х„—[7%(а,Ь)](х„), п=0,],- 
得 误差 方程 为 : 
х*-х„ь =x*—x,+ f (a,byj(x.) 
=x*—x,-f'(a,by(f(x*)- fixa) 
= 01-77209, bf (Ё, )20х* — Xn) 
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ЕНЕ 


H pE extis 2, НАЙ C3) 得 ， 
|х*—х„,.|ж<р|х*—х„|<е 
<р" |х* Xol 
所 以 x, —x*(R— oo) 证 完 。 


习 @ 2⁄4 


1 (1) Ж 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 因 为 
К2)=-1<0, 1(3)=16>0 
故 x* € (2,32, 
2 ”检验 收 伍 条 件 : 因为 
f'(x)= 32— 22>0, F'(x)=6x>0 
所 以 满足 定理 条 件 (2) , 
3° жен: ЖЖ 
Кх)" Сх)2>0 
故 可 了 到 ”xo =3， 使 用 切线 法 公式 ; 
f(x,) 


х.х. РА, n=0, ly 


FiXa) 


4” 具 体 计算 如 下 : 


n | Xn EFS 
Б 0 | 3 16 o 
po 7 2.38 3,4243 
ЧӘ ‚о Е 0.2568 1.3806 == 
I Š 3.1077 ШЙ Q зата 
Г N 2.0947 I 0.0017 
Ё › 0945 В Ў I 0 0006 ут, сү 
и 6 2,0945 ЕЕ 
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所 以 x*.-2,0945, 
(2) R 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 问 : 因为 
300.1) = 0.701220, ](0.Б)= -0.37510 
ГУА х*Є (0.1, 0.5), 
2° Ө P: 因为 
]°4‹х)=3х%—3<0, ]°(х) =6х 0 
所以 满足 定理 条 件 (2). 
3° 选取 初 值 ， 由 条 件 
f(x j” ix > 
WPR o= 0.1. 
4° 使 用 切线 法 和 迭代 公式 计算 得 ; 
x* =x = 0.3473 
《3) 解 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 因 为 
f. 4)= 4 -tgi = 2.842220 
](4.5) =4.5—18(4.5) == – 0.1373< 0 
赵 х®Е СА, 4.57 
2 ”检验 收敛 条 件 ， 因 为 
f'(x) = -tg2x< 0 
]°‹х) = — 2tgxsec2x— 0 
所 以 满足 定理 条 件 〈《2) 。 
3° ARPA: HÆ f(x fxd, WE хо= 4.5, 
4° 使 用 切线 法 关 代 公式 计算 得 ; 
x* = X3 = 4.4934 
(4) 解 ” 1。 确定 最 小 正 根 擅 在 区 间 : 次 为 
300) =1>0, (01) = – 2 <0 
by x* Є (0,12 
2° 检验 收敛 条 件 ， 国 为 
fix} = 2'1n2— 1<0 
f(x) = 2`1In222>0 
541 


所 以 满足 定理 条 件 (2) , 
3° ERDE: WAE xfx, ИҢ x= 0, 
4 ”使 用 切线 法 迭代 公式 计算 得 : 
x*= x, = 0.3099 
‘5) f 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 :， 因 为 
1(0.5) = -2.4375< 0, f(0.6) =1.689620 
故 x* Ç С0.5, 0.63 
2° 检验 收敛 条 忻 ， 因 为 
f Cx) = 4x3— 120x? + 140x>0 
f"(x)=12x2— 240x +140220 
所 以 满足 定理 条 件 〈2) 。 
3 ”选取 初 值 ， 由 条 人 忻 fxo) 产 (x) 盖 0， 可 选取 xo=0.6。 
4 ”使 用 切线 法 送 代 公式 计算 得 ， 
x*=x,=0,5594 


2 解 ” 因 计算 六 等 价 于 求 方程 


的 根 。 而 
К) = N-44, 0) = 1 
所 以 计算 向 的 牛顿 程序 为 ， 
1 
N-> 
Xiti 5А — 5 = 2x, — Nx? 
x: 
=(2- Nx. )x, 
因 计 算 wN 等 价 于 求 方程 ， 
х?-М=0 
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的 根 。 而 
Кх) = х- N, J'(X)= 2х 
ВЕШ м ВО Н Ж: 


і 
_ Ха N l xat) ‚һ=0,],* 


Xup = X. 2х, 2 


取 xn = AZ В Ӯ 则 得 ， 


А+в | N 
4 А + В 


з 和 解 ” 由 于 要 求 程序 中 不 含 升 方 ， 义 无 除法 运算 ， 故 将 
计算 -二 _(a>>0) 等 价 化 为 求 


V a 


V № == xs = EZ. 


1 
а- = 0 


的 正 根 。 而 此 时 有 


Кх) =а- 1, Psd 
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— "wr „у с, 


所 以 计算 二 到 的 牛顿 程序 为 


= (2 — ax: )x, 

4 证 明 H f'(x)<0, J”(x)<0, ЖЕЕ ИЛЕ}: (3) 
知 ; [\х»)< 0, 

下 面 证 明 x。>x*，(n->co)， 为 此 证 明 {x,} 单 调 有 界 ， 不 
妨 设 1(x. )<0. 
将 FOOTE x. kh ER R A 

fx)=f(X,)+ f(x. Xx—x,)+- L preg, Xx- х, )2 

ЖЕ, x flx, Zü], A x=x* 48, 


NAYES) +f EAA) ECE, a — х,)%=0 
故 有 
Ос) ке) t f(x.) = — BE (xr x) 
以 f(x; ) 除 等 式 两 边 ， 


*_ ri 三 CE 

х (x. - (х, } |= р б 190" Xa) 
Bp 

+ = PE) 22 

X*— х. = ny (х*— х„)?<0 
故 有 х*<х.+„ 
又 出 于 

f(x.) 

Xa +í = X; f(x, < 

从 而 有 
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所 以 得 {x*]} 为 单调 下 降序 列 ， 且 有 下 界 x*。 此 序列 必 有 极限 ， 
设 为 x。 对 


~» аи) 
е. 
两 边 取 极 限 得 : 
ЕВ 
(х) 
故 有  fCx)=O 


再 由 人 x) = 08а, 52 内 有 唯一 报 x* ， 所 以 
X.—>x*=x (n>) 
5 证 明 由 切线 法 公式 


大 Xi) 


ЕТ ес) 


s ю=1,2, 


可 得 
(х. XXn- Xn) + ]<x,- ,)=0 
再 将 f(x) 在 x = x,-, PA BE RK ШШ. 
IGO) fxs dH F Kn ахо) +T (xQ ж, 入 
其 中 在 x, 和 x 之 间 ， 令 х=х., 则 有 
(xs) = 有 xs +f (xz. Xx.- x. ) + T(E) 
(x, Xr)? 


= Трв), с.) 
将 左 端 减 去 1(x*)=0， 再 由 中 值 定理 得 : 
р арб, 0) = ЙС), ех.) 
Жр n Тех, х* J], EE xai Xi, АБ НЫ f (q) 
48: 
LIE) 


—x*) = 207, 5 2 
(x, —x*) 2 (п (x,—xX- ) 
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102 (x, — Xr)? 


г (ш) 
К 
— м*|—— х.) = =s 2 
< M: _. = 
二 эт, |x, Xal? 


6 (1) 解 将 Cy) 在 ?= 和 点 展 成 泰勒 级 数 到 一 次 


OQ(y)=Q(y,)+Q'(y.)(y- Yn) + FED- y.) 
&у = 0 时 ， 有 
Q(0)=Q(y,) +Q (y, (yn) + JONEN- y. 


又 由 
x*=Q(0), QY) =x,, y. = f(x) 
1 
ГА 
Q'(y,) = Р(х.) 
得 
«-„ С ly 2 
x* <= x, ТУ aI (8)f 0х.) 
x FX) 
` Flix) 


(2) Ж HOEY = y. ДЖЕЯ] УКО, A 
Q (у) =Q (y,)+ Q'(y,)X -yt Обу, )( — y.) 
HOEN- у, 
又 由 于 
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*<0(0), х, ү y. =}(х.) 


# f(x. ) 
QO’ (Cy, )= Fy d= 0) 
得 : 
*_,_ Кх.) Р(х.) 
хк, CS ET бк у 0) 
故 可 到 


Кх.) | Prf xa) 
fix ATEO” 


Xap =X, 一 K = 0,1, "° 


7 解 由 х... — x, =a(xi A) 


TJ £ 
a Xipri ГК, n Ax, 
(X, 一 和 一 ТАЕ САХ ., 2 
再 由 
хк Xr ELX 6) 
= (Ax 
(Ax. 2 
= 3 
取 Х,+ = Хг 25 Ха t ган. 


可 得 Xi+! 比 Xi+1 更 接近 于 x*， 

з 证明 ЖКА, ЖЖ: 1 (a)<0, f (b) >0, 
f'(x)220, J”(x)2>0, ARAE, 使 fixa 时 ， 则 满足 收 - 
ЕЖ СЗ) , f (хо) (х) 0， 所 以 牛顿 法 收敛 。 当 取 
Hix, 1% fixo <o}, ЊН 


, ўе) | 
ее 
WẸ: J'(aXb-a)2]jCa)| 


ба) сха) 
Со) e ela) 


х= ду 一 
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——— а а 


_ }(а)+1'(&)0х-а) 
FO 
其 中 5 在 a 和 xo 之 间 。 所 以 有 
POTE) 


Ка) 
[ЧГ 


х=а- 


хо). бархо х*) 


Xi = XO = х 


1’ (хо) i f (хо) 


Zx + (x* — xa) = X 


所 以 得 
x € [x*, b) 
KLEEBI, WAD), MAFA, TE 
完 。 
9 解 у= Кх) (х, Кх.) КА ИШ 


F с) Е = 


н DHE: 
Кх.) =F(x, yf (х,.) = Е'(х, ‚„(х.)-Е*(х,) 
也 就 是 : 


КОШ | (1) 

n аё =i) C2) 

| двар). „(ху (3) 
解 此 方程 组 Щщ (2) , (3D 得 

== A E о 


H (1), (4) 1% 
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кыжы ЖЕ (Ж гу). 
f(x.) 


Xh (4) 得 


бИ 2f'(x,) 
 . т) 
JF| (2), C4), (6) 得 

2f'(x,) +(x,+a)= ‚—4В8(]/(х. Pa id 


f(x.) š SUED 


x, +a = — 2 О. f(x) t ABC ex, )32 


(f(x, )D2 
再 用 〈5) ， (7) 8; 
ва f(x, ) 
10х.)]"(х„)—26]7°0х„)3* 
将 8 代入 (5) 得 : 


x +а= 20 dS) ____ 
2LF (x, 2 - Кх, ËC) 


又 因为 F(x ) =.0 等 价 于 x +a=0, Вр 


Х=-@ 
S зае СУ a 
2037 (х, I= Ca S (хн) 
而 x = x* ў 
所 以 可 取 
Xapi = x, — 2f'(x, (<, 5 


2077 (x, )32- (x. f(x.) 
Cn 一 0,1,.… HERR Kx)=0 根 的 迭代 程序 。 


>J 题 2.5 
1 (189 1 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 


因为 


` тч ч a мы мөс, o 


(7) 
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1(2)= —- 1 <0, f(3)=16>0 


故 x* C (2, 37 
2 ”将 方程 同 解 变 形 使 之 满足 收敛 条 件 ， 将 原 方程 
х%-2х-5=0 
变形 为 
х= 2535 = ф(х) 
Di 
p’ (x)= LAES 
不 满足 条 件 : 
max [9 《X) < 1 
再 变形 为 


x=(2x+ 5)! = ф(х) 
则 

p(x) = (2x + 5) Š 

тах |ф' (х) |= 0,94< 1 
所 以 程序 


Xnt1 = (2х, Б, п=0,1,+° 


ЭК. 
3° 选取 初 值 xo=2.5， 具 体 计 算 如 下 
== 
СЫНЕ ДИСС. == 
0 | 2,5 
Шү | ыш р 
a т 
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п | Ха 

| 
3 | 2.0959 

| — 
4 | 2,0948 

| _ 
5 i 2,0946 
6 | 2.0946 


所 以 
x*=2.095 
(2) 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 : 因为 
J€ 1)= —- 9 <0, f( 2 ) =222>0 
故 x* C (1,23. 
2 ° ЈЕ {И Z W R: k 9k 2k PF. 
将 原 方程 xs-10=0 变形 为 
x= x= gO = 10) := ф(х) 


则 满足 条 御 
| max |g’ (x); =0.9<1 
所 以 程序 
x. =х»— 5002-10), п=0,1,° 
цк, 
3° ЖЕНЯ xo=1.5， 计 算得 ;: 
x* x =1.585 
(3) Ç Ç ”1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 ， 因为 
4)=2.8422>0, J(4.5)= —1.373——0 
故 EECA 4:52. 
2。 将 方程 变形 使 之 满足 收敛 条 件 ， 将 原 方 程 
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х-1&х=0 
变形 为 х= ағсівх = ф(х) 
则 ф(х) =) 


YX? 在 [4, 4.5] 上 恒 小 于 1. 
所 以 程序 ， 
X,+: = ArctgXr, П=0,], е 
йк. 
3° 选 初 值 xo=4.25， 计 算得 : 
x*— x4 = 4.4934 
(4) 1° 确定 最 小 正 根 所 在 区 间 :， 因为 
f0) =1>0, j) = —2<0 
Ж X 20, 12 
2 ”将 方程 同 解 变形 满足 收敛 条 件 ， 将 原 方 程 
2 一 4x=0 


则 p’ Cx) =] 1n2*2" 在 [0,1 上 慎 小 于 I， 所 以 程序 ， 
xx п = 0,1, 
єй. 
3° ЖЕНЕ xo。=0.5， 计 算得 ; 


х*==х; =0.310 
2 f қи 
Xati = x, 0ј(х,), п 0,1, 
对 应 于 方程 变形 
X=x—af(x) = ф(х) 
别 ф'(х)=1—а]'(х) 
н ЖК ЗА ИВ: 
ф(х) | =]1-af’ (х) [<1, хЄ Со, b) 
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н ТЕЗЕК uk К. 
解 不 等 式 得 ， = 1<1 —af'(x)< 1 
0 Laf’ (х) 2 
车 设 Р Сх) ТЕ Са, b LER, REY, M -max 77 l, W 
"(a р(х), АЕ: ú 


0 11-0 B, xX,—>x* (m>) 


3 М ”简化 生 顿 程序 


=y, Xa) = sn 
Xr+i = x. (хь)? п = 0, 1, 
作为 一 般 迁 代 法 程序 对 应 于 方程 变形 为 
кх рау еб) 
则 ф'(х)=1- гс 


I F (xo) 
н Ж Iti K 19: 
pol | t- F) |<2, жга 


f' (ха) 
该 程序 收敛 . 
解 不 等 式 得 : 
se | 


орхо) Сх) 0, ВВЦ (х){Е Са, bg] 上 连续 内 不 变 导 ， 又 有 
рх) Сохо) Ву, {БР ЛЕЛЕ. 
FEIE: 


£ 
ETES —x*]=<-- "Ош |х,,, — x, | 


当 f'(xa)2>0 В}, 0< (x) L2 Cx), M FP (xa <0 时 ， 
: 
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由 Kase TX, -FER sp), х* —ф(х*) 
可 得 
Xati х= р'(&,)(х, -x*) 
= (Ё, Xx, - х... х, — X“ ) 
其 中 é&, 在 x, 和 x* 之 间 ， 故 有 
(x,,, —x*)X1-g' (E,D) = o (ENX. = 


№? 
(х, +: 9) = Ф (E) _ cx, — X14+1) 


1—ш@ф/'(ё,) 
(Е) 
==: $ (xo ) = 
PEDI х) +1) 
= Оњ) f'E.) 
FES Vonk) 


XH 0<|fí(x)|=C2|f (хе) |, ГОТ СЕ 001и (хь) |, 
所 以 有 


[Ха +: -х*| = LO чә + |<; т] 
«1001 [Ха — х1] 
4 Ж 因 

ках = р(х) 
则 有 

ф'(х) =] С Cx)? 0х) х) 

CF (x)22 : 
(V (x)22 

所 以 有 收敛 条 件 为 ， 
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fO (х) 

ЧЕЧ max | (J C(x)? |< 

5 证 明 ЧК: 
х... =ф(х„), x* = p(x*) 


Xni Xt = р(х.) – ф(х) 
p a ) 


= ф'(х*)(х, —x*)+ (x, — х? )? 


H EE x,# x* 之 间 。 当 p'(x*> 所 0 时 ， 则 有 


к=. = (x*)+ Ee 4 ) (х, х") 


—>p (х*) (п—>со) 
MANEAR. 当 ф/(х*) = OPF, ШИГ 


нь" _ ф(&.) „ф(х") 


{х„—х*|1 2? 2 
所 以 方程 为 平方 收 敏 ， 
而 把 牛顿 法 作为 一 般 和 人 代 法 则 有 ， 
$x) 
Fx) 
AED MEJ) 
Ф'(х) = AGN 
№ f'(x*)3=e0BF, MWA 
](х* Jie) 


g@(x)=x—-— 


, * ЖУ; „Жс. Lz 
P x =A зун T 

PLA ERRATI К, OOE 点 展开 ， 
ф(х) =ф(х*+Һ) =(х#+һ)— A DA 


jx* tH (xt ht р(х) ар О‹һ?) 


SOTER- TP ROR) 


555 


当 fx*)=0 时 ， 则 有 
1 
А рехт) + Ост?) 
+ = ` 


=х* О) 


因此 有 
Oxt) = lim С Fh Px) 1 
| koo h 2 
所 以 这 时 牛顿 法 为 线性 收敛 。 
但 这 时 将 程序 修改 为 : 
= = 2 Кх.) = s. 
Xati = Xà “ Р(х.) п 0.1, 
=у—21\5)_ 
则 ф(х) = х 2565) 
фх* + п) = (х +) - А+ О(ћ?) 
ф'бх*#) = 0 
所 以 修正 程序 为 平方 收敛 ， 


6 Ж 设 每 年 应 增长 百分数 为 x ， 依 题 意 则 有 

1+(1+x)+(1+x)2+ (1+ x)3+ (1 + X2% = 7 
令 у=11+х, П: 

у + уту +у- 6 =0 
Ж-Е КОН y BB. BLAS 

{б1)— = 2520, 301.5) =6.18752>0 
所 以 УСІ, 1.5) . 
取 初 值 为 和 =1.25， 使 用 迭代 公式 ， 

уау. Тубу КУ} + у: +y,-6) (н> 0,1, ) 
求 得 ; | 

у*==1.169 


сл 
ет 
=. 


所 以 x-= 0.169 
ЗЕК 216.9%. 


2) 题 2-6 


1 《1) 我 们 到 尾部 二 次 式 ， 即 
х?+1.0417х— 0.625 


作为 初始 МНА, НЕ ОТЕТ: 


Сту b: OUK) 
СЕН) cDo- 1) 


AP; Aq, ó; 


1,5,9583,18,4182,9,5377, 
-13,424 -0,3115250 ,0042 
1,4.9166,13,9216, ~ 1.891 


oi s | 


——— - ШЕ ~ 一 --—- — _ ——————— 


- | 
1,5.1632,15.4527,1,4518, 

| : f 
|- 0,936] 7 = 3.1952 | 0,1616 – 0.06301158,0995 
| 1,3.3264.10.279, – 14.313 
| 
1 


5 | 


0,7951 - 


` { 

| | 
O 1,0417 ~ 0,625 ` | 
I 
| 


1 1,8368 


1,5.0016,15.0043,0,0145, I zz 
š 2 í | Н 
2 1.9984; - 0,9995) 7 010977 0.6011!—0,00051151 „0585 
' |1,3.0032,10.0022, -16.97 
22 
1, 5.0005,15,0015,0.0050,. a | 
-0.0085 
1,3,0010,10.0010,-16.99 


ло | | 


ps: 


6,000) 0,0000 


3 ] .9995, - 1 .0000| 0,0005 0.000151 «0250 


-一 人 一 一 一 - 
1 ` 

: 1,5.0000,15,0000,0,0000, 

4 ，2.0000 -1.0000j0v.0000 | 

| 1,3,0000,10,0000, – 17,00 


| | w | _ 
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因此 得 多 项 式 ， 
xt +7x3 + 24x? + 25x— 15 
的 一 个 二 次 因 式 为 ， 
р(х) = x2+ 2xX—1 
(2) M ПКЕ ИХ, W 
x2— 1,1273x— 2.0877 


作为 初始 二 次 因 式 ， 按 劈 因 子 法 选 代 过 程 列表 计算 如 下 ， 


(上 行 ) b; (00 <i<mn) 
САР сс ои -1) 
1 


1,40,1273,1005.3232, 
137.0746,253.3374 0,1266 
141,2546,1053,9172,1411.: 
2827 | 


0 |-1.1273|- 2,0877: 


| 
= ыы МЕ: > 
i ! 1,40.0007,1000.0291 

i 0.7465,1,2052 
1,41,0014,1043,0596,1126 


| „5554 
кетте == о 
2 j-1,0000i- 2,0000 
: i 


I J 


1 |-1.0007 -2,0004 
! i 


1,40,1000,0,0 
1,41,1043,1125 


0,0873 11058174,52 


1041813 ,59 


因此 得 多 项 式 ， 
x4 + 39x3+ 958x? — 1080x — 2000 
的 一 个 二 次 因 式 为 : 
g(x)=x2-— x— 2 
2 
和 解 ” 设 多 项 式 
Кх) = а +ох+ + +a,x" 


Ву 4 В ARA 


25% 


x-r* 
初始 近似 一 次 关 式 为 ， 
х- Р 
则 有 | 
Кх) = (х-Р)О( х) +А Ci) 
而 Куг 的 函数 ， 记 作 R = Кг), #8 
r’ = ra + ¿Mo 
B| 97253619: 
R(r*) =R(ro) + R! (л) Ару ==0 
МКА, MERR), К (л), BRA 
КО») = f(ro) 
我 们 将 〈1)》 式 对 上 求 导 得 ， 


0= -О(х) +(х- ғ) Ше сар 


Q(x)=(x-—r) 29. sË 
rY 
从 而 可 得 : 
R' (ғ) H (x — г) Q(*) 所 得 余 项 ， 即 
R’ (ro) = Q(ra) 


Ж йы Кїл) 
于 是 得 到 ， Ar 3 R! (ro) 


#79179 

R(ro) 

R’ (ro) 

UEAn H m 更 接近 于 精确 值 *。 重复 此 过 程 可 得 到 计算 公 
A: 


ri = ғ 


Rir.) 


r. Т ОТР ТЕНЕТ 
нк R’ (ғ,) 


s R = 0,1, 
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这 显然 就 是 求 方程 : 
R(r)= 0 

的 根 ， 初 值 取 为 r 的 牛顿 法 程序 。 当 在 
R'(r*)=0 

и, ЯАР. 
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第 三 章 ”线性 代数 计算 法 习题 解答 


27 йй 5:2 


1 (1) @ 因为 |A1| = 2, А1 = — 1, 1А. =1, 
各 叭 主子 式 不 等 于 零 ， 于 是 可 用 简单 消 元 法 计算 ， 其 具体 计算 
如 下 表 


бр | i 
РАС . ыы Т — my — mre — maam 
1 29) 
І 3 
li | 2 3 5 5 1251 = CO 757 
| 1 
I I; : 3 á т 6 
att) 1 
ls | 1 3 3 5 fa = To = 
— — а. == ра наан о ср au ото: —s нЕ — i, абы 1 1 
{= 11 
Hi | 2 3 4 I la-l3ax 14 = 12 
1 ' 1› 0 0.5 0.5 1.5 {з-1зух ]3 = fa 
1 ， 1.5 
i 1з 0 1,5 0.5 | 2,5 132 = ЧУБ 
ЕЕЕ а акн ЕЕЕ та X абса 1 
1 2 3 5 | 5 
| 
I i I, 0 0,5 0.5 1.5 
: B. ` 0 0 -1 | -2 Í. Tax 1: =N. 
H НИР. 
x, = 2 


х= 61.5 – 0.5х2)/0.5=1 
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ху=(5-3х1-5Х2)/2= 一 4 
х*®=(—-4, 1, 2)! 
(2) Ж 因为 各 阶 主子 式 
ІА: =2,|А,| = 4, 14| = —32,!А,| = -240 
都 不 为 零 ， 于 是 可 应 用 简单 消 元 法 计算 ， 其 解 为 : 
x*=(-3.5,-1,.53,0.35, — 0.655” 
此 方程 组 的 精确 为 
х* =(—3.3, —1.6,0.4,— 0.6) 
其 次 再 用 主 元 消 元 法 解 方程 组 G), (2), 
(1) Ж 因为 141=1， 此 方程 组 有 唯一 解 ， 按 列 主 
元 消 元 法 解 ， 列 表 计 算 如 下 : 


[ji . х1 х2 Xa | 常数 项 说 明 
= === е. 
li 2 3 5 5 azas, 1 :为 二 方程 
1 tanl ОБ a 3 6 LSR 
š la 1 3 3 | 5 [zi =2/3,1;3 = 1/3 
li 3 4 7 ! 6 1з= l; 
I 1; о 0.2333 0.3333 | 1 йу 1х1: = K 
| | {з-1,х1з3= 1; 
Із 0 |1.6667 0.6667 3 fsa = 0.3333/1.6667 
та ЕБ а та | 
í: | 3 4 7 ! 6 li = 11 
Н I 
I ` I; ! 0 1,6567 0,6667 | 3 I; = 8: 
І; | 0 0 0.2 | 0.4 Ё‹з-1зх1з2= Ёз 
: | 
кше чыз эг с. 
Vi | 1 0 0 -4 1:/0.2= Na 
N ke | о 1 0 1 (#з-0.6667х Мз) + 
i | „ +1.6667 = У 
Ns : 0 0 1 2 |(#‹-4уз-ТтЇМз)/%= Ni 
1 
此 方程 组 的 解 
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x*=(-—4, 1, 2) 
《2 》 用 列 主 元 消 元 法 解 ， 可 按 《1)》 题 的 格式 计算 ， 其 
ЖЖ: 
x* =(— 3.3, — 1.6, 0.4, – 0.6): 
技 全 主 元 消 元 法 解 ， 列 表 计 算 如 下 : 


ЕСТЕ ПЕЕ a 
- | I; | Ху x<, Xi ; 常数 项 | 说 2] 
j 1 


1: | 5 3 5 | 5 | EXHI ? p 1:23 yE 
| а Ж Ж |2 | в | а =5/1 
I 1 3 3 65 7 l:i=3/7 
Wi -0.1429 0,1429 0 | 0.7143| 11-1ах 1з3= Жї 
J | н, A 4 7 6 让 元 为 1 .2857， 
| — E 3 为 主 方程 
i I 3 - 0,2857| 1.2857 |o 2,4286 Ta—-izax I 5= Ts 
< s 2 баа ЖАНТА =a 
| Ea |-0.1111 0 0 0.44441 1: - Exii2= N. 
г [0.1 3 4 7 | 6 Is = в, 
йз |-0.2857 1,2857 0 i 2,4286] basti 
I | 
0 | 
N: i 0 0 = 4 0./-0.1111= у, 
š Í 
F | N: ° 0 0 1 i 1 (W: -3x Му -4N:5)/7 
! | =i 
Ма | 0 1 0 | 2 i (#:+0.2857x N i) + 
i | | +1.2857 = 到 3 
所 以 解 为 


x*=(-4, 1, 2)! 
意 主 元 消 元 法 ， 当 主 元 选 定 ， 主 方程 亦 定 ， 此 时 可 以 交 
换行 的 位 置 ， 也 可 以 不 交换 行 的 位 置 而 直接 计算 . 
( 2) 题 的 主 元 消 元 法 的 计算 ， 请 读者 按 〈( 1〉 题 的 格式 
自己 完成 ， 其 答案 为 
x+-( 一 3,3, -1.6， 0.4, -—-0.6):, 
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i — нф че a 


2 м 由 于 题 设 


aij =G; ISi, JSA 
x= 0 Hf, (Ах, х) =x Ax> 0 


首先 证 a; 1220, і = 1, 2, “h, 取 
x =(0, ыы; 0, ДР 0, те 0)? 


вр ов газ ана 


1 ' 
Ах = A; A;a | 1 =; Ga; ; 


所 以 
(Ах, х) =0,,02 0, i=1,2,.,n 
ВЕ (1) a; <a; idj; 
取 


x = (0, +0, ату 0,.е,0,п; БА 0)7 
pil 


( tarida taan Ë {0 fa a,; —a,; 
j <. Те х2 "+ : | : 

1 
аараан [ау аав Qa 


(Ах, х) =а, (а; ,а;; —@;;)>0 


а; ; 20 
所 以 
qi <a, ajj 1<і, ји 
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证 (2 〉 有 A 的 主 元 必 在 对 角 线 上 上。 由 反 证 法 ,假如 
а: Ti 
则 由 题 设 A= А’, 有 
a; j >@›; 
于 是 有 
qi aii 


5 (1) 的 结论 矛盾 ， 于 是 《2 ) 成 立 。 


у ай 5'3 


1 解 设 
бф = су 
A=; 1 2 J 
Co 0 3 


用 简单 消 元 法 ， 因 а= 2 0, 则 存在 消 元 阵 工 1 iE 
Я 0 0 (2 —1 Шз 
| | be ч 

| 


= 


1 
Е 
Тайны Кр УД 
1 
2 
2 


1037 


01) j 


= 1 

| 5 

= | 2 
1 

2 


г 


MA at= 0, 故 存在 消 元 阵 忆 ?使 


72-1 б | B 
l l Т 
(бз he чут д 
Б65 


于 是 有 
LLIA=R 
所 以 | 
/10 05 (2-1 -1 
бй, СЕ AM: 
A-Li'Li'R=|2 1 1 2 21-18 
| ! 
(у 01} lo о заа) 
又 因为 
|. бг. „АЫ 
5 72 
E y T 
SOS ЖҮ Ж SE 
Lo 0 3.4) 0 0 1 
所 以 有 
Р р A 
СЕК. 
L aË | 
деро Үт Шш 0 1. 
1 | 
770-1 (i 0 34 10 o 1) 
= LDU 


2 Ш 因 AJE n ИЕ ИНВЕ, ОН КОТА 
ИЕ То НЕА о. HEZE S 3 定理 1 知 存在 唯一 
的 单位 下 三 角 阵 工 及 上 三 角 阵 及， 使 

A=LR 
设 
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il 0 ru 
L =, Ial А 1 = К. 
\ сел, 0 
又 由 4 的 对 称 性 知 
A= АТ 
所 以 " 
A= R L 
Fii 0] >T 
= *. L 
Fin Fan . 
А N 
А 1 |", 0 8 
=! 12 Е ! СА iLT 
w ... 1 J А 0 А.) 


-UDLI=U (РЪ7) 
其 中 
u; Ai 


但 出 АА LR 分 解 是 唯一 的 ， 所 以 有 


U=T 
所 以 
A-L DL: 


其 中 DD 为 对 角 阵 。 由 4 的 正定 性 知 
rii> 0, = 1,2,0 
所 以 了 又 可 表 为 
D = D. D, 
其 中 


> 


Р. 


a 


> 
Fan 


Fia 


1 
l 


í 
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L = L D; 
则 

<р Er- Dire p, Z* 
其 中 

D =D, 
所 以 A 可 唯一 地 分 解 为 


A= D.D, Ë t = (L D (D. L t) = LLT 
显然 工 为 下 三 角形 阵 ， 证 完 ， 
其 次 把 下 列 阵 4 分 解 为 LL’，; 
办 | 
[Ail = 2220, 14| = 3220, 1А:| = 120 
所 以 4 为 对 称 正 定 阵 ， 于 是 有 


| ' a ofin ma o I: la ln 
| 


~ 1 2 0 = | 1 la 0 | 0 12 hz 

一 工 0 1 vix zz laa. 0 0 Í 
利用 矩阵 相 乘 及 两 抢 阵 相等 的 关系 有 。 

la = 2， =v 2 i 


[nlna = —1, а= -ifv 9 
lily = -1, la= -1/v 2 


Гат 4552, lasy 2 -4y 3 


| ~ _ 5 _ те Е! сөтне 
ta tlg 1 l; = 1, = 1 == =d l _ 2 - 55 
1 


V 3 
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于 是 有 


v2 0 0; al Ll 
= 1 一 -一 一 二 0 3 í S S= 3 
sa v 2 2 М v6] 
| 1 ll _ 工 _ | 0 0 —1_ 
2 VE 3) 
3 证 明 . 由 题 设 


ri 0 
гыла 15. 


1; кш 1 
为 单位 下 三 角 阵 ， 则 


TAES, 

且 由 高 等 代数 知识 ， 
Жалы ы Лы]. 
EL 一 =-TET 工 = 工 


其 中 


Li 为 1 的 代数 余子 式 。 因 为 工 为 单位 下 三 角 阵 ， 所 以 
2..1 
而 当 >J DJ, Ь;;=0. FE 


MEL ;为 单位 下 三 角 阵 ， 
再 由 矩阵 乘法 运算 ， 显 然 有 单位 下 三 角 阵 之 积 仍 为 下 三 角 
EE. WH; 
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í 1 | 1 0 0 
1 1 0 17 1 0 
tai a 1 人 pi: baz 1 
/ б OY (1909 
= | ЫЕ 1 0 ы ra 1 0 
Lesa с їз+ би 1) (ram ra 1 


证 完 。 
у 题 3.4 
1 #: 设 
/ 2-1 —1\ (1 0 0 о. 
а. 2 0 |= Ia 1 0 | 0 ma Ta 
\ 


š 0 3 Ж 132 1; o 0 Fsa “ 
利用 公式 G4.45 Ж Fijo ti; (i, j=1,2,3), 为 了 不 死记 公式 
(4.4) ， 不 妨 列表 ， 


riu г; rs 
lzi ra Ta 
Las 132 733 
ru =Q =2, M2=a2= -1, КРиа=йаї=-—1 
la =an/rii= 一 Я 2 lat= a/f = 3/2 


rz =n- larn 2 — c) С 1)=% 


1з› = (аз2 – laiz) fa = K 0 --у‹ -1)]/1.5=1 


133 = 033 — Clais + lafa) = 
2 s. 4: 215 2 
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所 以 


“1 0 ч “ 1 0 01 
1 
e i l ое 
3 
{з їз; 1, 4 2 11 
бу Fiz Раз ` 2 — 1 = E: 
g e 
Е= 0 Fz22 Кз = 2 2 | 
оао Ж 83 
2 R E 
A=LR 
其 中 
^1 0 “| |" nz Pa] 
К12 | > 
L =i rir } Р R=| 0 ra ra| 
Para ү, | | 
“Кїї F22 2 0 0 rss 
HAR (4.9) Kr; j: 
riz 0, а= — l; Рз l 


эр bal лш - (21 - _ 3 (ma 
#22 = G22 ы 2 5 (— 1) >( 


F23 = 223 一 
ll 
ria 
F33 =G3y— #13 — 
11 


Е E EPRE E ЧР ТА 
sD- 


t23 


t22 


i ee А o 


fii 2 


Fiz = _ =. _ КРИ ЕН 
з= 0 ( 2) (= 1) = 2 


F23 


LA 二 
Fi 
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{ 1 0 0 у Í yi | 0 
1 = К 
ЕЕ МЫ и | J 
` 2 3 0 J Уз 0 
解 得 | 
у=, = 0 
у=, y= 1+41х 0 = 1 
Tit 2 
1 
=b — 13 — Tas. = -1x rix 1 =-= 
Уз ? п га" Š 2 б 3 3 
再 由 
2-1-1 2 0 
З. | Б 
0 2 2 x; |=| 1 
А. 1 
0 0 3 X3 3 
解 得 
Хз = Уз/Тэз = 1 


х. = (уз – ғзХз)/ғо = 1 
х= (у YX, РХ) / Ри = 1 
所 以 得 解 向 量 
ж=(1, 1, D 
3 Ж 因为 和 A 为 正定 阵 且 和 4=A"， 于 是 有 


A=LLr 
W 
ү ама, йа 0 
А = | аз чи сз 1, lza 12 
dai а," la oee Тыз 


L: ! 12, Т; | 
' 0 Ке 
根据 乍 阵 的 乘法 有 
азу Ga tarn аи ТИЕ 1..1...) 
А = Gn 020 uls De їз 122 Г, 
а. а.з Qro? рр aA 0 С 
2 Eola нона. on A se 


-| BE。 天 + 也 ee Б Кен 
Кн Te те ич Sal 
iR ERER ЕХ, ШТ, 
fes; =1aljite tili; i>} 
| 
ктп, „тана. 
ften- уй 
l: = | i 
т: ӘЛ, i>i 
š 0 i<j 
利用 LL f. >R3% B EE 
A =(L'Y L> =({(L TL! 
RRR LES, 
令 P=L'', ШРШ ЕЕЕ, 2 PERA Pi 
‘P,.=0, | HJ) 5 ШЇ | 
工 D= 了 (单位 泗 ) 


可 得 2 的 元 素 与 工 的 元 素 间 的 关系 ， 即 由 
Tu 0 Ypu 03 "1 oi 


дра 0 
зра + Гара оар: 


Уфари Y I. pi 1, Dra ) 
ka] к=] 
于 是 有 
lPi El, SO нар: =0 
k= 


则 


s: g 
lips -( У? Lope 2011,35 j=i+l, e,n 
ЄТ 


所 以 


J #й 5.5 
1 解 ” 因 为 三 对 角 系数 阵 


-4 1 | 
1-4 1 
А = 
| 1-4 1 
`0 1-4; 


а; = 120, с; =1>0, B, = - 440 
~PBi=4>c=1, - В, = 42а, =1 
— B; =4 >а, +e, = 2 
满足 引 理 全 部 条 件 ， 由 定理 可 知 和 4 可 唯一 的 分 和 解 为 
А=1.,К 
应 用 〈5.4》 计 算 工 ， 肌 的 元 素 : 
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B. =й, = -4 


1 
о; = a;/B, = =: 
1 5 
B, = dz ~ 0201 = -4-(- 1) 1 = -!Р 
4 
аз =а/= 1/ -= — 15 
4 : 56 
Вз = da- @зС;= 一 4 -(—з5)* 1 = – 15 
15 
a =04/By=1/ -78 = -Ex 
Ва = 0а – cz = — 4 -(- B x 1 = - 
其 次 应 用 公式 (5.7) 计算 向 量 y 
yi=bi=1 


у= 0. - @У=1 + Ly 1 =- 
уз = bs 一 03y2 = 1+4 
ya = 0а aya = 1+ 56 х Ри 

利用 公式 (5.8) 求 得 
xa = y /B = r x ( - 22) = - 205 
= =[s-(- 209 
ЕНИ. 
е я a) xi] a 


所 求 方程 组 的 解 为 
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x=( 93 _57 _285 7637 
258” 129” 622 209 

2 证 明 КАНАШ ЕТЕ ЗЕЯ, н 3 = W 
$ 3 EH efe E {ҮТ = L K = fE R, fE 

A=L +R 

且 分 解 是 唯一 的 ， 再 由 高 等 代数 内 容 邑 ， 分 块 阵 的 运算 ， 从 形 
式 上 可 按 一 般 阵 的 运算 ， 故 由 三 对 角 块 阵 运 算法 则 ， 必 有 如 下 
分 解 : 


L 9 DC, 9 
Г, 1, D; C; 

A=L+R = . s. 
| БЫ; | С. 
kO гә у k0 р, 


Hop I, AME, р. НАЕ, 
将 上 式 右 边 作 乘积 ， 由 托 阵 丰 等 的 定义 。 得 : 
Dua; 
P. = В,Р.`, GP D, = B,) , i=2,3,:, k 
D =A,-T,.,C,-,, і=2,3,--,Ы 证 完 - 


з" Ж 设 
Ахҳ= ё 
Bl 
00 Ft B.Y f xi b, 
Bz aa; F2 | хз е 
a Ж: (1) 
наах > 
к» B. Hr/ x, b, 
WR Ж k С Ну, У 
ах + кух + Bix, =b, 
可 化 为 


ох + FXa = bi — В.Х, 
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第 n 一 1 个 方程 可 记 为 

B.- X,-: tO X - = 03-1 = rr-iXn 
暂 不 考虑 第 个 方程 ， 则 可 得 上 -1 阶 方 程 组 

Bx = (2) 
HH в A ЙИ ТИЕ 


X= {Xi Xn, Xn)" 
f =(bi- Bix, by Dr ixXn)T 
可 解 方程 组 (2) , W 
g = (bib, baas Bai)" 
h=( -B0 s 0, Srni)" 
于 是 
f -g+x,h 
再 设 
x =и+х„р 
则 方程 组 (2) 可 变 为 
Bu - g (3) 
Bo- Ë ( 4) 
BR G), G) 的 线性 结合 ， 就 是 方程 组 (2). 

н (з), (4) 是 三 对 角 阵 方程 组 ， 可 按 公 式 (5.4) 、 
(5.7) 、(5.8) 解 出 。 假 定 已 解 得 《 3〉 的 解 为 w*。 (4) 
Ае", 其 分 量 分 别 为 &;*，vV;*， 从 而 | 

х 0+ +x, pt, Вх, <ut,+ x уб i=l, 2, R- 005) 
Ti a ЕВ Ж ЛВ 
г.х + В.Х. T z,x, = b, 
所 以 
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pu хоу) + В, (ut. E XVn) оха =b, 
u*, УЖЕШ, ШЕЙХ, RA (5) 即 得 wx。 而 原 方程 的 
解 
х* = (хх, х.) 
4 证 显然 所 给 阵 4 是 对 称 的 ,用 数学 归纳 法 可 以 证 明 。 
记 - Айк МЕТА, ША 
Аз= ( – В.) (– В.) ~ CI> 0 
假定 满足 定理 条 件 的 k- 1 REFRA- 20, ПЕ КИЕ 
中 ,由 第 上 -1 行 加 上 第 大 行 的 Ce 78 倍 ， 使 人 - 1,K) 处 的 元 
素 为 0 ， 则 第 K- 1I 行 成 为 
‹0,--,0,С,-\, Вал, 0) 


Joh Ва = В.С, Съз, PE 
| 一 及 -Cı | 
| - C Ж В. C | 
A, = -8.: у .. Ë `, > s, | 
-Cr Ва: Ci: 
| Сре Bi | 
因为 
В рыш Ci = + Cii 
| Bi | 之 | Бае 8, | [8-1] [8 | 


С, _,2 lfr- lC- >C: 
所 以 上 行列 式 满足 假定 条 件 ， 所 以 At=:>>0。 于 是 有 
A, = - В.А, S> 
HT - АЮ ЫИ #-РҖ 0, 2 - 4 是 正定 的 ， 从 而 4 是 负 定 
的 。 证 完 ， 


sJ 题 3-6 


1 证 明 АНТСЕ, MAA = 工 因 (6.6) 是 
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列 主 元 法 ， 于 是 存在 非 奇异 置换 阵 P， 有 

PA=LR 
于 是 

(PA) = (LR): 

Вр 
A = АР Рр=(РА) :PP WE. 
2 # (11) 因为 4 对 称 正定 上 且 4= 工 工 ， 

A = (217) =(L) L s(L L 
FARER L, A 就 可 以 了 ， 现 在 的 问题 是 已 知 LR 
L. P-L, 其 中 P 是 下 三 角 阵 ， 其 元 素 为 Pis WAJ 
题 3 ,4 第 3 题 知 


Р =1/4;; 

Р == Уер ]=1+1,се,п 
k =i 

于 是 有 
А) = ртр 
(2) 证明 因为 4= 工 工 ， 所 以 
lA|= |LL'| 
=|LI|L'| 


= (Һор, о? 
= (hila 1. 7 )2 
其 中 1 ;为 工 的 对 角 元 素 。 EE. 


习 题 3,7 


те H 
ts x= (1, -2, 3) f 

故 三 种 常用 的 范 数 是 ; 
(Ilxh=1lx|+jixzl+jlxj=l+r|l-2 +13| =6 
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(H) lal = ва =. 1+(-2)1+3# = 14 
(HE) Ixl = max]x, | =3, 1=<і%3, 
2” у=(0, 2, 3)! : 
(I) [y| =10]+12]+13]=-5. 
(I) |yl|;=, 02+22+32 =.713, 
(E) |у\„ =max|x;] =3, 1<i=<=3, 


2 解 不 一 定 ,， 例如 在 二 维 空间 内 ， 设 
x= ((-1):,0) T, a=(1,0)7 


显然 
илз = lal 


但 


lima =a f 
3 ШЖ (1) C=ftx/xi =lxeR3iy 的 几何 意义 是 于 


RB. EK 2. ， 以 正六 面体 的 中 心 为 坐标 原点 的 正六 面体 的 
表面 ， 如 图 1， 
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(2) Cs= (<|! x| = 1, х КЛА Хт К?! эр. 


面 上 以 04 为 中 心 ， Е ЈЕ. 如 图 2 。 
4 解 (1) i Al = тах os 
=I1-1|+|2!+i:3'=6 


3 
(2) 14h=max ila; ! 


i=1 


=|1|+]2|+]- 2 = 5 
(3) lAJ; = h 
AFEA 4 特征 值 最 大 者 ， 
102 1 0 
ATA= [ = - 1 2 3; 
0 3 1 з= ш 
/ 


"4-5 0 35 
Р(3)=|ДЕ-АТА|= 0 4-9 -4 =O 
s $ —4 4—10 


ЙЕ JDELP(4)=- 43 — 2442 +1601- 289= 0 ， 求 得 


À = тах |4, | =14.12 
所 以 | 
А [а= де 4-12 =3.76 
5 ШВА 因为 
jæ. —х* 0 
LA; -Al~ 0 
而 
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|4, к, – Ax*] = |А, – A)x, + А(х ~ х*)|| 
<А, -Alfe l + 1А Пк – x* || >0, 


k— co 


lim Ах. = Ах" 证 完 


6 ШВ 因为 4=A4"，B=B", 于 是 有 
41, = СА) = шах |А, | = 


|B|:= 08) = тах |å; = 4 


HT 

А+В=(А+В)Т 
所 以 

ОА + В) = [А + В|,< [А [2+ B|; = 04) +В) 
证 完 ， | 

7 证 明 设 4; 为 4 的 特征 值 ， 因 为 

lA|<1 

所 以 


li | <JAl <1, i=1,2, 6 n 
故 I-A 非 奇 异 ， 因 为 

(Т-АХІ+А+ А-А) = 了 -AH 
用 (IT- А) ЖИА, HHF 


lim А? +! = 
则 有 
(Т-Ау'1+А+А%+ eow 
所 以 | 
[(1- A) + A} + [АГ + 
ИТЕ ИЕР 
= а] фа 1<0 
从 而 有 
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' =1 1 Е 
з 证 明 因为 
I=A-'A 
所 以 
1= А-АА! + |All 
于 是 有 
ая 1 x; == 
h АБ E . 
9 ШЕ 因为 
А-1 В 
其 中 
í 1 0 ` 0 -0.4 -0.7) 
r-o ‚ B=| -0.1 0 -0,2. 
0 ) -0.3 - 0.2 o) 
而 
181, = мах $2 |bi;|=0.7+0.2=0.9<1 
z {-1 
所 以 由 7 题 知 
1-В-А 
为 非 奇 异 ， 因 Ali =1.9， 所 以 由 第 8 Е 
z L... 2.11. 
lA Ila 之 TAT т 
ш BJA! Т. 
10 Ж 因为 
— 2001 о, 
A` = | 
1001 -1000 
于 是 在 || .il， 意 义 下 
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ТА 1. = 4.001, (A |, = 3002 
сопа А) = 12011,.002 
Ele :意义 下 
JA. = 3.002, ÑA 11. = 4001 
cond( A) = 12011.002. 
11 证 明 首先 对 xe R, EX |< |. = As IE R 一 下" 之 
— 3], ЖЕ НН РАЕН Ч, PW DL XT — хек", 
Axe R' 是 唯一 确定 的 . 而 | ER 中 定义 了 的 范 数 。 所 以 
Ах—|Ах]| 
是 R" Ж} ЕН В, FE 
хэ | Ах | 
是 R 到 实数 域 上 的 一 个 映射 ， 
其 次 验证 1xi 4 满足 范 数 三 个 条 件 ， 
1° 显然 1х], = ax] 20, ЧЕЙ. HE <= 0 时 ， 则 
Ax- 0. 故 有 
[аА х= 0 
х 08), НАЗЕ, ТЫ Ах=е 0, В 
laja = А20 
2° ЖК. ЕЕ K 
кх. - ПАС) |] 
= [КАх) | 
= |К Ах 
= jkl jx 
3° KARER, HF x,y < R" 
ixt у, = Ax + у) | 
=ļjAx+A yil 
<ljAxi e Apl 
= jixat а | 
这 就 验证 了 |x|| да EXIL 2°. 3° 3, ЛАТ ЈЕ 
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R 中 的 一 种 范 数 ， 
12 证 明 考虑 行列 式 
ІА '||A+óA|=]|A-:CA+6A)|1 
=]|A-:A+A- '6A! 
=|I+ A'A: 
因 当 [А-'ФА[-14, ЖЕ 4 64 可 逆 . 
JA: |А+дА|=|1+ A'A] +0 
所 以 
ІА ч бА | +0 
从 而 阵 4+64 可 道 ， 


习 题 38 
1 E OD 先 将 方程 变形 ， 以 7, 8, 9 分 别 除 三 个 方程 两 


(1 0.143 0.2861 Єх ш ) 
10.250 1 0.250] | xa |= 1 | 
0.222 0.222 | 5 {0.667 
从 而 
f x, 0 — 0.143 —0.286 ` (ж 
| "|: – 0.250 0 – 0.250 “| 
\ xa) \-0.222 —0.222 0 x3 
(1.429 | 
+ 1 
\0.667 ) 
由 于 
181 = тах У115,;1=[-0.250| - ;- 0.250] 
i=1 
=0.500<1 


МОЕ ЖАЛАШ EO. ЖЇК, 2 R 
xo = (1,429, 1, 0.667)" 
ӨЗ. IEIET: 


| xi х: Ха f; 
2 —— — = 9 = eein n 

| 0 -0.143 i 一 0.286 1.492 
| -0.250 | 0 ;0,250 1 
| -0.222 | 0,222 | 0 0,667 

х. О ыш | 1 | 0,667 

x, | 1.095 1 0.476 j 0.128 

х; i 1,324 | 0.694 : 0,318 

x. о 39 2 0.590 i 0,219 

x | 1282 | 0.638 | 0.26: 

x, | вз | оми | бм: 

х, | 1% | 0.625 | 0.25 

x. | 129 | 0.619 | 0.246 

х. 1.270 0.622 | 0.248 

x, | 1.269 0.61 | 0.247 

Xio 1.269 0.621 0.247 


因为 ”>x。 = xi 满足 精度 要 求 ， 故 停 正 计算 ， 取 xi 为 所 求 方程 
组 的 近似 解 ， 即 
x*=(1,269,0.621,0.247)7 
(2) Ж 由 于 


В|. = маху у [6;;1=0.36< 1 


满足 定理 2 ARAR, КАПЕК ЫНДЫНЫ хо, BREF 
Ж, 今 取 мо = (1,0,0) 708.501, УЈИЕ, 
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— —— — - ‚же < 一 。 cem —— -一 сг» 


0.1 0,2 - 0.04 1 
i -0.2 0,06 0.1 0 
` 0.05 0.1 0.05 0 
x, 1 0 0 
x, 1.1 -0,2 0.05 
х, 1.068 -0.227 0,0365 
х. 1.0599 — 0,2236 0.03179 
х. 1,0699 - 0,2222 0.0316 
Xs 1 1.0603 – 0,2244 0.0317 
х; С 1,0599 -0,2224 0.0315 
x, | 1,0603 -0,2222 0.0317 
м, 1,0803 -0,2222 0.0317 


因为 在 所 要 求 的 精确 度 内 хо = xs = (1.0603, —0.2222, 
0.0317)"， 故 停止 计算 ， 所 要 求 的 近似 解 为 
x*= (1.0603, —0,2222,0.0317)1 
2 # 因为 
Xi =X, talb — Ах) (1) 
则 有 
Xir =X, +eb-GAm = (1 сА)х, + ab 
BE CD kk, WARE 
©\1—-еА)у< 1 
设 和 4 的 特征 值 为 *， 因 4 对 称 正 定 , А220, Hü I-—zA 
的 特征 值 为 1 a4。|1 -a4|< 之 1 的 充 要 条 件 是 
0 <a< 2 
HA) = A, 8124 
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pA) 
时 ， 
o(I- aA) < 1 
当然 
ИБ Ж 
ОА] 
Bt, 也 有 


MI-aA)<1 
此 时 近代 序列 《1) ЖЖ. 
现在 用 此 法 解 所 给 方程 组 ， 因 上 4 外 = 4, 024 
2 _1 


0<a< +=; ` 


时 ， 所 给 选 代 程序 收敛 . 今 到 a= ЕЕ, ЖЫЕНА 


itl s(F— Ax. = b= (1-0.25А) х + 0.255 


但 由 于 p(B) 二 0,98 接 近 于 1 为 此 收敛 很 慢 ， 从 任意 初始 值 
出 发 计算 量 很 大 ， 其 解 为 
х*-= (0.9920, 0.9956. 09900)" 

实际 该 方程 组 的 醒 确 解 为 

x*=(1,1,1)” 

3 解 方程 组 (8.1) 的 选 代 程 序 为 08.2) 

x; i = Bx, + f 
取 xao, M 

x = Bsxo f = f 

x; f+ Вх: f + Bf 

xı- f Вх. = f +B f -- B: f 

x; = f +Bf+ ВР +. + B: f 
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因为 当 p(B) 二 1 时， 
B'—0 (К—>со) 
ха (k—ocəo) 
所 以 有 
x*= f +Bf r Bf ++. + Btf +B: fi 
这 种 迭代 程序 在 适 代 过 程 中 不 用 每 次 者 加 沼 数 项 ， 为 此 比 
较 简 单 . 但 初始 值 必须 取 xo= 0 。 


2] 题 5'9 


1 СТ) R 此 方程 组 的 系数 阵 为 对 称 正 定 阵 ， 故 “G 一 人 
ЖЧ. А = р--1', Ш G- SEREM: С 
G=(D- L) 1" 


П 
ир ?: ws Р ¿=a eQ P Em GSS Ж 
=з , 


ое 心 | 一 кәе 
ко! 
° 
EPE E 
© 
© 
< 


Ко — 5108 РЕ 
х... = Gx. + f : 
由 于 СГ. 1, ЗАВЬ, ЕЕН xo。， 计 算 结 
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Nr de метит от 


果 为 
x*= (0.9990, 09995, 0.9990)? 
该 方程 组 的 精确 解 为 
&*=(1, 1, 1)" 
‹2) R 此 方程 组 的 系数 阵 为 强 对 和 角 占 优 . Wk G—S Z 
Жаб. FERAT, 8, 9 分 别 除 以 方程 组 两 边 ， 得 


С, 2. 710 
2. 1. si 
| £ jo r pam a 
2 2. | EA 
вә 1) дау (у) 
于 是 得 原 方程 组 的 等 价 方程 组 
Sh ын 
FA: L 
S. фо. 1. 
А жЕ. 
ВВ CAE Аз 
为 了 便于 计算 写成 小 数 形式 〈 精 确 到 10-3 
(лу í 0 —0.143 —0.286 xò /1.429) 
xaļ=| -0.125 0 -0.250| x< +Í 1 | 
xa 【人 -0.222 -0.222 0 ¿ ix} “0.667) 


任 选 取 初 冶 值 ， 计 算 结 果 为 
xs*= (1.255, 0790, 0.213)” 


此 方程 组 的 精确 为 
х* -(1.2551,0.7900,0.2122)" 
2 М 把 方程 组 (8.4) 中 的 系数 阵 4 分解 为 


二 0 -2 2 
Ат 1 11-010 |-{ 1 0 -1 
\2 2 1; LO Q 1 -2 -2 0 
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其 中 
[ ó =2 23 
Pae sQ as | 
—2 - 2 o) 
AAEN ERRER. М) 
|B|.= 421 


此 时 不 满足 定理 2, MNR R EER HARE EnA, 
故 必须 根据 定理 1 的 充 要 条 件 判定 。 


设 阵 B 的 特征 方程 
q(4)= |A1—B| 
“À. 2 -2 
=} 1 А 1 
22 А; 
=АЗ-4+4+42- 22-24 
= 4? = 0) 
所 以 == 43= 0, Bp 
p(B)= 0<1 
Ет БА ИЛЕН] МЕНӘН. 
其 次 再 把 阵 B 分 解 为 
20-2 Жу ДУ 0 " 
B= -1 0 -11= =- 0 0 | 
[шй доа ЖУ дес ЫВА 
СЙ. = SA 
+! 0 0 -1 
lo o o? 
=- L +U 
所 以 有 
А=р- L- U 
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РИЧ 
G=(D- L) О 


1. 1-2 ш 

[0 -2 2 `) = 
‹ 0 0-1. 

о о фу 

КЧР АТАА 2 
= | ik 0 —1 
2 2 1, \0 0 0 
К. ро 2 ] 
=з Шз! e T 
ае 0 oj 
(0-2? 2) 
-|0 2 -3| 
| 


G 为 二 角形 阵 ， 其 对 角 元 即 为 其 特征 值 ， 故 有 
p(G)= 27> 1 
所 以 使 用 采 德 尔 迁 代 程 序 为 发 散 的 . 
结论 ，A: 对 雅 可 比方 法 收敛 ， 对 G 一 8 方法 不 收敛 。 
对 4: 也 作 类 似 分 析 。 设 
A,=D- M 
(20 01r 0 1-1) 
гарар. less 06. Sq 
0 0 -2 0-1-1 0, 
MO ET] He EREA 
B-D 'M 
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2 0 
=-01 0 1-1 0-1, 
' 1! 
\0 0 -7j 1-1-1 3 
E ił 
0 5 -| 
тры. 4 
11 
Жол а 
因为 [B] = 2 >1 不 满足 收敛 充分 条 件 ， 而 
ФСА) = |1I-B| 
1 
A =g 9 
= 1 A1 
al lk 
1-9 2 к 
ЪЪ l,, 1 
=т= лед куак 
=+ деда у= 0 
则 
p( B) = М8 1 
КЕ НГЫ КИЕЛИ. 
X. Нус 51р 
-(р-1)-'0 
r2 0 | 0 0 Oo 
`: 1 ЕЁ о о | K: 
0 0 -2J l-1 -107 .0 


1 -1 
0-1 
0 0 


‚20 030 1 a 
1 1 —2J .00 网 
人 = 
т. 1. 0.21 
i 1 
= у 1 0 0 0 -1 
1 1 
фт: же їй: s. 
1 _1 
oD 
i 2}. 
к ас дш 
业 
о 0 r 
ЯС = 1 不 满足 收敛 的 充分 条 件 ， 而 
ФА) = |А1-С| 
1 1, 
k 29 2 
2 1, 1 Taro 
С a 


所 以 p(G)= $<1, Ж G—S У. 
结论 ，4; 对 雅 可 比方 法 不 收 化 ，G 一 $ Hkk. 


习 题 3.10 
1 (18 因为 


X =X- Har- 
所 以 
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(х,, Аб) = (х, +010900, А.) 
=(w.- ASi) ar: (S: . AS.) 
=(х,.., AS.) 
=(жҗ,_,, АЎ, )+a,- ($. AS) 
=(хо, АЎ, ) +a Sop AS.) 
=(x А5) =0 (С х= 0) 

(2) 因为 
Sii =, Ваа 
所 以 

(ri, Simi) = rise TB: :5 ,) 
= (reir: 1) +r (r. S...) 
=B,- re Saa) 
=Br-be (ro Skoa) 


=B,-.B.- | Bol ri, So) 
=В,-›@8:--5°°°бабту, ro) 
=0 (kZ> 1, $0=ro0) 
(3) 设 向 量 x 的 误差 函数 
H(x)=(A(x-—x*),x— х?) 
U, = х, – x* 
内 为 
X, = od, 
则 
U.. =U, +a, s; 
所 以 
HCx, )=(AU, CU) 
=(AU,,U,)+2e,CAU,, S)He (AS... S) 
由 于 
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(АО,,5,) = —(r $S i)= —(г,,г,) 


@ reer) 
` (AS,, S.) 


于 是 有 


_ f U (isre)? _ 
Н(м. .,)= САО, Ui) -— aS, S 

<(AU,, U,) 

= Н(х,) 


因为 4 是 对 称 正定 阵 ， 易 知 有 
ÅU, U) (AU, U) 
所 以 
WU; 1 17, 15 
Вр 
læri = t a< к |, 
(4) 证 明 因为 
$ i =r; +Bi- $; 
=r;  +B,- (r;- TB ;- :S$;-:) 


=; ЕВ, rio TB i Bi risa] + 
+B;-_1B;-2°"Bero 
同 理 
$, =r, +B,-ir TB B, ri + +t 
+8,-.В.-: Boro 
并 注意 到 лот, eer: ВЕКЕ, H k<i, БТ) 
($,,Ў,)5838; Bi - ВСР) +В, B -> 
Bi. (r, ore) asses. + 
+ B; 18: B BI - Bi- "Во Сто то) (ж) 
因为 8.20, (к, к) 0, = 0, 1,2-0,6 则 (*) 式 右 端 诸 


FEHEM. 
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„4 


所 以 有 
(S, S: D>C (k<i) 证 完 ， 
2 Ж 取 xo=(0，0，0) "， 列 表 计 算 如 下 : 


I { 
Xi | Xx; | X3 | со! (к, СА, | САБ» | «к | B: 
: бк) ri) Si) Si) i 
ЕРИНИ ! й 3 aa кена: ! 
| : | 
z 2 = ! | | 
2 5 1-4 | ! 
-2 |-4 ! 5 i | 
Е Í ° anh a 
| ! | 
b а ра | ; | 
n? 1 | =Ñ Í 
о 0 0 | : | 
К„=р- Ax | 2 1 | 1 6 | | | 
$›=7% | 2 | 1 | 1 | | | 
Ыы | | | | I 
н | | pe 
А5, 4 | 5 -8 | | | 0.6| 
| | [ J| ШАН Жл 
у= Ny +0080 а ел 0.6 i 0.5 I ' 
: : | i 
risb- АХ, |-о.а |-2 | 2.8. 12 1.6 | | 2 
P г е ana i ee ; ES 二 
Si=fitBsSo 5.6 | 0 | А.в. | | | | | 
i i | 
а | | | 
А5; 0-2,4 1-12 116,8 | 1 o He 
tasta ы А. : : a t E = 
А 1,8] 0.6 1м | ! y | | 
i i Ç 
| | | 
| i 


所 以 方程 组 的 解 为 
ха= (1,8, 0.6, 1,4) = <* 
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з 证明 依 题 意 设 
$ = (So, 5;, шы £...) 


所 以 
pay 
| 
STAS= | $ А(5е,$,'е,$,,) 
{ L Si 3 


SrASo STAS, STAS., 
\$тАз, 3 en Шы Б Д 


AS 51 АБ: sr. CAS. | 


但 因为 疝 量 组 $u, $S... 为 及 正 交 的 ， 
STAS, СИ i=j 
从 而 
STAS; 0 
STAS- STAS, 
0 АЕ 
于 是 设 5745 = D, Дир 为 对 角 隆 。 
其 次 证 明 A-'=SD sr 
因为 Е 
STAS = р 


Nores aa s 


所 以 


xW 
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fi 


2) 题 5-11 


Т ЖАН ЛЫН, Ж хо= (2, 一 1, = 1)" 
列表 计算 如 下 ， 


| 
-1 , 2 | 0 | =з 2 9 
\ ` i 
= т 0 Т | рє? 1 0 | 1 
i 1 
1 ЕЕГ Р | i sa; 
Хэ | 2 | -1 ， -1 | Xa 1 2.794 17460 | -9707 
| í 
+ i < Ë А 
хаг 6 р. = ' —3 Í| ж | 70755: -56714 | -31501 
| š | д 
É TE Еі КЕ е Т азе | = |... . 
Х ° J9! -14 > —9 1 Xic | 225775. — 184183 | —102256 
| 上 дым = ч. к 
Хз 61 -47 | -28 | 41, 745889 | — 598091 | —331981 
[т.к = ыт к=! йт — за} а= ® 
! i l 
Ka 397 © -155 ! -89 | Aiz 2421850 :— 1942071 ~ 1077810 
esia С Жс i _. ! и е. „дее. 
х; 638 -507 ， -286 i Жу 1863641 – 6521992 | ~ 3499720 
| i 
I 


= ;3 
924 | xt 


| G МЫ 3.247045 | 3.246885 
š 


. 2069 | -1652 | 
- 
! 


| 
| 
| 
š КЕ 2 
жу ! 6734 | 5373 | - 2993 
从 和 迭代 向 量 的 分 其 的 数值 变化 规律 发 现 是 属于 第 一 种 情 
01. 所 以 А =3,2470 
对 应 于 妨 的 特征 向 量 
жїз = (2421950, — 1942071, — 1077870)" 
Вр хі = (1, — 0.8019, — 0.4451)" 
其 次 求 4 的 最 小 特征 值 和 相应 的 特征 回 量 。 因 为 4 的 最 大 
特征 值 和 =3.2470， 故 取 н=4 (Е 
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4 0 0 D Е р, гоз 
B =pl- А =| 0 0 = 2 0 
o o 4) 1-1 o 1? 
2 1 
= 1 0 
1 3 
Ж хе = (1, LD7, 列表 计算 如 下 : 
2 1 1 
1 2 0 
1 0 3 
Xg 1 1 1 
х. 4 3 ! 4 
x; 15 10 I 16 
! rl =: — — —..íTP 
x, 56 35 | 63 
1 
j š i 
х; 210 126 : 245 
Xs 791 426 945 
— ке —. — | = 
х, 2953 1643 | 3828 
ате жесе ш 
х; 11175 | 6239 | 12831 
хз | 42420 | 23653 i 52668 
| 
х | 161161 | 89726 | 200424 
| 


I T 
612472 | 340613 | 162433 


3.800 x 3.796 8.800 


从 迭代 向 量 的 分 量 的 数值 变化 规律 发 现 是 属于 第 一 种 情 
况 ， 为 了 加 快 进度 而 应 用 加 快 公式 


©, = (X10s Xio) ‚ 1+0188 x 10 


(x10, X9) 2,8208 x 10" =3.612 


所 以 ån = в-С, = 4 — 3.612 = 0.388 

其 次 求 , 所 对 应 的 特征 向 量 ， 

因为 B 的 最 大 特征 值 为 C1 二 3.612， 所 对 应 的 特征 向 量 为 
хә = (161161, 89726, 200424)", ЖТИ) (0.80, 0.45, 1)" 


由 于 
С.х = Bx 
所 以 
(#- А.) =(ul- А)х 
-å> ux =- Ax + nx 
所 以 
2.х= Ах 


以 上 说 明 与 C. 所 对 应 B 的 特征 向 量 x， 就 是 与 14， 所 对 应 
A 的 特征 向 量 x, AA A 的 最 小 特征 值 4. 所 对 应 的 特征 河 
量 为 
(0.8, 0.45, 1) 7 
2 Ж ЖЕ B 的 特征 值 . 取 x. = (1, 0, 0) 
列表 计算 如 下 ， 


601 


5 | 4 
| 11 8 
13 | 13 
л 7 一 一 “一 ”一 一 一 
х. 1 жр 
x, 5 | 11 
x, 17 39 
за AZ е2 Ж БАИН 
| 
х. 2% | 82 
к 5 ЛЕА 
х; 81 | 195 
* I 
а: | z £ 
х; i 145 571 
Р | 
x, 337 819 
х- 593 | 1523 
Xs 1361 3315 
CON - _ — k —— 
Xy 2385 | 6163 
! 
r3) 
4,02 4.05 


260 

И а 
1092 а 
шр 
. 
TTAR 
4.03 


ЭЗЕЛДЕ ЖП ЛУ ЇЇ ЖЇН ЛЕ t Ж ВЕ р 3 A 18 


况 ， 


41 =4,03, 3а=2.0, 22= —2.0 
对 应 于 л 的 特征 向 量 


ҳу = хо + 28 == (5107, 12793,16588)7 


将 хі 标准 化 为 
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хі =(0.3079, 0.7712, 1)" 
对 应 于 4 的 特征 向 县 
хі хо- 2да == ( — 337, — 467, — 1092)7 
将 х Ж ЕЗ 
х! ==(0,3086, 0.4276, 1)” 
3 证 明 因为 


À~ äu 一 Ga "та. 


Kisla- aja | an 2-03 a 


一 Ci 一 Cn i Unn 


=A"— pA tee (1) "р, 


根据 特征 多 项 式 的 系数 和 元 素 的 关系 式 知 
Pi = Gi t azat etaan 
P,=(-—-1)"] A| 
又 因为 
ФОА, ) = k I- A| =0, 1=0, 1, n 
根据 韦 达 定 理 知 
Pi =i >At tAn 
所 以 
Р; = SoA: = Усак; =SpA 


iml k=. 


又 因为 
Ax =)Àx 
故 
А‘ х= А. (Ах) == 
所 以 
SpA =h + Ai + +: 


=At[1 (2) о )> 
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ЭАК Жэ, |< 
А1 


所 以 

和 =lim w SpA 证 完 ， 

4 证 明 因为 Ji = AJ, + f kek EH АИК yt, 

即 当 充分 大 时 ， 有 

"= yeti=A(Y — у,) 
又 由 (011.5 当 K 充 分 大 时 ， 有 

I*J SAC yt yA ayt y) 
所 以 

э*— у, =A I*A 
移 项 (1-4) у= Irri — h jio 两 边 涂 以 1 А, 得 


y* = Iiri TMe, Снн Pt PUS) 
l-A 1- 2А 


= ЧА) + Суна 3) «Паре Г 


1-1 Е 1-41 
Вр 


ж as + Pr Pe 
z Pi 1-41 


ХЕ ВИЕ yE £B ВОО ñ КИЕН — hl Sra В. 


[АЈ ~ А | =. -a3 0 “=, I K”. | 《 按 第 一 行 展 开 ) 
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+(-—-1)''2(—1) ТУ 
_ a, А, 
= -1 0 
? . 


=4 ' (4-а) + 


raqhaq. “ул 


= аз -1 0 
F РЫ а) 4 с 
| -an 0 А 


= 和 一 oj s." 


= квр жрвтзет тет елт taqq atoq тат ога аон гечер вае 


= hd = aah 
=ф(4) 
ПАНЕ KRHA). 
其 次 . 对 选 代 程序 


K-i = Ах, 


‚=(х\?,х\?,ех?)Т 
Ш 
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а 1 0 0 $ хо? арху жд 
+ ' y 1 АС ik 
4 ` ' q. X, +Х 
х= . , É =: S 
| š `, .. 0 5 ax P + xt), | 
! Ta "e 1 ! Не i 
Ма ebete 0 хі | а„х\?? J 
я 
х= Азу” (К ПА нр ТУР 


其 中 

ХАО ax +X 51,2, 56,0 1 

PARRET PE AN 

由 假定 阵 4 MERTER ТОРЕК, В хаа 0 时 ,可 

求 出 4 之 按 模 最 大 特征 值 

А = 
这 是 一 个 求 代 数 方程 模 最 大 实 根 的 方法 。 证 完 . 

6 ШЕ 由 高 等 代数 知识 知 AT 与 4 的 特征 多 项 式 相 

同 。 设 其 特征 根 为 

Ais À> sha 
4 之 对 应 特征 向 量 为 

ёз, ё, `°" Ë, 
AT 之 对 应 特征 向 量 为 

Hl, Wy 5,4, 
因为 4 的 初等 因子 为 一 次 的 ， 故 其 特征 向 基线 性 无 关 ， 构 成 钠 
量 空 间 的 基底 ， 且 | 

(е;,й,)= 0 G= j) 
所 以 设 

х=й} е, üye i ta Ate, 

э = В.и, + ВАїи› + В.А, 

J: 一: = В.А + ВА lu yj e TB.) R, 
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则 
(х,у) = mA Ce, t) + 028212 (ep и) + 
ЕРНЕУ 
+0,8.41‹(е., u.) 
(ху, уга) =a DAT Сезу m) + 02824177 (еъ ш) + 
++ 
ља, В.А2 T CEng tea) 
出 于 4 满足 于 条 件 工 ， 即 
Аа 21А: е1 
所 以 当 kK 充 分 天 时 ， 有 


т» 34 ) =G B (e, н.) + aß: (2) (23,85) + + 


rap (25) сена) 


== 0181(е1, и.) 


Jr D). 

(wo P= M Bi es in) 
[БЕЛЕП 

(Xis Pei )= 42 7' 018.661, #1) 
从 而 得 


这 是 对 非 对 称 和 矩阵 求 模 最 大 特征 值 的 一 种 加 快 法 。 C 


sJ 题 312 


1 & 设 у=(С\,0,0,0)”, 151: 

m 
о = 712422 032+ (V 2 2= /16= 4 
x- у= (ап + 6080411 )01» 012,013; ma)” 
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=(1+4,2,3, 2 )7 
lx- yl, = м2 (Got lanlo) = 2(16+1х4) 
= 2410 


由 公式 (12, 10) 
о ису _1 


ЕГО» гч сла. ы® ШИ гут 
x- || то) 


[1 0 0 “l 5 

EE E 10 0 _ 2 2 (5,2,3, 2) 
0 1 O 40 3 
| 0 0 | [2 


[1 ооо} | 25 10 15 да 
19100! y W 4 6 2v T | 
С 090910! 20 15 6 9 3⁄2 
ооо 1] 5и 2⁄7 3⁄ 2 A 


0.25 -0.5 ~0.75 —0.354 
2-05 0,8 -0.3 -0.141 
7 —0,75 -0,3 0.55 – 0.212 
0.354-0.141-0,212 0.9 J 


可 以 验证 
Hx = y 
2 R Ë 
| 一 2 一 人 1 0 | 
| 1 -2-1 1 | 
Рад) = О q s 
| 0 1-2-1] 


(m=0,1,2,3,4,) 
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+. 


Е А 的 施 特 姆 序列 为 
Р,(2) =1 
Р.(4) = - 2-2 
Р,(4) = (-2- 4)2-1= 2+ 44 +3 
Р,(2) =(-2—3) A? +44+8)- (2-1) 
=(—-2- 4) 42+ 4+2) 
= – 23 642 — 10А — 4 
Plà) = (1-2 - A ~ 42 – ВА 104 – 4) – (42+ 44+ 3) 
= 14 + 842 + 2112 + 204+ 5 
计算 斯 特 姆 序列 在 С оо, 0) РЕ 
S(0)=0, S(— оо) = 4 
即 5(— ес) –- 5(0) = 4 
JW PLP САСА 4 FAR, ВПАВ ТЕЛ РН, А 
为 人 负 定 的 . 
3 解 设 


еи К) 
à B. 


i=(—1, -1)! 
选取 Н.=1- Зан", |н,|=1, 使 
2 b 
Ж 
b2=(C1,0)7, || = 12.1 
其 中 C1 为 待定 常数 ， 则 
msy (—1)%+(—1)%=/ 2 
b, — b, = (аз + $пё(а›)оз‚, аз)? 
=(-1- 2,-1)7=(-2.41, 一 1)7 
lbi- В›|з=/ 2(2+(—1)+(— 2) ) 


A;= H.A H = ( 


=,“ 4+2v 2 -= 2,613 
609 


由 公式 (12,10) 


V. бф, 1 


7 llb,- baj: 2.613 


(2,41, – 1)? 


= (- 0.922, — 0.383)! 


1 0 
U, =I-2V, v ( 
0 1 


)- 2 


– 0.922 


– 0.383 


)х 


x ( — 0.922, — 0.383) 


1 0 0.85 0 
=-( )-2( 
0 1 0.353 0 
-0.706 0.706 
(1 0 0 
H, = 0 —0,7 — 0.706 
0 —0,706 0,706 
1 0 0 | 
A;=H,AH =) 0 -0.7 — 0,705 1х 
Lo -0.706 0.708, 
Ал Жез. 0 
| — 1 0 J Со -0.706 
| 2 = 1 — 1 К 1 0 
= 1,406 -1.4 —0.706] 1 0 -0.7 >~- 
、 0 -1.412 0.706250 -0.705 
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у 


‚147 


0 ` 
даш 0.706 I 
0.706) 


0 
0.706 
0.706 


2% 


2 1.106 0 
" 1.478 0.49 | 


` 0 0,49 1.495 
40 证 明 在 定理 3 的 证 明 中 ， 已 设 
: 0 Š 


其 中 卫 ;: 为 宇 阶 三 对 角 方 块 ， 台 ;为 82-i 阶 方 顽 。 所 以 
了 : 0 | 
D,- AL; їое | 
A: -i1 = ; br 
АВ 
He 了 为 主 阶 单位 阵 。 由 (12.12) 


m. (O z) 


则 


A... -T=H,(A,- АРН, = 


i : 0 ` 
D, -¿I; : жо ка өйө каре у РЕ j 


0 :b;,U, ;:U, (B, -åI U; J 

只 说 明 A, -A Wi REFRID: -A [БА ,- AIRB iB 
ЕТАЖНИ, 0А, 一 AI 的 i + 1 阶 主子 式 不 一 定 与 4;;, 一 4I 
的 i + 1 阶 主 子 式 相同 。 从 而 可 知 ， 在 定理 3 中 所 作 变 换 下 4 
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与 A, 不 一 定 有 相同 的 斯 特 姆 序列 。 证 完 。 
5 证 明 用 反 证 法 。 假 设 阵 4 的 某 个 特征 值 和 不 满足 不 
等 式 
|à -a| SR:, i=1,2,:- Rn 
中 的 任何 一 个 ， 即 
[х=й pe q=1 22 sh 


其 中 
Russ $ P lasa] 


iai 


AA BEE 


dte зв» ажа ее ева оно nas яз» 


а оа ааа 0 
由 上 式 可 知 ， 此 阵 为 强 对 角 占 优 ， 由 $ 6011, А-А 
可 逆 ， 即 它 的 行列 式 非 零 ， 这 与 入 为 自 的 特征 丛 巴 盾 ， 故 命题 
结论 成 立 . 
由 命题 可 知 ， 有 的 特征 值 都 在 以 a;: 为 中 心 ， 以 R, 为 半 
径 的 贺 的 并 集 内 
6 证 明 由 题 设 x 为 B 的 特征 向 量 ， 则 Вх =4x， 和 为 
В By tE JM 
车 证 у=Нх 是 4 的 特征 向 量 ， 具 须 证 
Ay=iy 
即 可 ， 因 为 
Ay=HBH-'Hx=HBx 
=Нх=\Нх=}у, YE SG, 
注意 ， 定 理 3 并 没 给 出 与 已 知 特征 值 À HPZ Wy ДЕ jn] Et B 
计算 问题 ， 此 题 回答 了 这 个 问题 。 
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+= 


2) 题 3:13 


1 @ & 
12 — 20 41 
nefol X: = | хз = а, 
20 502 ` 35; 


ЗААН x , x LEXIE, 然后 单位 化 。 令 
“u = хі (12, 9, 20)" (1) 
t= x, + kit, 

选择 Ki， 使 (ze, #2) = 0， 则 


= 2 (9 2). 


(21, i) 71 


所 以 
Wi = x1- x = ( — 32, — 24, 30)" C2) 


из 二 хз ки, + kiti, 


选择 ki. Ко Cu, шз) =0, (иә, йз) = 0, MI 


(Wj, х3) — _ _ _ (#4 x) 
ум (u, и,) 2 


б айз: гре n г 453 
ЕЕЕ НЕЕ (3) 


20) 02 


H(1),( 2), 3) 
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ху= н ү = Xl 


х= H; + H, 或 ü= 一 X, + X) 
Р ий nait _ + 
3 š 9 2 3 з= 2 1 о 2 хз 
用 和 矩阵 表示 则 有 
W: oy ata 
(1,2, хз) = (йу, а), z) | 0 1 + 
lo o 1) 
或 
( u _ 1 
| 1 1 | 
(и, Ha, из) = (ә, х, жа) | 0 1 | 
0 0 1) 
将 Bi, ta, WH3 单位 AE: 因为 
æl = 25, [212 = 50, аз |2 = 75 
ШИ 
1 
Ë 0 о} 
A= (Сх, х2, мз! = (ні, #2, ау) 0 a 0 | x 
1 
[° 0 | 
25 0 O B 1 1 
х|0 500) от 5 
0 0 75, `0 0 1 
| 25:25 255 
=| #1 H2 йз 50 25 
96° 50° 75| | 9 50 a 
2 0 0 75 
所 以 
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ч 


А, = (хі, х, хз) 


_ M #2 йл „9 
o = (55 50° 2) 25 


(23 25 25 
R = 0 50 25 

SO 0 75 
А. = QR 


25 25 25 
0 50 2a 


| 
\ 0 0 75 
-| 


=R Q= 


2 解 令 


ху=(—2,1,0,0)7, x, = (1, 
-2,1)", x4 = (0,0, 1, — 2)7 


хэ = (0, 1, 
将 此 高 量 组 正 交 化 及 单位 化 .。 令 
= мі ( -2,1,0,0)7 

t, = хо + Кай 


选择 ki 使 (az zz) = 0， 则 得 


kı _ (a. x) ж) 二 二 


(21, и) ә 


_16 3) 
25 Б 
12 Wi 
25 5) 
3 i 
E 0) 
“12/25 – 16/25 3/5 
9/25 -12/25 – 4/5 
| 4/5 3⁄5 0 
- 2,1,0)" 
(1) 


4 


5 
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H = хә + Б 1 =, а. + | 
кү 
N 0 | 0 
< мус ху + Кай + КАШ, 
选择 К.К, 使 (ao мз) = 0, (и, gs) =0; 则 得 
(41, х3) 1 
k, = — 031552. -L 
1 (m, mi) 5 
k: з = (g, №3) = =: —16/ 5 
(tiz, нә) 14/5 
所 以 
{з= Хх + 7 н: Ts fti 
4 З 
0 | x -2 
| i 6 
: 1: 8 一 - 1 1 
= | i уган: гта | 
| Ёё 1 5 5 
一 2 1 Ü 
| i 
` 1 0 0 
(2 „4 6 1 
(3 1 


ма = Хх Кэм + Кзй› + Kuta) 


选择 ki, к, Кз 使 
йт #4) = 0, 


则 得 


kı = 一 一 一 一 一 一 á 


k; = - — 
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(a, ta) = 0, 


à 


(u3, #4) = 0 


Ф 一 «лд ow 


ала 


ЙЕНЕ. 


(2) 


(3) 


ih 


k. = Хив А) — _ -20/7_140_ 4 
° (мз мз) 105/49 105 3 
所 以 
21 35 з. 
Í z | 7 | 5: 
| 4 6 
c. m Falus 
H, = + — 一 - = 
' 3 _6 14 Ж 
| ii 
02. L; \ TIA 
由 (1)(2),(3) C4) 
Хү и 
р 95 
X5 一 s ss 1 
ре „йз. 
у= EL 7 й2` из 
x = 0а + бш = шз + #4 
用 矩阵 表示 ， 则 有 
йж 
] 
(ха, Xz Кз, ха) = (шй, йз, 3, на) 
0 


` 


со м юе w G = 


=. 


A om 


(4) 


将 м.и, аз, и 单位 化 。 E Hada =. 5. æl, = 10, 
ll = е [а 1 = 730 从 而 可 知 


= = (x, хі, Хз, х.) 


а. 
g= Ge Jal; 5 эі: ? 


84 
| 4 '› 


этте ч ww = 7 
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TE. 3 2 1_\ 


i 5⁄7 7240 64730 | 
ET 
5 54/70 73/105 6\30 
ü 0 L ra АНЕ 88 
70 17105 6.30 
1 4 
2 д 105 6,30 
(Mad: -Hele Fala о 
| 8 Бу | 
| 0 11 — z leall | zz 
R= 7 14 
1 А 4 
i 0 0 |13112 -3 lal 
| 0 0 0 аа |2 
^5 SS Lg 5 0 
М Б 5 
лз сл Чо 
К 0 70 -了 w70 javi 
0 0 105 一 ту 105 
0 0 0 730 
所 以 
A=QR 


3 证 明 设 Ri 一 ,lk 一 o0)}， 则 由 题 设 知 
І.-Е. (kK—00), 
下 面 去 证 明 
ЕВ»! = і 
由 于 R. >R, 1 及 ,是 上 三 角 阵 ， 其 道 Re' 也 为 上 三 角 
阵 ， 所 以 由 工 : 一 Ro! 知 当 {>} BF, 
10) 0 (кәсо) 
其 中 L=) 24 i<jhbh, 00 = 0, L, 的 对 角 元 =1。 所 以 
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+ 


L.—I (单位 阵 ) , BD Ri: 为 单位 阵 了 。 从 而 Ro 也 是 单位 阵 。 

证 完 ， 

4 证 明 i L: =L L, L, , 及 = 及 .及 ‚В, 

因为 | 
A, :1=R.,L,, A, =L,R, 


所 以 
Aa FL AL, 
L.A... - А, 1, 
又 因 


L.R, =1,.-1.Е,--Е,В; 
=L: L, A,R; Ri 
Р ТАИР ЗЛА. bo Ra 
sA LeeL,- R. ,Ri 
SA ы кы 
由 上 面 递 捧 公 式 可 得 
L, R, = А? L; Rin 


=Å," ' І.Е, 
= д! 
所 以 
Lee L,R, RRi = Аз? 
其 次 ， 因 
L.A... = А, Ё, 
所 以 
(L= L.) A... L.-L, AL, 
Li L, ,- A. L. - L. 


=A (L iL: L.) 


619 


所 以 
A, = 开工 А; (Li: L.) 证 完 
注意 ， 这 也 是 一 种 求 特征 值 的 方法 ， 人 出 做 LR 方法 ，。 
5 ”证明 设 非 奇 异 阵 
{Чи meara 


А =! 21 Azz Üzen 
下 
| 


a, 为 有 4 的 第 主 列 向 量 ， 可 用 53.12 中 所 介绍 的 初等 反射 红 阵 来 
将 4 化 为 上 三 角 阵 。 如 可 作 初 等 反射 阵 瑟 :使 qa, 变 为 
ri= (ri 0, 007, 
Н.А = Ст, Н.а, Ha 
然后 作 初 等 反射 阵 H:， 使 向 量 Нм Л 
rz= (ға Рэ, Òs, 0 y 
而 使 ri 不 变 ， 此 时 
H,H IA = [ro т, H,H as, ‘~, H H a,1 : 
КИРЕТ Ж, 到 第 n -1 次 作 吾 ,-, 使 HH,-,…HH,A4 的 第 n — 1 列 为 


= T 
Fri = (rho-19 rn Ü ) 


于 是 
H,- HIA = Ст, fami ғ.) (к=) * 
< | 
0 =H, ae Hi, R=Crisra <, Р.) 
则 
Q''A=R 
所 以 
A=QR 证 完 。 
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ЖЕ {НЕШЕ 


2) RH 4.3 


1 解 因为 Xo = 3, у(3) =0.5, x - 4, 104) = 0.64, 
х= 3.8. RA (2.1) 式 得 
903.8) =0.5-+ ®© ее "3 (3.8- 3)= 0,612 


Вр }‹3.8)<=0.61, (或 者 用 (2.2) RZ. 

2 Ж 此 题 应 用 〈2.5》， 与 和 ш 样 的 做 法 ， 
得 

Із(х) =х+1 

Е ВЯ АЛАН АУ, 所 求 的 插值 多 项 式 ， 不 = 
定 是 二 次 的 ， 而 可 以 是 低 于 二 .次 的 多 项 式 ， : 

3 1 设 xi =100, xi=121, х»=144, х=115› RA 
(2.5) 得 Е 


1,115) = (115—121) (115—144) 


4100 = 121) (100—111) 


х10 


(115-100) (115—144) 


121—100) (121—144) “1! 


„^115—100› (115-121) x13 
С144 — 1007 (144. 121? 


=1.883 + 9,907 — 1.057 = 10,723 
В «11510.72 
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4 f A АН” СЕКТ О ko ЩИ 


o° 0.0000 90° I 
: Í | 
10° {0.1736 1771 1788 79° 3 ! 6 | 
11 | ?8" | 
34 { 55° | 
кыыл = с БИИК ИВ 
| 60 54 4% © s 6 0 А É | 2° | 
# = 


熟知 用 此 天 可 以 查 出 从 0 到 90"， 每 差 1 的 各 角 的 正弦 值 
和 余弦 值 ， 但 正 表 中 ， 只 能 查 出 从 0° 到 90°, 42267 AE 
粥 和 余弦 值 。 为 获得 相差 1 的 值 ， 必 须 从 修正 栏 中 ， 找 其 相应 
的 值 ， 才 能 实现 上 述 目的 ， 

于 面 结合 此 遂 数 来 说 明 修 正 栏 的 构造 道理 ， 

如 果 把 正 表 中 角 的 度数 ， 记 为 Xeo， 则 用 x 玫 示 任 意 一 个 不 
能 被 6“ 整除 的 角 的 度数 ， 记 作 

х=, ery 27, 9”, @<х<90 

相应 地 ， 把 x: 记 作 x =xo 土 6 。 于 是 ， 由 线性 插值 公式 (2.1)， 
得 


i 
sin(x) =sin(x tt’ )=sinxo#* —s Aya 
其 中 Ay = sinxl- sinxo。 或 改写 成 
Sinfxo 圭 1) 二 SinxXe 士 8 X107? 
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Moh Sasi lanl ЕЛЕЕ ЯТ ЕЦЕШ, нхо, 


U EAER. 
因此 ， 修 正 值 栏 是 为 计算 S;, ,之 值 ， 按 xo 行 与 1' 列 的 排列 
构成 的 。 即 修正 信和 栏 是 由 线性 插值 构成 的 . 
例如 求 sin10°14’ 时 ， 先 查 出 sin10*12 = 0.1771, ВН 
对 应 的 修正 栏 值 为 6， 然后 计算 得 
sin10°14 =0.1771+6x10-4=0.1777 
Р ЕЁ {Н 6 是 由 


9227.2 = 2,-х0, 0017 х 10 


计算 的 。 
XAA созо = ѕ1л(90° ~ а), ИИ ЕК УЛЯ: НИ, Ж 
DREPES, 
5 设 җ=0, x= > x: =m, № (2.5) ЕНН 
多 项 式 。 | 
Іх) =- 《YX 一 0)Xx— л) х1= -(#)х(х-л) 


(Со =) 


于 是 将 sinx、LzxxX)、xX 、 х-н: 


х ô | 0.51 1 2 | | 2 | 2.5 л 
| : 
| | — | | 
sin x E M 479) 0,84: 0,988 1 | „сә 0,698 0 
i 72 
С А) | | | | 
Latx) 0.635. 0.868 0.990 Ч 1 С 0,650 0 
= | -~ К l 
x- 0.479 0,830; 0, мз 0.920 0.366] -0.614 - 2,026 


它们 的 图 象 分 别 如 图 3 。 
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从 函数 表 与 图 象 中 看 出 ， 用 y=x 近似 sinx， 仅 在 x = 0 的 附近 
时 ， 比 较 准 确 ， 而 x- -近似 sinx, 只 有 在 xG ГО, VEIR, 


ЖИЛЕ ВГ, ТОЗА ЛИ ДР,(\х){ЕхЄ (0, ло КЕЗУН 
似 sinx， 特 别 是 在 0 ，-? ， 工 处 最 好 。 
6 Ж 令 х=, 代入 Lix)， 得 
Lol xa) = lol xo) Уо + (хоу + lal Xa )y2 = ya 
比较 等 式 两 边 ， 得 
(х0) =1, h(xo) =0, Lz(Xxo)=0 
FE, xx, x; 代入 Lax), 1% 
1(х,)=0, hix) =l, lx1)=0 
0х2) =й, L(x2) =0, 120х:) = 1 
BI (x EU Ко, H 10(х:) = 0, 1х.) = 0, 所 以 可 设 
Ьь(х)=К(х-—хХ()(х—х,›) 
令 x=xo， 代 入 上 式 ， 旦 注意 1х) = 1, Ф 
Jo(Xo) =kl xo- xX xo- x) = 1 
从 而 


1 
(xo 一 X 六 Xo 一 Xz) 
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Ej! ' 
(#—х)(х-—-х;) _ 
(Xo ~ Xi )X Xo — X2) 
注意 节点 与 排列 顺序 无 关 ， 癌 理 ， 可 推 得 
(х-х%)(х—х;) 
(xi %)(ху— X2) 


(х) = 一 


(х) = 


_ (х-ху)(х- Xi) 
ооу 
Е: 这 也 是 推导 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 一 种 方法 ， 
7 证明 ”内 为 从 (3,8)， 的 拉 格 裔 日 搬 值 多 项 式 


L,(x) = zi (x)yi 
Дир 


olx) 


1,(х) = (хх, СЗ 


olx) = (xxo) (X — х.) 


ААП. р-ни 1,(х)Ж Ly 1,16 — BJ 8 Ж 


bp ) ° 所 以 ， І.(х) 的 首 项 系数 为 


A бно) 


又 因为 加 法 满足 交换 律 ， 所 以 对 хо, хт, x, 的 任何 一 种 
排列 ,其 首 项 系数 是 不 变 的 .因而 把 不 变性 , 称 f(xo,X1,… ,Xs ) 为 
关于 节点 xoyxiy…x 是 对 称 的 。 

8 证 明 由 拉 格 朗 日 插值 公式 

Кх) =L, (XxX)+ R.(f,x) 


1) 
-Dt (x)y; + olx) 


W H, УЕ у) ИИ RE (OKE, b EA п+1 
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阶 导数 存在 〉。 于 是 ， 我 们 取 特 殊 的 和 xX)， 也 应 该 是 成 立 的 。 
设 f(x) 三 1 ， 则 "+0(x) =0， 代 入 插值 公式 得 
LL =1 
9 证明 ROAR n KEFA, H 
ft" x)=0 
从 而 知 


c CE) Е 
К.р.) = (й +1)1 Ое 


因此 ， 
fO x)==L,(x) 
10 Ж х, =i, Шу, =i, 将 它们 代入 (3.8)1 式 中 ， 得 
L.,(x) = Уйу (х) 


其 中 
поо П k 


AHE y= x, хаая, х=1,(х), W 


жес. 


11 解 iñ waw yk 638 E 
p(x)| -2 - 1 1 2 


x | —1 0 1 2 


HEER R, АКИ. 插值 求 p(x) = ом, ЖБ 
表 值 及 y=0 代入 (3。13) ， 计 算得 


ар 
Ф260) = 2 
BH pxy?-=-0， 在 [-1,2] 上 的 近似 根 为 0.5。 
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注 ， 或 者 把 р(х; YE ЖАУ кд х ҖЕ Е, ИЖА un 
人 点 ， 按 (3.8) р(х) = 04 BJ ЖШ. JBE ë EARE 
р(х) =0 的 近似 根 ， 

12 解 RREA x 万 株 / 公 项 ， 则 开花 数 , 结 苹 数 、 脱 落 
RA у(х), zx), wax), ЮВ, ЗА xa = 35 万 株 / 公顷 ，x%: = 
30 万 株 / 公 质 ， 捅 值 点 x+ 32 万 株 / 公 质 ， 代 入 (2.1) 式 得 


= 0030) - 335) 0.5 35 
7032) = (35) + 3023576527 35) 


= 1450,6==1450 
同 理 ， 按 (2,1) ЖИИ НАЗЕ. ЖУ 
2032)- 344, 2032) = 76.02%) 
Н y(32)1552(32)3 iF R Ж, 18 


1450 — 344 . 
1450 =76.,3( %) 


从 计算 结果 来 看 ， 所 算 的 脱落 率 其 本 上 相同 ， 但 是 ， 丛 误差 积 
和 登 的 意义 上 看 ， 从 脱落 率直 接 作 播 值 ， 要 比 和 由 开花 数 ， 结 葬 数 
分 别 作 插值 ， 再 求 其 脱落 率 要 准确 些 ， 因 为 前 者 仅 产生 一 次 插 
值 误差 后 者 产生 二 次 插值 误差 。 

13 解 Wx; =x jih, t= 1,2,- n, h>0, 
Ж х=ху+й,Шх—х, =h(t-k), x; — x, =h(i-k), 于 是 代 
入 (3.845 | 


L, (x)= L(xXot+th)= Y I (X)y, 


其 中 


t+th) = I(E) 
注意 ，L,(x)57(x) 在 等 距 节点 时 ， 仅 与 二 有 有 关 , 为 此 ,引入 记 
号 L.(x)=L,(t)>, T(x) =l; t). 即 等 距 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
为 
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LD = DEY: 
其 中 i 
no- M(E TE) 


у 题 4.4 


T 证 明 P F(x)=cf(x)+dg(x)， 所 以 
F(x,)=cf(x;)+ dg(x;), 反复 利用 习题 4.3 第 7 题 ， 有 


F(x; ) 


FÓ xg Xi хон) SEn 


SES Kx) нау кх. 


T, о'(х;) б” (х;) 


=cf(Xxo, Xs Xn) + dg (хо, Xn) 
2 证 明 ШЕЛ КЕЙЖ 

Їх) = ax" ras" +++ +a, (ао 0) 
则 

х) =п1%. HP OEO Sna 
其 中 6 位 于 xo,x1，…,x。 所 确定 的 区 间 内 ,利用 差 商 与 导数 的 
关系 式 (1,9, 全 

С ia Tou 


f(xXo, XI Xa =— ТА = üo 


ли na, ШИЕ ЖОЙ JE: n K 32 YJ =Ç B9 
首 项 系数 . 

i ”此 是 也 可 由 习题 4.3 的 第 7 、9 题 来 论证 之 。 

з ж 从 已 知 函 数 表 知 nh =4。x; 按 奈 表 顺 这 排列 。 列 差 
ВАПНЯКИ, Шр: 
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差 商 
2 Н х, ў: | 
| 一 Et = i) | x Br 四 B: 
с Е : Е | 
° j 0 0 : | 
| 2 一 кА, БЕЛЕЕ 
| j | 
1 | 1 -7 ' -7 i 
t . ИМ 一 一 一 一 —— 
| | 
2 4 8 | 5 3 | 
| 
Yai е ш el === З=) 
3 ' 3 5 3 -1 -1,333 
I 
= ыа k s а ва — ене 
| | | 
4 | 8 и ; 3 | o ! 02 0.256 
| ' 


RA G.D 5, f 
falx) = —-7х+83х(х—1)+(—1.333)х(х—1)(х-4) 
+ 0.256х(х—-1)(х-4)(х—3) 
= ),256х* – 3.377х5 +14.523х° – 18.4 
注 ” 因 参加 运算 的 数 取 三 位 小 数 ， 故 不 可 避免 要 产生 会 入 
误差 。 即 fl)= —6.998= - 7, 
4 R Bx RIUTH., 2638281232: 


' 3 й 
i з р АЕ as A 
| | 一 W = @ = № 
0 | 21° 0.35837 i 
1 22° 0.37461 0.01624 
ё 24° 0,40674 0.01807 -0.00006 | 
Н Р | . _ жзне 
3 25° | 0,42262 0.01588 -0.00006 ` 0.00000 


1 


#k 《4,3): 式 形式 计算 sin23 "的 近似 值 ， E 
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13023°%)={( — 0.00006)XX23— 22) + 0. 01624) х 
-x (23 —21)+ 0.35837 
= 0,39073 
Ék sin23°= 0.39073. 
5 E 先 造 差分 表 ， 


i ° &* | у; | Ау; | Агу; ` Ayi As; 
| К 
=== | ЖАНЕИРО 
о | 0.5 1,6487 ` 
-一 -| 一- сг ы г к 
1 1 06 j 1.8221 | 0.1734 
С СЕЕ Кошинин еза л) аы 
2 | от | 2038 | 0.1917 | 0.0183 | | 
Бае Р: а ла а 
3 | 08 | 2,2255 | 0,2117 | 0.0200 | 0,0017 | 
4 | 0,9 | 2,4596 0,2341 0,0224 0,024 | 0.0007 


内 x=0.55， 在 函数 表 的 前 边 ， 故 我 们 用 牛顿 前 插 多 项 式 
计算 其 近似 值 ， 为 此 ， 先 计算 相应 的 值 ; 
xX-xo _ 0.55-0.5 
h 0.1 


ЖЖ. 利用 (4.11)z 式 计算 fa(0.55) 之 值 : 
00.55) = [(-9-0 0. ша (0.5-3)+9= Nco, Б—2)+ 


+0. Кб 


t= =0.5 


(0.5-1)+0. 1734) х 


х 0,5+ 1,6487 =1,7332 
АИЯ. iH ti: 


X — Xa 
=з -— = 
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利用 (4.17); 计算 1(0.85) 之 位; 
/(60.85)-®}4(0.85)= EE З 0.5) + 0 9024) 


x (2 ~ 0.5) rid x (1-0.5)+0.2341) 


х({—0,5)+ 2,4596 = 2,3396 
5 解 ” 因 已 知 函 数 表 的 节点 数 为 5， 而 抛物 插值 仅 需 三 
个 节点 ， 为 此 要 使 所 求 近似 值 的 误差 尽量 小 ， 即 要 求 


Мз 
31 ]@(x)| 


尽量 小 。 故 只 要 选 节点 使 lo(x)| ARED. 显然， 最 靠近 插 
值 点 的 三 个 节点 ， 一 定 满足 上 述 要 求 。 

入 为 插值 点 x= 0.63891， 所 以 节点 为 0.5,0.8,0.7 比 选 其 
它 节 点 组 ， 如 (0.6、0.7、.0.8) 或 〈0.5.0.7.0.8) ， 所 对 应 的 
а(х) 都 要 小 。 因 此 ， 其 所 求 插值 函数 值 的 绝对 误差 也 为 最 
小 的 ， 

为 此 ， 先 按 函 数 表 


x | 0.5 0.6 0.7 


IR:(f,x)| < 


sinx 0.47943 0.56164 0.64422 - 


А х= 0.63891, ЖА 2.5 ， 计 算得 
Sin(0.63891)-=0,59627 
75 КЖЧ 8, ШИШЕГЕ 


x | 0.6 0.7 0.8 


sinx | 0,56464 0,64422 0.71736 


4& x=0.63891, {6А (2.5) ， 计 算得 
sin(0.63891)= 0.59637 
因为 ѕіл(0.63891) = 0.5963208…， 所 以 ， 有 有 
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[sin(0.63891)—0.,59627]| 
< |510(0.63891) — 0.59637] 
即 按 前 一 组 节点 所 计算 得 的 函数 近似 值 较 准确 些 ， 之 所 以 有 此 
Fk, Ер 
{(х-0.5)(х— 0.6)(х-– 0.7) | 
<|(x-—-0.6)Xx-0.7)Xx— 0.8) ] 
其 中 x = 0.63891, 


7 证 明 
(1) 由 差 商 与 导数 的 关系 式 (4.9) 
(Xa Xi, t X.) = 0) x <Ë x, 
及 差 商 与 差分 的 关系 式 (4.12) ， 得 
казачок) = E 


立即 推 得 
A yo = В] (EY 
(2) H (1) 5 
А" да) 
“ко = 了 ""(E) 


对 上 式 两 边 取 极限 ， 得 
lm © —limf NE) = КОС) 


з ”证明 Мо 

Е(х) = сх) + cog(x) 
则 由 习题 4.4。 第 一 题 知 ， 有 

FX; Xipri a X +£) = С](х; Хех) 

+ CB (Хх Xi у, Ni) 
又 利用 差 商 与 差分 的 关系 ， 上 式 变 为 
k 
ERR а ао аит 
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Еки кА", A 
А*Е(х) = сд Кх, + cA! gix) 
9 证 明 设 确定 的 x ,在 xo 的 某 个 邻 域内 ,对 (4,13) Җ, 


fa CX) = f(x) + Ave tx- xa) oaa t 


+ А" Yo 
nih” 


ЫШЫ, НАШ Т (2》 的 结论 ， 得 


limf, Сх) = хо) + f (хо) (х —xa) = “° 


(х- хо): (X — х.-1) 


— (x — xo) `° 
其 中 hh 一 0， X; Xo。 
10 证 明 ”由 第 8 题 知 ， 只 要 证 рх) -x” 有 有 本题 结 论 就 
行 。 
设 函 数 p(x) 在 x 上 的 一 阶 差 分 ， 记 为 
Ар(х)=р(х+В)-р(х) (h>0) 
则 当 p(x) = х", 
Ар(х)=(х+һ)" — x" 
=h (x+h) itish)" ext e aT 
=hf,_ (x) 
其 中 fj.-1(x) 表 示 关 于 xX Rn- K£. 因此 ，n 次 多 项 式 
的 一 阶 差 分 确实 是 n - 1 次 多 项 式 ， 
因为 p(x)= (х) =nl , ЖИ, 
A"p(x) =h" p E) (х<&<х + nh) 
Snin | 
ik n 次 多 项 式 的 4 阶 差分 为 常数 。 
又 因为 р" +x)=(x")"+ =0,， 所 以 ， 
A't+ip(x)=0 
故 革 次 多 项 式 的 n+1 阶 差分 等 于 零 。 
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una m тешли ж rar =a 


11 证 明 (1) 用 数字 归纳 法 证 之 。 
当 k=1 时 ， 等 式 (1) 显然 成 立 。 即 
Ay; ZY; Y; 
A'Y = Уфу pn Т + (К —1)”Уу; 
那么 ， 我 们 证 实 kantik, д C 1) 也 成 立 。 事 实 上 ， 
Ау = Ауа  — Ay; 
=у ыж СУ F rr + (К —1)'с Уу, козге 
Heet aml)’ Yr Рр РРО f ss. 
аре усон еу 
= уа... (Cr +С) у; ъа + 
+(—1) (сіне )у аф T 
+(—1)"*'у; 
=Ji+n+i 一 Cr+iyirr 二 os 


+4 ЕУ а е ss +11) tiy, 


HFA 1 )XHEPPB К R., E: ci) +ci= ciri。 

(2) & x=x 代 入 (4.13) 式 , 且 注 意 x, = xo + Ки, 8 

y, = Yo + RA + ARD ду, ppe 

№ n(n 1): 2.41 
п 


A ув 


= y + с Ay + ст AY ti. + А" Уо 
HFA (2) Жу. 
Ауо= Д^ у Д‘ уу 
A'yi= Ду Ay 
634 


A? y, = A: К РЕ ‚= AT y, 
„Б.Ж SSK РЕЛ Hi, 4 
А* ув + Ду + +A Y = A T Yn ~ Ауе 证 完 。 
12 Ж 由 高 等 代数 知 pg(4) = [А-ДЕ p <3 次 多 项 式 。 
由 于 次 多 项 式 与 r 次 插值 多 项 式 相 等 。 故 任 选 4 的 四 个 值 
Ао, Д:, д2, 作为 节点 ， 计 算出 它们 相应 的 画 数 值 pC4; Xi=0， 
1,2,3)。 按 此 数据 作 插 值 多 项 式 , 便 是 所 求 特征 多 项 式 p(4)。 
具体 做 法 如 下 :， 因 为 
2-4 -1 0 
ФЭ= ~1 2-4 -1 
| 0 -1 2-4 
令 和 =1， 代 入 9(4) 中 ， 计 算出 p(1)= -1， 同 理 计算 出 
ф(2)=0, ф(3) =1, ф(4) = 一 4。 列 差分 表 ; 


i | ¿: © gi ' Аф; As; Api 
I i ` I 
, 
9 | 1 -1 
1 2 : 0 1 ! 
i | 
2 3 | 1 ' 1 ‚ 0 
* | 4 ! -4 I -5 - 6 -6 
i ) ) | 


此 时 n=3, RA (4.13) ж 
С) = -1+-(0-1)+0+ 
be 
311? 
= —À5+642-101+ 4 
Ж ФОА) = — 43 +6422-104+4 


+ (4-1)(4-- 2)(4-3) 
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2) 题 4,5 


1 й 设 插值 多 项 式 Hi(x)， 满 足 所 给 的 已 知 条 件 ， 按 
和 牛顿 插值 构造 思想 ， 它 可 表 为 
Нз(х) = Lx) t k(x—1)(x—2)(x— 3) 
其 中 L(x》=j(x)=3x?~ 7X+6 
为 确定 k 值 ， 对 前 式 求 导 ， 得 
Н'з(х) = L',(x) +k((x—1)(x-— 2) + 
+(х-1)(х-3)+(х-2)(х—-3)) 
令 xX=2， 代 入 .上 式 ， 且 注意 插值 条 件 H (2) = 3， 得 
H',(2)=L',(2)+k(—1)= 3 
因为 17,02) = 5， 所 以 k=2, 于 是 
Нз(х) = 3х?-1Тх+6+2(х—1)(х-2)(х-3) 
= 2х3 — 9х + 15х — 6 
最 后 ， 经 验证 ，Ha(x;) =f; (i=0,1,2), 及 H'3(2)=3, 
ЖЛ (5,22) 得 (此 时 n= 2,m = 0) 


R(H,f)= 记名 cx- р 2)2(x- 3) 
2 证 明 5 х=х,, х=х;., НАНО Pa A 18 2 
у= У; = у. Жуа туу". = ть. 将 其 代入 (5.20) 中 


便 得 HCx) = S;(x) (或 直接 构造 之 ) , 
3 令 xl, x,=2, ACG. 20)4 


— NZ 
x-1) x 2+ 


ноо = (1+ 2521) s 
+ 人 +) x 3 + 
+a- DEY x1 
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2 


+020051 х(-1) 


= — 2х3 + 82 - 9х+5 
4 Ñ 令 х= 0° 0, xi=30°= х=15°= Z Ф 
А (5.20) 得 
(5) =0. 250 + О. 000- 0,866) = 0.259 
sin15° 0.259 
5 证 明 因为 没有 公式 可 以 套用 ， 所 以 只 好 用 基本 桥 值 
a aso 
Si(x) =hi(x)y; + ha x)y;., + 
+hxXx)M; +ha(x)Mi 4i (1) 
Ж), (х), hala) h (x) 4 ВК. WE h (x), xP 
上 式 求 二 次 导数 ， 得 
$7 (х) = В" (х), +h”,(X)y; i 
+h',(X)M ,+h'”,(x)M; pa (2) 
令 x=xj 代 入 (1) Ж, BEARS (=y, 
$,(х,) = hx, y; + аб; ду; +: + ha x, M; + 
+ha (x, )M и = y 
要 使 上 式 成 立 ， 只 要 取 
hi(x,) =1,й›(х;)=0,Аз(х;)=0, ha(x;)=0 (3) 
同 理 ， 令 x=xi+i AAI), Hi WAS (x... )= уун, 
得 条 和 件 ， 
һу(х,,,)=0, һ(х;у) =1, Аз(х: 6.) =0, 
һя4(х.,,)=0 с4› 
FJ, 4 x=x,，x=xi+i 代入 【2》， 得 条 件 : 
h'”(x,)= 0,h”,x,)=0,h”(x;)=1, һ”(х;}=0 (5) 
K 
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ACX) = 0, ВС) =0, h%(x 41) =0, 
де (ха) =1 (6) 
于 是 由 (3) 、(4) (5). (6) 分 别 可 确定 了;(x) 
(j=1,2,3,4). 
首 光 确定 h(x)。 它 是 由 条 件 
һз(х,) =0, №(х;:,)= 0, һ”,(х;)=1, (х) 0 
确定 的 ， 依 上 面条 件 ， 设 


h(x) = (axx+ bax- x;)Xx;, ( 一 X)》 (7) 
Жа, бр =й. ЯА ШЫ Ей, 18 
h(x) = — 2[а;(3х-х,-х;,,) +63) св) 


令 x =xisxi+' 代 入 上 式 ， 得 
h”,(x,)= —2[Kasy(2x; —x;+,) +bs) =1 
һ”у(х.+,) = — 2(аз(2х,,, — Xi) +6) 0 
从 上 面 二 个 方程 的 方程 组 中 ， 解 得 


a ЖОКЛЕ СИЫР = 一 2X + 一 Xi 
š JENER TH ü 6(Х;„,—®;) 
RA (7) 式 ， 整 理 得 
h (x) = Мыта ионы : (9) 


其 中 ki=XxX 一 xj。 
RAAS (x) 是 关于 x;，x;+， 的 对 称 函 数 ， 所 以 ， 依 其 对 称 
性 ， 立 刻 推 得 

iy P и en зае. 20 АЕ 10) 

69; 
其 次 由 条 件 hi(x;)=1, hi(xj+1)=0 
һ”\(х;)=0, hr(x;+1)=0 

确定 hi:(x)。 为 此 设 

hax) = а(х; ~ х) (11) 
显然 ， 满 足 hx.) = 0, h” (x; )=h'(x;, )= 0, 
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& x=x 代入 aD ар, 1% 
hi(x,)=aóú(x;,+  —x;)=1 
Вр 


a=- 


从 而 
о) = ы. (12) 
і 


又 由 对 称 性 ， 有 
h(x) = х8 (13) 


i 


将 (9). (10). (2), (13) 代入 (2) ,再 整理 便 得 
所 求 的 S;(x)， 
6 Ж х, =Xxo х,а. “X, ЖА (5.19) KË 
S (x)=f(x,)+f(x X CX— X; ) + 


+ {A ‚Хх: ї+ї)— aM; -十 
Ху X; 


Mji +; -2f(x;,X; +) (хх, D} 


+ 
(x; — x; 2 


x(x-x;+ )XX—x,) 
И 2 的 爱 尔 米 特 一 牛顿 播 值 多 项 式 ， 
对 题 5 ， 没 有 现成 公式 可 以 套用 ， 只 好 按 牛 顿 构 造 思 想 去 
设 5,(х) =fi(x) +А(х- ху (хех...) + 
+ А;(х—-х;)!(х—х;+.) (1) 
其 中 falx) у, HIX, Xip )XXx— x;) 
对 上 式 求 二 次 导数 得 
$';(х)=2А,+2А„(3х—2х,—х;..,) (2) 
& хех Vip RAER, 44 
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57 бау) =2Аз+ 2А,(х,-х;+.)= М, 

S” (ху) = 2А: +44А,(х:..-х;) = М; 
解 上 述 方程 组 ， 得 

А = (М, +2M;)/6, 

Аз = (М;..- М, )/6(х; +. — х) 


ЖА (1) 得 
S, (x)= fix; +F XX; )XxXx—x; )+ 
+ Mi TIMA (x xX- xi) + 
Mis М; -x уух. 
ЫЕ: k XiX- X +i) 


CRER 5 的 爱 尔 米 特 一 牛顿 插值 形式 。 
可 以 验证 它们 部 满足 撒 什 条件 . 
7 Ж 因为 已 知 m=n, 所 以 H 5.11) 得 
H(x)=f,(x)+ p Oax) 


其 中 
р.х) = У p On, x, «ххх (хх) 
Бы Саа 
Е 7. 


称 上 式 为 爱 尔 米 特 -一 牛顿 形式 插值 多 项 式 。 
或 者 由 (5,15) 得 
H(x)= Pn GOO y, + уа, оу, 
其 中 
һ;(х) =(x- x; Mln, ; (x)? 


h;(x)= [1— 27 , (Xi J) (X — x; DEE, : (х)]? 
其 中 


= Q. (X) 
kasi (Xx) = (х-х; )®!„(Х;) 
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re 


о. (х) = (x— x. )(x— Xi)" (X — X, ) 
称 上 式 为 爱 尔 米 特 一 拉 格 朗 日 形式 插值 多 项 式 ， 
其 余 项 由 (5,22》 推 得 


Ж 15485: š 
R(H.f) = Con +1) ©* 93 


其 中 三 在 xx 和 …x， 及 2 所 确定 的 区 间 上 内 。 
8 解 ” 因 没有 固定 公式 可 以 套用 ， 故 采用 构造 办 法 求 
es 
设 所 求 插 值 多 项 式 为 Hx), 依据 条 件 ， 可 以 设 
Н,(х) = h(x)+ k(x —xo) (Xx — xX) (19) 


其 中 

Ах) = хо) + fxXo, X22) (X — Xo) 
对 上 式 求 导 数 . 得 

Н'.(х) =]',(х) + k(2x — Xa = X2) 
令 x=xi 代入 上 式 得 

H',(X.) = (хоу) + RC2X1 — Xo— x)= YL 
即 

к-У: -IXo,Xz) 

2хү— Хо X2 

TE, RA CD ， 得 所 求 插 信和 多 项 式 


H.(x) = (хо) + F(XosX1)(X— хо) + 


-一 一 一 “一 一 一 x — Xa )( X — x 
2X1— Хо- х; ( I 1) 


可 以 验证 MOR EARE. 
9 解 依 条 件 ， 设 所 求 撒 值 多 项 式 Ha(x) 为 
Нз(х) = р(х) + KKX)(x — X0)(X — xz) (1) 
其 中 K(x) =ax+b 为 待定 常数 。 
H CD 求 一 次 导数 ， 得 
H’ ,(x) =f' ,(x)+k'(x)Xx— xq)(x — х) + 
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t+k(x)(2x— xo — x.) (2) 
R- 次 导数 ， 得 
H”,(x) =ff (x) + 2k'(x)(2x- Xo- x) +2k(x) (3) 
令 x=x ЩА (2) , (3) НЕЖНА. 得 
HX) = f(x) + k'(xi)Xxi-xoə)(Xi-— х3) 
+k(xi)(2x,i--X0— X2) = у", (4) 


H”,(x,) = ў, (ху) + 2k'(xi)X2xiíi— Xo — х) 2К(х{) 
= у! (5) 
其 中 f(x =](%о, x), ]7,(х)=0, К (х) sa, 从 (4)、 
(5) 解 得 


у”, — у", + f(xo,x;) 


E rn дык ыйы Sa ОВЕС РАЕВ О 
f (Xi Xo) + (xi — X0)(Xi-— x2) + (xi — xX)? 
_ y”, 


= 2 — а63х;- Xo- Х;) 


EA C1) ， 整 理 得 


Нз(х) = 扰 Xo)7 十 矿 Xoyxa)(X 一 Xe) + 


+Z (x tot- aa) + 


+alx ~ xi + Xot X — 2X1)(X — X0)(X — х.) 


其 中 a 由 《6) 式 确 定 的 。 


2) 题 4,6 


1 М 此 时 , n=2, h =1, 代入 (6.10) , 计算 ajs 
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В. = 2а. (у. yo) + үне yi) | =15, 
0 


将 它们 代入 《6,11) 得 
1-4. m+ 2mi + ma =15 
X HE Im =1, mi= -1, т = 7.5, 
EE. E G.D 得 在 [1,3] 上 的 三 次 样 条 函数 为 
{(2—х)%(х-1)-7.5(х—1)%(2—-х) + 
+2(2-х)2(х—1)+1)+ 
SGE +4(x-1)X2(2—x)-- 1) хЄЄ1,27 
 7.5(3- x)(x- 2) +(x- 2) (3-x)+ 
| +4(3-х)(2(х-2)+1)+ 


+12(x—2)2(2(3-—x)+1) XEL2,3] 
或 整理 成 
бды s x€(1,23 
— 9,5х3 + 67x2 — 146.5x + 105 x€ (2,32 


2 Ш 此 题 推导 基本 上 与 曲率 边界 的 三 次 样 条 函数 相 

假定 M,.(j=1,2,- n- 1) 已 求 出 ， 出 所 求 的 三 次 样 条 函 
AS (Cx) 的 在 CX; ,x,+:J 上 的 分 段 通 数 S;(x) 出 习题 4.5 第 5 题 
求 得 


ed М; (х;ар х)? M; (x X; 
| = іХ E EUr + 
эе) 6h; бй. 
_ Mihi Y Xi х 


+ (yi+: - Mt у= 
j=1,2,.…,H—1 C1) 
其 中 h. =Xi+ 一 Xi 
为 了 确定 M,(j=1,2…'-1)。 对 (1)》 式 求 一 次 导数 ， 
得 
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en ur pm ee Qosa 


(хуз) 


ж y: 
5',(х) = 一 Mi +M; “ә 


r 1 
Yiri Y; M i+ - М, 
+ А 2 _ - -— y 
h - 6 h; (2) 


4 x=x ЩА (2) 式 ,， 且 注意 插值 条 件 
S'i (x)= S, (x;) 
整理 得 


(B un Ct) (ne 
(Je, )— (5 + y): )+ 
+( ' 1 


因此 ， 解 方程 组 (3) BM, KHM; 代入 (1) , 最后， 由 
分 眉 函 数组 成 整体 的 曲率 边界 三 次 样 条 函数 SC(x)， 

3 Ñ 因 n=3, hh;=1(j=0,1,2), RAEN (3》 式 
中 ， 得 к 


“ЫЗ (j=1,2, 7 ,n-1) (3) 


ј=1 ®м,+ Mi моја + 2f) t о) 

2 1 ¿ ; 

i= 2 gM F Z m+ Mi= бхз) + 2fG0) + 0а) 

将 已 知 数据 代入 ， 得 
M; 十 2м,=7 
m+ М, 23 

解 得 
Mi:= 34, M.= 2 „æ 


BJA Ma S a 1,2)， 且 整理 汇合 成 SCx), 即 


Ë 1 x(x2 + 5) x€(0,1` 
| 

S (x) -: 80167 — 45x24 26x +9) xC (1,23 
g (= 14x? + 135x? - -370% +321) хЄ[2,3) 
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A 


` maaa. 


2) 题 4.7 


1 Ж 因为 公式 中 用 到 等 距 的 三 个 节点 xo, xi, х;, В 
以 ,此 时 п= 2, АЖИЛ (7,11), (7.12) Ж (7.9), 
得 
„үш, 2 лу) 


R',(f,x) = ЕЕ 


С 
£ (FUE at) ) 


=A 


(о (0) + оС) (Р o (S)7) 


РИСИ 及 
(х) = F(x) + КСЈ, х) 
又 因为 х= хо, MA t= 0。 代 入 以 上 各 式 ， 得 


0) =È Аж — Aye ) 
= < зро 4р р) 


R' (f,x0) = арув) = fang) 
Т 8 3E45 E se АК К 
7 Оа) = (-3h h) у" (д) 


2 R ВАЖНИ Д xX XX, BN 
以 ,此 时 n = 3。 将 具体 rt 信和 代入 (7.11). (7.12) Z (7,9), 
得 


А _1 2t-1 42, 1 3t - 6t-+ 2 43 

0) = у (Ау»›+ 2 А?» _ Ay] 
3 

RCs x) = а FE) DOE) 
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re: rp ss 0, 


其 中 aff) =t(t-1)(t-2)0-3), MJ 
1'4‹х)= Fx) + Ку, х) (1) 
又 因为 х= хо, 所 议 t= 0, 代入 以 上 各 式 ， 得 


Jale) = st Aya- T Aty РА + Ayo) 
= —1ifa+18fı — 9fs+ 285) 
; hš w 
R', Cf, xo) 一 > — 2)(— PFE) 


== h 4) 
TI 52 


代入 《1) ， 使 得 所 求 公式 。 
з R 先 作 差分 表 


i x; y; | Ау; © Агу, Азу; 
1 
Ü | 1.0 8,00 
СРСР ЫШ PEA ЫМ a 
1 1.5 13 ,75 Бый. 
252 ебе л | се | 
2 2.0 | 21.00 7.25 1 1.50 
Baene g С ° i =a As ас 
3 А 2.5 29,75 ' 8.75 | 1.50 | 0.00 
| i | 


又 因为 Һ=0.5, х= =1.0, 所 以 t=0. {6А (7.11), 得 


Оо) =]'.(1.0)= — y (s.75- x 1.50) 


= 10,00 
ef (1.0)=10.00. f 
H: 因为 已 知 节 点 个 数 为 4， 所 以 ,可 以 套用 上 题 的 公式 
Hiri. BD 


301.0) = os —11х8,00+18х13,75-9х 
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СОГРА 


х 21.00+ 2х 29,75) =10.00 
4 М 因为 节点 是 等 距 的 , 所 以 ， тая, 


i x; yi | Ayi | Азу | Азу: | Atyi 
член ч Тазы тштен шшк s. саа s. 

0.2 | 0.2 0.20134, 

ол од 0,41075 0,20941 | | 

06 0,6 0.63665 | 0.22590 . | 0.01649 | 

08 : 0.8 | 0.88811 | 0.25146 | 0.02556 | 0.00907 

0 | 10 | 1.175201 0.28709 | 0.02663. 0.01007 | 0.00100 


及 因为 = 0.2, x=x = 0.2, 所 以 t= 0. 代入 (7.11) 得 


二 x 


"0. 2-1, z(o. 20941-4 х0. 01649+ 3 


х 0.00907 - | x 0.00100) = 1,01969 
k ]'(0.2)—=1.01969, 
习 题 4.8 


1 R 根据 已 知 条 件 及 所 求 的 近似 多 项 式 g(x}) 的 次 数 ， 
йп=4„ m=1, }Ё (8.4) 计算 


4 4 

S= y ух =5, ` o= Уу, = 14.9 
í = 9 j-w 
4 4 

= Y x; = 11, fi= Уух = 44.3 

= 0 = 
4 

з= 5 ух] = 39 


以 上 各 值 代 入 《8.5》 ， 得 正规 方程 组 
з lla, = 14.9 
lla + 39а) = 44.3 


647 


——————. o 


解 得 


Qo 一 74 s m= £ 
从 而 所 求 的 经 验 直 线 为 
57.6 93, 8 2 
= ` Ë e. P + 
g(x} 74 хз zi 0„7784х+ 1,2676 


2 Ж 因为 所 求 的 经 验 公式 是 关于 9 的 二 次 多 项 式 ， 但 
其 中 常数 项 为 零 ， 所 以 ， 不 能 直接 套用 (3.4) . (8.5) ЖЖ 
出 g(x)。 为 此 ， 按 最 小 二 乘法 的 定义 来 推导 其 求法 ， 

设 其 偏差 平方 和 为 


У (9, +001 ~ уг)? = ф(а,Ы) 
要 使 p(a， еее 必 有 


бе. -257 (аё, +60? – у; )0, = 0 


i = 


„9р _ 25 сд, +b8; —у;,)08 = 0 
ob Со 


从 而 ， 得 
[a 32011 byo? = Ty,0, 


{=0 


2 3 * 
га 510+ У! = усу,Ө! 
V ¿=o i= #= 
按 已 知 数组 计算 出 
ү 1006 =17.2 
100a + 354b = 55 


解 得 


_ 58.88 7 
62° 62 


故 所 求 的 经 验 公式 为 
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° ЕЗ 


0 -— 02 (0,9497 - 0,11299)0 


3 ж пулан, 才能 使 其 偏差 平方 和 为 最 
А. 事实 上 ， 设 x* 为 所 求 的 近似 值 ， 则 其 偏差 的 平方 和 为 


La —Х;)?=ф(х) 
为 使 其 : 达到 最 小 ， 必须 满足 


ЭРО „жузү зелеп 


6 x бат 


g(x) = 


Ар 


RREME, ВЕН ОРООН EST, 最 好 的 近似 
t. 
4 Ж 对 经 验 公式 两 边 取 自然 对 数 ， 得 
tnl = Inlo — atine = [nIo — zt 
设 y=lnl， A=InIlo, B=- 
则 
y= А+ ВІ (1) 
试验 数据 经 变换 〈《1)》 后 ， 得 数 表 如 下 : 


f 
'| 0,2 0.3 0.4 0.5, 0.6 20.7 0.8 


y, 1,1506 0,8671 0,5596 0. 2927 0 =й, 3567 —0,5798 


利用 《8.4) 求 出 


S= Y Tt = 7, jo= Y y, =1.9335 


Ыр im 0 
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ГА 6 
S,= Y 1, =3,5, Һ= 2 лу; = 0.3707 


1" 0 
S,= УЗ: =1,95, 


代入 (8,5) 得 正规 方程 组 
ТА +3,5В = 1,9335 
И s 
解 得 
А=1.7662, B= -2.9799 
最 后 ， 进 行 逆 变换 ， 即 得 
Io=e = 5,8485, «= —B=2,9799 
因而 ， 所 求 经 验 公式 为 
= 5. 84850! 
5 解 设 所 求 的 近似 解 为 xi, x MEMEH 
цу = хі - 15,5 
из=Х—6,1 
Us =X,- Xi— 20.9 
Р, АЕ У 


ф(х.,х1) = Уи? = (xa 15,5) + (x; 6.1)?+ 


+ (х + х; _ 20.9)? 
对 上 式 求 偏 导数 ， 得 


х 
ОФ -2x + xy 36.4 = 0 


OXI 
ОФ x + 2х,-27= 0 
Oxz 
解 得 
_ 4 15 
x, = 1515* х= 575 


kuk TOA y КИЛЫ Эу 
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у 题 4.9 


1 证 明 4 п=1], cos0=2°cos0, ЛЕЗ, 
бп 一 k 时 成 立 ， 即 
соѕК = 2'7! соѕ' 0+ а;<1С005°7!0+ .+ п:с050 + ав 
今 证 t=Kkt+1 了 时 ， 也 成 立 。 因 为 
cos(k + 1)8 = 2cosk0 *cos0— соѕ(к — 1)0 
将 cosk0, cos(k-1)0 展开 ， 且 合并 同类 项 、 上 式 变 为 
cos(k+1)0=2Yceosht10 + а соѕ'9 ~ +> Hr arcos + ao 
其 中 а; (= 0,1,--,К) ЕН cosk0. cos(k- 1)0 的 展开 式 系 数 
组 合 而 成 的 。 于是， 问题 得 证 . 
2 Ша 由 定义 知 
T (x) = cosn0 
Hh x = cos0, xEC-1,1l, BECO, r). WA 
T, ( — x) = cosn80” 
Emt -x =cos6, —xC (-1,11 FÆ, 从 
со50 = — cos” 
推 得 
0 =0+л 
[ШЕ ся | 
T. ( — x) = соѕиб’ = сози(@+ m) 
= cosn0+cosmr — ѕіпиб •«5ілиИл 
= (1) "соѕие = ( —1)"T. (x) 
此 式 说 明 ， 当 为 偶数 时 ，T,(x) 为 偶 函 数 ， 且 只 含 偶 次 至 
项 ， 同 理 ， 当 7 为 奇数 时 ，T,(x) 为 奇 阔 数 ， 且 只 含有 奇 次 究 
项 . 
显然 ，T,(x)， 当 п=0, 1, 7 时 ， 它 们 的 系数 是 正 负 相 
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间 的 ， 
假定 rx =k 时 均 成 立 ， 即 
T(x) =a! xt — a, Xe Бах? ... + 
+( -Ci 50% 
раг оті, [£ | 表示 到 k/2 的 整数 部 分 。 为 了 证 明 需 要 ， 
把 Ti- REDE? 


Тааз тра aaa — 6+ 


PEE 19602, н 
其 中 ae” HAEN. 
Z= n = k + 1f То СОНИ ЖЕЕ. ЯНО. 
H ЖЕ Ж Жл, 


T,. (x) =2?хТ(х)— T, - (X) 
RAT: D. T (x) 的 展开 式 ， 且 合并 同类 项 ， 得 

Tip) = Xt a xt Ul +a, Xt 一。 十 

+(-1)°з 24, 

其 中 а,=2а/;.,+а”, (j=k-l,k-3,::) 

o= а”, ас =2а'› 
这 就 证 明了 T,.,(x) 的 系数 符号 也 是 正 负 相间 的 ， 

з 解 引入 线性 变换 
2t—(b+a) 


seeped (1) 


将 变量 4 Са, ЫЕ} Ех EC 1, 1]。 于 是 
Т,(х) = r.( 2 0+9). T,(t) 


` 变 成 关于 t п АИ. 又 因 T.(x) WQ WN 27707, WI 
T. ( 2t- Хат b) ув 首 项 为 


2 (2 e y a E) _ 
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L3 F 


aey J: G) 


推 得 此 时 首 P 


tn Eh M S E: Жз: H 
一 TL  (x)=2xT,(x)—T, (x) 
其 中 T (x): 1, T(x)=x 用 变换 { 1) ， 代 入 得 
Tryi(t)=2 5222-24), се) T. .(t) 
b-a 


һ+а 


t 一 一 一 一 


„мд 
其 中 To(t)=1. TD = b-a 


4 证 明 因为 次 勒 让 德 多 项 式 为 


ы (х®-1)* 


ИР TTE 


1 а клр узул 
ЕРТ qz" (X 1) 
= 
а" 


a— &@ (х1—1)"4; 
FS (w2— 1) "dx 


六 pitx)ax= 
= 


反复 利用 分 部 积分 法 ， 有 
Poa (w2— 1)". 


"+1 
э „п +1 
ГА) к> n--1 
=- Í| goo AD gpa 1) dz 
+l +272 
=(- 1: Í jar (x 1-1) бае. (х? - 1)"dx 
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аннан анн pa аР ratm y С 


A T е We a 2 а z 
St у rr (Xt — 1)" 002-1084 
1 
TERIEN (х2 1)" dx 
=I 


XAA 


бе oies a 


F (бї Zn l 
代入 原 积 分 ， 得 


1 ,_(n1)? aeti 
J pos TEn оту ari 
112 
28 + 1 
5 证 明 设 n 次 勒 让 键 多 项 式 为 
_ 1 _ d' 2. ру" 
е 27n) ах" а... 
对 (x: 一 1)* 求 nn 次 导数 ,得 
d' (хї-1)' = 2n(2n—1)---(n+1)x" — 
dx 
-an= enx 7! + 
єн (2и)! n (20-121. =i san 
hi S үч a F 
于 是 ， 首 项 系数 为 
_ 1 。《28) __ (2n) 
2°п\ и! 2" (n)? 
6 ШВ 因为 
р.а = Д. ия 1)" 
所 以 ， £u = - х, 有 
ol T regag] 
р) = г ду 0708-12 
=£ д е. ЕЕ _ d — 2 一 Ы 
seen) 2"n! dx” ке) 


=(—-1)"р„(х) 

AFELA, эц п УА, ОЕА 
Ж, MUJ n уран], ШЕ ey К. 

т 证 明 设 f, (x) 为 任 悉 nn 次 多 项 式 、 因 为 (p(x)} 为 在 
区 间 [- 1,1] 上 权 p(x) =1 的 正 交 多 项 式 组 ， 所 以 ， 由 定理 1 
知 ， 

Jf. (х) = Сора(х) +Сүр,(х) tr С.р, (х) 

其 中 


(f, ,D.) 2 з 
C, = Irit? __ ; А 
| (prsPr) ЕГУ ]„(х)р,(х)ах 


8 证 明 (1) НУ хр: (х) уар, 所以， 
根据 奇 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 值 等 于 零 的 结论 ， 推 得 
f xpiCx)dx=0 


CD 因为 函数 xpi(x) 为 小 于 或 等 于 4- 1 次 多 项 式 ， 所 
以 ， 由 定理 2 知 ， | 
f xp Op, Cdx =0 


9 证 明 BPO 为 首 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 ， ШЕ 
定理 3 ， 得 
р.+1(х)= (хХ-С„) px) —С,.,р.—,(х) 《1) 


其 中 
ОНЕ = (р) , С, = бкр...) 
(р. :,р».-1) Pas Ps) 
(20) \ у 
ХВ p.Cx) = oi n i P” р„(х), Т, (Ç AC... С, 19 
2" (01)? 


(2н)! y (p. ур.) 


2°71((п—1)!)/ I 
到 ЕТ -) (р. р.) 


С... = 


555 


( боону AL 


Ш 


С„=- (xp.,p.) _ 0 


代入 (1) 得 
2%": unt 
[2(n-1)1 


_2n- 1, 2"! ((n—1)132 
2n+1 in-i P| (X) 


上 式 两 边 除 以 2 对， 得 


ы Б? . 
Ар... (x) = хр.(ҳ) эрүү- (x) 


由 此 命题 得 证 。 
0 М 首先 ， 利 用 台 劳 级 数 展 开 e*， 得 


x3 х" ке А 
х 一 + +. — + -一 一 -一 一 < 
e" =1+x zi Е aD е (-1<2<1) 


要 想 误差 不 超过 0.01， 也 就 是 要 求 余 项 的 绝对 值 不 超过 0.01 ， 
斯 tt = 5, 有 


|е? <-£ <0.004<0.01 
从 而 可 知 ， 只 要 取 前 六 项 ， 就 达到 精度 要 求 ， 即 


еч “f(x (1) 
此 时 ，A(x) 为 五 次 多 项 式 . 但 是 不 是 次 数 最 低 的 多 项 式 。 为 
此 ， 在 保证 精度 的 前 担 下 ， 利 用 笑 函 数 x'(k - 0,1,…,5) 可 以 
用 切 比 雪夫 多 项 式 表 出 的 性 质 ， 
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2" (ni) 


Лур, (x) 一 


р) 


а. e 


Q. 


е а х= Т, (x) 

x=- 1 (Тех) +Т;(х)), х = 1. z< aT (x) + Ts) 
хе зто) +4Т ж) ТА) 

хо = (ТОТ Сх) +5Ts(x) + Ts(x)) 


{КА CT) 5, ри 
217 13 


fs(x)= RT) + 327(x) ts +: (x) + 


s T(x) (2) 


因为 当 1х1<1, ITOS, BD, R (2) фи M 
项 ， 即 


1 1 
тзт (X) + ТӨӨ |< 92 ' 1905“ 0:008 
Вж, EW 
С) = е ТоС) + торту) +: STX) + З TG) 
mi) 


ПЕЕЛЕ 
<<0.004+ 0,006 = 0.01 
也 就 是 ， 在 [一 1,1] 上 ， 用 f(x) 近似 6 时， 误差 不 超过 0.01， 
且 多 项 式 的 次 数 是 最 低 的 。 
事实 上 ， 取 Лок) = табх) +r oo + r), 容易 


192 
验证 此 叶 误 差 已 超过 精度 要 求 。 
最 后 ， 还 可 用 7T;(x) 表 示 x: 的 组 会 形式 ， 代 入 #(x)， 经 整 
理 得 


191 , 383 Е 
= 5} 4: 
е0) = oo + gaa” Бү тз? 
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. “m өзб. w. G p wawa 


5J 题 4.10 


1 Ж 根据 题 意 我 们 取 在 [-1,1] Ep 1 24258 МИЕ 
交 多 项 式 为 基 范 数 ， 即 勒 让 德 多 项 式 序列 {р.(х)}. Ж 
BCX) = QPZ) + ар (х) + a;px(X) + asD (X) (1) 


其 中 


ро(Хх) =1, р(х)=х, рх) =`} (80-1), 


рзбх) = у (5а? 3x) 

а;(1=0,1.2,3) 为 待定 系数 . 
先 计 算 下 列 各 积分 值 : 〈 按 习题 4.9 第 4 题 ) 
(ро,ро) = 2, (Pipi) = 2, (PaPa) = 2, 


(papa) = 2 
又 计算 积分 值 
(tno) = f урадах = f sinxdx = 0 


do Kx)pi(x)dx = j: xsinxdx 


1 


= 2(sin1 — соз1) 


(f, рә f sinxe- (3а? – 1)dx = 0 


(ј,рз) = [ч (5х3 — 3х) "sinxdx 


Б ЕТЕ 1851п1 
代入 《10.5) 得 
п0= 0, а; = 3(51п1 ~ с051), 
02 = 0, аз = 7(14с051 — 9sin1) 
RA CNA, 4 


858 


Ba(X) = 3(sinl — cosl)x + 


+£ (14с05] = 95101) (5х — 3х) 
= (2 пасов — 95101) х? — 


– 3 (50cos! 一 55а) jz 
2 & b А{р„‹х)}{ 2513Ж юй, 1} 


B2(X) = APX) + mp (x) + пзр;(Х) (1) 
其 中 рох) = 1, р(х) = x, р(х) = 0882-1), a, (i::0,1,2) 
为 待定 系数 ， 
很 容易 计算 出 ， 
(pus ро) = 2, (pop) = 2, (рәр) = Z. 
再 计算 出 : 


(f Po) = f хах= = 


=з 


Gp) = | xsax=0 


= + 1 8 
(f, pz) J х* 5 (3х2 1)dx = = 


і ` 4 
G= ro] G = 0, q: = "> 


RA CD 式 , 得 


gi(X) = + tid gx- 1)= x 3. 
Hl g(x) 2 Сх) =% EC- ERRANEN EEA 3 mh 


第 五 章 ”数值 积分 习题 解答 


5) Яй 5.2 


1 解 (1) 已 知 =, а, ха 3 由 内 播 求 
积 公式 系数 表示 式 (2.6) R 


Е И 
а 


=. f E GES X+ iya = 


К элер 
L 了 (全 -人 
= f ‚-16(х- х) - 3 -7 


ЕТЕЙ 


CG-DED 


《2) 估计 代数 精确 度 
因为 n=2, 具 有 3 个 节点 ， 根 据 定理 可 知 ， 精 确 度 至 少 是 
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2 次 的 。 义 因为 当 fx) =, 
左边 = f жах = | = + 
su- 
BZA = 右边 ， 
мух) = xt HJ 
左边 = 人 Xtdx = L 
ME ECE OR 
改 左 边关 右边 。 所 以 ， 该 插值 求 积 公式 具有 有 3 次 代数 精确 度 、 
сз) 计算 1= Í хах 


fira BAY (8) 403) )-3 
实际 上 ， 由 于 该 求 积 公式 具有 3 次 代数 精确 度 ， 所 以 ， 上 
式 成 为 精确 等 式 。 即 
J wax = + 
2 Е 因为 是 内 捕 求 积 公 式 ， 所 以 由 《2,.6) 式 得 


р (x-0Xx+1) 
Af (1—0) (1+1) 


= T x(x 1)4х= 1. ` 
= 1 


3 
同 理 可 得 
As, A= 
故 所 求 内 插 求 积 公式 为 
f jax dD + Фусо + 1) 
这 是 一 个 闭 型 求 积 公式 ， 


下 面 估计 代数 精确 度 。 由 于 n =2， 为 3 个 节点 ， 所 以 人 1》 
ш Кх) = 时 ， 有 
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左边 = É dx = rx | =0 

ый = + | 1-4х0+(-1)* |=0 
即 左 边 = 右边 。 当 f(x)=x: 时 ， 有 

左边 = tax = | = 


38 = 5[1-4х0+ 0-10) = 
所 以 左边 二 右边 故 ， 求 积 公式 〔1) 具有 3 次 代数 精确 度 ， 
3 НУЖНАЯ 
全 Kaoax= Са) + л) + NxN 
要 求 具有 3 次 代数 精确 度 ， 故 ， 得 到 下 列 方程 组 


| cdarl+D= dx 
| 
Xi + Xs+ X3 f > 


1 
С(ху кх + x, 25 = f x? dx 
-i 


1 
C (X13 + ху + ху?) = f xšdx 
Ei 


Bl c = 
К ычу (1) 
X12+ x2 + Хх =] (2) 
(ee E (3) 
解 上 上面 方程 组 ， 由 (1) 得 
Mi = — X21— Ху 


代入 (3) ， 则 有 


(—X2— х3) + XŠ + х9 = 0 


& щщ. ЖИ, 13 
X; i X, = 0 
Bp 
X2 — Ха 


a ma ti o 


把 x2= 一 x ЖА (1) ， 则 有 
x = 0 


把 xl =0，xz= — х; 代入 (2)， 得 


所 以 ， 求 积 公式 为 
f жов [ey + (225. (( - 
а й Cl) этш йд 
f Codes аа) 
对 于 xECa,b]， 取 f(x) 二 fa)， 则 有 
[тода [сајах = аа) 
关于 余 项 ， 
因为 
вр) = f idx- а-а) 


= [ооа ~ f садах 
= f O- Казах 
= J fx- а)ах 
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Зип чир —— v 


又 因为 РСЕ) Са, 2 ЕК й T x BQ yE 56 bü Sk. e-a) E 
(a, DERES, БТ, HPR 8 EB, д, 至 少 有 一 点 
тС (а,б), 1# 

в) = f FO- adx 


b 
={' (4) f C аах 


рар -а)* 
即 ， 左 矩形 求 积 公式 的 余 项 为 
в) = of (Nb-a), nEla,b) 
左 知 形 求 积 公式 的 几何 解 
释 为 ， 用 矩形 A4BCD 的 面积 代 
兰 曲 边 梯 形 ACEB 的 画 积 ， 如 
图 4， 

(2) %+# ЖРА 
ооба). 对 于 
任意 的 xC(a,b), H 
(= Ы), 得 

[лодае f fdx= а) 


念 堪 矩形 公式 的 余 项 推导 方法 ， 可 得 其 余 项 为 
кер = -EF (nXb-a), n€(a,b) 
ЖЯ ДЖ. ЇЙ Л, ИП REH , ИЖЕ AC EB 的 面积 代替 
曲 边 梯形 ACEB 的 面积 ， 如 图 л. 
5 БЕЙ 电 内 搬 求 积 公 式 〈2.5) 知 


[ухах = УА) 
т. уй Ë =0 


的 代数 精确 度 ， 当 插值 节点 个 数 为 n+1 nal), HAAR 
有 次 代数 精确 度 。 所 以 当 x)=1 时 ， 有 
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f a= УСА, 
a kn 
而 二 式 的 左边 =2z-a。 故 有 
A+A +А+:- +A, =b-a 证 完 ， 
2] Яй 5,3 
1 Ë 由 梯形 公式 得 
fT (To * рац.) 0.7500 


由 辛 卜 生 公式 得 


=:0,7833 
2 Ж (1) 已 知 当 :=3 时 ， 千 顿 一 柯 特 斯 公式 为 


УР Ы 
f f(x)dx=(b-a) JCP f(xo+kh) 
z сй 


其 中 
人 ` (ї-1)ї-2)0!-3) 
С. 3.6163 асе i-k ai 
(k=0,1,2,3) 
于 是 ， 有 
(3) — = — _ ар > 
С 3 f G-1Xr-2)G -3at 3 
(3) — _ 去 == se 
ct ЗҮ z f t(t-2)(t— 3) ` 
(зз. а = _ 3 
Pe J it- Da-da; 
1 
Cr j 6202-12022 254 =-- 
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Ш n=3 了 时 的 牛顿 一 柯 特 斯 公式 为 
f одах а (а) + азво + 
+ iü + 2h) +) 
(2) 下 面 求 此 公式 的 代数 精确 度 。 
因为 在 此 公式 中 有 四 个 节点， 所 以 ， 出 代数 精确 度 定 悍 
知 ， 此 公式 至 少 具 有 3 次 代数 精确 度 。 当 f(x) =xt hj, A 
左边 = | жах= 146-0) | 
B=- TL Cat + ath) + ath) + bt) 


进一步 整理 ， 知 左边 所 右边 ， 
所 以 ， ие 


сз) 运用 该 求 积 公式 计算 人 x。 因 为 


T 
Їх) = ғ, хо= 0, х=, xx CL, ху=1 
所 以 ， 由 上 面 所 求 牛顿 一 柯 特 斯 公式 ， 得 
з 1 А] з /(1Y аву. 
f T at= + 8 1(3)+ 8 1 (a) 
+E) =0.7846 


实际 上 ， 


+1 1 
Í Р азяб = arctgx | ` =0.7854 


3 (1) 球 的 体积 公式 ， 
解 ” 设 球 的 半径 为 尺 ， 设 球 的 中 截面 积 为 Sx) 则 
Ss(x)—=xR2 
ТП) Я. ТЛА. Fl 
56х) = 0, SAX)=0 
FÆ, 18 43.12), 8 
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y = 25а) + 48,(х) + 8,(х)) = лв 


《2 ) 关于 球台 的 体 
积 公式 ， 
Ж W nrn 为 球台 
E. ТЖВ, HAR 
В, КУЊ, 
ожо, xA оя 
台 下 底 的 虐 离 ， 见 图 5 。 R 
由 直角 三 角形 三 边关 系 ， 
得 
чке, 
ез: +x) 
К? = r + x° 
Вр 
R? = т2+ H° + 2xH + х? 
R2 r H + XH + ж? 
R2 — ү + x 
解 此 方程 组 ， 得 
rnt зерно) 
所 以 ， 球 人 台 的 上 、 下 、 中 截面 积分 别 为 
S,(r.) =ar? 
Sr) =ar? 


2712 + 2r? + Н? 
å 


故 ， 由 (3.12) 得 球台 体积 公式 为 
v = ESN) + ASs(rs) + Sa r2)) 


5303) =л" 


= Блез! +г4) + НО 
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当 H =r:=R, rı = 0 HJ (半球 》 , 


у Шо 5.4 
1 解 Cl) 取 h=- =0,1250, 根据 UD, 


D ,列表 计算 如 下 ， 


I : 0,8347 


кы у. Җа EN 梯形 公式 。 ， 六 卜 生 公式 
0.0000 | 0.0000 1.0000 1 | 1 
0.1250 0.0020 0.9981 2 | 4 
0,2500 0.0156 0,9846 2 2 
0.5750 | 0,0527 | 0,9499 2 4 
0.5000 | 0.1250 | 0.8889 2 | 2 
0,6250 | 0.2441 | 0.8038 | 2 4 
0,7500 | 0,4219 | 0,7033: 2 | 2 
0.8750 0.6699 | 0.5988 2 | 4 
1.0000 1.0000 0.5000 1 x 1 
Е 13.3548 20.0560 
| 0.8357 


所 以 ， 运 用 梯形 公式 ， 得 


ə l 1 5 
[отта 4Хх*=%.8347 


BHE КЕД, 44 


Í -———-dx=0.8357 
Yoo I +x 


(2) Hz h= = 二 0.1667， 根 据 公式 (4,1) 0.3), 
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列表 计算 如 下 : 


ккан ты A E с 
1.0000 0.6931 | 1.4428 | 1 | 1 
1.1667 0,7732 1.5089 2 | 4 
2.3334 0.8478 1.5737 з 2 
1.5001 0.9163 1.60371! 2 4 
1,6867 ı 0,9808 1.6993 | 2 2 
1.8335 | 1,0415 1.7604 2 А 4 
2,0000 | 1,0985 1.8205 l 1 

> 19,6221 | 29,4849 

I | 1,6358 


1.6860 


所 以 ， 运 用 梯形 公式 ， 得 


Í ms x==1,6355 
BERF REAR, 49 
f = — y dx=1.6360 


2 证 明 iZ f(x) Æa, b) Ж, H ET ES SH, XJ 
于 区 间 [a, 执 上 的 任意 一 个 分 割 工 ， 设 4Ax; 为 其 分 割 后 的 任意 一 
个 小 区 间 ， 取 Ax; 中 任意 一 点 5;， 所 得 到 的 积分 和 


Yr )ax， 
有 
е лв 
其 中 Ах; =х;-х;:.., АТ) = max Ax. : 
(1) 关于 复 化 梯形 公式 ; 已 知 复 化 梯形 公式 为 
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š b-a | 
J fx) dx 60ка) +2) ++ 


+ 大 Xi x р f(x, )) 
上 式 右 端 可 写成 如 下 形式 


LIP TC) + f(x) +. 十 其 和 )) + 


ауру fGa) + == Н) 


(тс! А | | 
Eras 2. Drao) 


i =й n 


= Зз +S, у 


上 式 中 的 5, 、S。 是 1(x) 在 Ce,bJ] 上 的 两 个 积分 和 。 即 把 
Са, п 等 份 ,在 每 一 个 小 区 间 上 取 其 左 端 点 x,_, 作 为 &;， 

即 可 得 到 积分 和 5,_,， 取 其 右 端点 x; 作 为 &; ， 即 得 到 积分 和 
S.. LKAN пові, КТ) = 上 二 8-> 0 ， 所 以 ， 由 定 积分 定 


义 知 
ffx)ax =lim (5... T 
=Nimy(S,-. +S.) 
= 1 (2 f f(x)ax) 
= [ ках 
(2) AFEFE F EZ: AE, по иЗ F 
EAR 
| [родах (x0) -Ad + G) + + 
+ fixni) + 2í(f(x;) + Jx i) + 
+ f(x... )l + fx. )} 
的 右 端 可 以 写成 
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BE {CZF AO) + xs) e +](х,- I 
+4x(2h)Xf(xi) + fra) + + f(x... )2 + 
*(2h)CfO6) ўба) ++ + рО, 90) 

= 20514 458; +5) 


HFS, S SET Ca БВУ Са, х), Cx;,X0l, ts 
Сх... ЕВ В, НАЕ И, ч n 一 co 了 时， 有 


"772 


limS; =lim2h) Í (x; -:) = f fx) dx 


ті 


2/1 h 
limS; =1im2h Уу (x; )》 = f ах 
本 — со ñ! 一 mc 到 归于 u 

п/2 


‚В 
limS, =lim2h У f(x:;)= f tOo dx 
.- я 一 oo іт} а 


所 以 
limS=lim-- [S14 4S2+53) = 了 f(x)dx ЕЯ. 
з # 运用 复 化 痊 仆 生 公式 进行 计算 ， 因 为 bp-a=80， 
п= 8, KE | 
V(80) = { idx 


= —80 (30,00+4[31.63 +35.47+40.33+ 
3х8 


+ 46.691+ 2(33,44+ 37.75 + 43,29) + 
+ 50.67) = 3087(т/ѕес) 
4 RO) 导出 求 积 公 式 。 


h= 924, к= = ‚ х) = Í fGoy)dy. 则 由 


ARIF ESA. 得 
f ` f 1x, y)dxdy = [их )ах 


К А с+4 
= f х, с)йх+ К] 110,2 dx + 
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"warna Aena tp о 


ж уох, 4)йх 


гаг зей + fib, с) + 
) + (a>, ZO b, EZA] + 


+ ўба, д) + 1(2+2,а) + 了 DG +R 


+4[raa 8 cra 


= Каса, с) + f(a,d)+ ](ф,с) + f(b, d))+ 
+4 | ] (0,°3°) +(e $ 1,2) Ф 


+ {= а) +(+, +4 }+ R 


R= н) е p E aa 


公式 中 各 节点 的 对 应 系数 如 图 6 所 


其 中 


“ 


Ж, 上 1 
(2) 利用 上 式 计算 积分 o | 
Í f] +t2y dxdy | | 
W ok Дд B BS 3468 h F Ж. | 
G) s. -1 | 0 : 1 
Ж asp ani EY, E 
0 2 | 0 | 2 
1 3 | 1 | К 
6 4 | 6 
所 以 


Ял me 


ї 
бең (х2 + 2y2ydxdy 
СИРА 
+4х4+ 3х4 +1х 16] = 8 
5 f 根据 公式 (4.1), (4.7), (4.3). (4,10, 


列 玫 计算 如 下 : 


K | 区 间 竺 分 数 24 | тА х 9 公式 
0 Е 1 | 0.75000 
1 2 | 0.81944 1.00694 
2 4 | 0.83170 0.83579 
3 8 | 0.83416 0.83498 
1 16 | 0,83540 : 0.83581 
Tt Tel | 0.0004 | 
=l 821-5, | 0.00005 
所 以 ， 由 梯形 公式 ， 得 
I= 0,83540 
HF КЕ, 48 
I= 0.83581 


6 (1) 计算 r= f dx 


解 ” 取 n=8， x, = Xt Кесу, 根据 公式 (4.1) . (4.3), 
习题 5.3— 2 古 。 列 表 计 算 如 下 ; 


Í . 
x, | sinx; | === 梯形 公式 jF PEAS MEMAR 
0.0000 0.0000 1.0000 1 1 | 6,7 
0,1259 0.1247 | 0,9974 2 4 3,2 


= 
to 
e 
о 
е 
i ° 
3 
bà 
x 
~ 
d 


0.9896 2 2 i 1.2 


| 一 - 


i š i inx 
Xx Í sinx any | REAR 


ЖАХ ”村 特 斯 公式 


Xk | 
~- === = | -一 一 一 
0,3750 1 0,3663 | 0.9767 | 2 | 4 г 8,2 
0,5000 i 0,4794 0.9589 2 | 2 1,4 
0.6250 ' 0,5851 0.9362 |! 2 | Г 3,2 
I . 
0.7500 ; 0,5816 | 0.9089 2 2 1.2 
| 
0,8750 : 0,7675 | 0,8772 2 4 3.2 
| 1 
1.0000 1 0.8415 | 0.8415 1 1 0.7 
X | 18,1311 22,7060 i 17,0295 
І | 0.9457 | 0.8461 С.9461 
1 i 
slrnx 
Г U dx 0,9461 


е чу 


(2) f edax, 


# 取 n-10, х; =хо+ К, 根据 公式 (4,1), (4,3), 
列表 计算 如 下 : 


п | xi ес | та 5 公式 
: | 

0 0.0 ， 1,00000 1 1 

1 | 01 | 0.99005 2 | 4 

2 02 | 2.98079 2 ! 2 

3 03 + 0.91393 2 4 

доо оа | 0.85214 2 2 

5 | 05 : 077880 2 4 

6 0.6 | 0,69768 2 2 

7 | 07 | 0.61263 | 2 4 

8 | 08 — 5229 2 2 

9 i 0,9 0,44486 : 2 4 

10 1,0 0.36788 | 1 ] 
: E | 14.32422 22.40476 

I : 0.746211, 0.7468245 


е у R . .... ............ u 
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所 以 
I f e ах 0.746211 (梯形 公式 ) 


I= f е-*°4х==0,1468245° (ЕКЕЖ) 
5 8 5.5 


1 
1 R (1) 由 于 (x)= a=0, b=1, 


1(0)—1, Кї) = .> 于 是 有 


T= Ууу +J: (1+) 3 =0.7500 


《2 》 央 为 
j (5) = eo = 
2 
所 以 
r, = 2 [ т.+1(2)} = = 0,7750 
S,= YT, yT = у= 0.7833 
(3) 又 因为 | 
5 пу I 
4 
CTE 
4 
所 以 


T, = yT: © f (3) I($) = 0.7828 


52 асг = 0.7854 
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c2- 1682-85: _ 0 7855 
15 


C4) 计算 出 /(). (2). (2), (Z). 可 得 
п) о) (g): (2) 


=0.7848 
S23 = нас = 0,7855 
Сә = „169—5 = 0.7865 
15 Ё 
以 上 计算 过 程 可 列 成 下 表 
K sei таа sus C 公 式 | RAR 
| | 
0 2"=1 0.7500 
1 21=2 | 0.7750 0,7833 
2 22=4 | 0.7828 0.7854 0,7852 
3 23=8 | 0,7848 0,7855 0,785 


由 于 计算 到 Cz 已 经 达到 精度 要 求 ， 所 以 ， 不 必 计 算 R., 
故 


二 0,7855 
2 ETE 
2 j=-2. | е" ах, 
x s j < 
解 首先 求 上 eax 的 近似 值 


因为 1(x) e, а=0, 5b=1。 根 据 公 式 (4.1) (5.12), 
(5.13) 、 (5,14) ， 列 表 计 算 如 下 ;， 
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K буны 了 公式 | SAR CAR RAR 
1 
0 22-1 | 0.68394 А | 
| | 
1 21=2 | 0,73137 0.74718 : 
2 22 = 4 0.74295 | 0,74353 0.74328 
3 | 23 -8 0,74587 ; 0,74683 0.74705 i 0.74711 
4 | 24-16 | 0,74635 ; 0.74651 0.74619 0,74648 
由 于 |R,:-R,(|<0.001, ЖЕ 
I 
f = 'ax=- 0.747 
故 
2 al Ж 
ЕНЕ * dx=- 
I J ° х== 0.843 
2) Rh 5,6 
_{* | _ 
1 м (1) TI= -q ai 取 n=2。 
首先 把 区 间 [ 2,2790 — 1,13, 为 此 ， 令 
х= bta ү b78 -ot 
2 
mij i 
dx = 2dt 
TE, 44 
о! | оҳ | 
бй зше = — +200 А, 
е dx 2 и у аһ) 
=2LA fti) + А: (5) + Asf(ta2)2 
5 1 
= t. = Ры + 
|5 1+4х (0,774597)2 
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8 l _ 5 1 йө) 
9 1+4x0 9 1+4х (0.774597)? 


=2,4303 
Bp 
2 1 | 
[отуи х=2.4303 
G шеу, ЧОЕ dx, Щп=2, 
首先 把 区 间 变 为 [一 1,1]。 为 此 ， 令 
х=-(1+ї) 
则 有 
_ 1 
dx = y dt 
于 是 有 
arctg (2а + 0) 
[+a +0] 
列表 计算 如 下 ， 


| 
| аж) т +? атаса а +0002 їх: у Ах ЕЕ 


Е I T +Z | | i 
0.7746 0.8873 0,8358 | 0,7258 .acsto.s5sal 0,4825 


i : I 
0,0000 0,5000 | 0,6495 0,4637 10.7139 0,8889 0,6345 
| ' 
: | 
=~ 0,7746 0,1127 0. 2278 0,1122 2,9691 0.5556: 1.6496 
| 1 
| | IE =2.7682 
1 
а х 1 下 . 
f BX ау 1 E=-Lx2,7662=1,3831 
q х 2 2 


в 


(38) Faf УЖ. ах Msi 


о (1 + x)2 
首先 把 区 闻 [0,17 变 成 [~1,1]。 为 此 ， 令 
x=-y(+0) 
则 有 
ах = й 
于 是 有 _ 
;一 一 
f t (1+7) 
Is = сё ax = 1 f. „М! ощ 
e (1+x) CECENI 
_ у {! [vitt dt 
vif рыр 
列表 计算 如 下 : 
tr | v1Itte | Єр | үу | A; JODA: 
| аа | кысы 
0,7746 | 1.3321 | 0.0702 0.0935 | 0,5556 0.0519 
0.0000 | 1.0000 | 0.1111 0,1121 0,8889 0.0988 
– 0,7746 | 0,4748 | 0.2019 0.0953 | 0.5556 : 0,9533 
| | | ‚Б =0,2040 
故 
1, VX x= Z 3 x 0,2040 = 0.2885 
° (1 ЕЛ 
ке: 
则 
l 
a 29 
于 是 ， 得 
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f Ziya а f Pria 
对 

Í est di 
应 用 高 斯 求 积 公式 ， 列 表 计算 如 下 〔 取 n=2) ; 


0,77460 2,77460 1.686571 0,55556 0,92540 
0.00000 2.00000 1.41421 0,88889 1,25708 


' 
Н 
= 0.77460 1.22540 . 1.19698 | 0.55556 0.61499 
1 
J 


Г зы; 
zE =1.39874 


H-E-1,.398748m = 0。 而 原 题 要 求 积分 近似 值 准确 到 10-4， 
故 有 

т-р+ї= 一 4 
得 


з 
u 
© 


(VITEK йх=1.3987 
#0 
з 解 首先 将 积分 分 为 两 部 分 
r= 人 -= fa 
каж) J v х(1+х) 
=h +I: 


其 中 


— a dx Ж SI dx 
п | отаку 2. Loo Б 
对 于 1, Ax=t'', 则 有 ах = -t dt, 于 是 ， 有 


көгү dt 
b= j. (1+) 
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1 =21, = j a. 
TE У И >- 4 
х-0 是 用 如 二 各 -7 的 奇 点 .运用 分 部 积分 法 ， 得 
f dx 03) Í x 
°{1+х)/х Trix b ° (1-х)? 
Ta f es a 
故 
人 с 
“(1+Х)у x (1х) 


为 了 运用 高 斯 公式 求解 ， 把 区 间 [0,1 


x = 了 (1+t)， 则 dx = 2-0, FE, 有 


Е I 
М iea f ым 1 
o (1 +x)2 22-1 | 
l+: 
= Е 
- f .- (3+?) А. 
ЈЕВ И ЖД. ИВА, Ж 
_ VX dx=0.28607 
° (1 + x)2 


于 是 
下 +4x0.28607=3.14427 
no(l + x), x . Я 


4 证 明 因为 n 个 节点 的 高 斯 求 积 公式 具有 2n 一 1 次 代 
数 精 确 度 ， 所 以 
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rm — 


对 任何 小 于 等 于 2n_ 1 次 的 多 项 式 1(x) 都 成 立 ， 对 于 了 (x) =1, 


当然 有 


5 


f Jœ) dx = DAS 


全 dx== УСА, 
ЖЕН = 2, m 


> A, 二 2 


Ш ”出 所 给 条 件 可 知 ， 节 点 与 系数 共有 8 个 未 知 参 


证 完 。 


数 ， 因 此 ， 其 最 高 精确 度 为 五 次 。 为 此 ， 取 


因为 


故 ， 把 f(x) =ї* 


出 《1) 


《3) 
(2) 
(4) 
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JG = t, 


k=0.1.2.3,4.5 


faon fe fipa 
f| tar =o, f ва = 2, f ва=о 


(k=0,1,2,3,4,5) 代 入 内 搬 求 积 公式 


{тада = BG) + BAUD + А} (и) + АЧЫ 


得 下 列 方 程 组 
В. + B,— А; + A;=2 

Bi— В, + Arti + А; = 0 
В. + By+ Ati + Аз = + 
| ай ай Аа} + А: = 0 


В, + B+ Artt + Ал} 


2 


\в,- В; + Аі + АДФ = 0 


~ 《3) 得 
- (5) 得 
- (4) 得 
- (6) 得 


А\(1-1) + A,G1- 35 =+ 
Alti- ti) + Ay @1-% = ү 
AG: — E?) + Alt2- ti) = 0 
Alti- t?) + As(t2— t) = 0 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


(7) 


(8) 
(9) 
(10) 


— 


гт. 


H (9) 5 010), 4 
Altız) _ AG 11) 
Аат — ti) 42(t 一 本 ) 


则 有 


Вр 
її = -tz 
将 -һ=2 ЖКА (7) 5 (8), 4 
А. (1-6) +A (1-12) = < 5 (A+ А) =+ 


(11) 


Aiti = ti) + A ti) = САНА) = É; 
(a2) 

ж (11) 与 (12) ,得 

L S 

Еа 
所 以 ， 有 

1 1 
t = —=:, = — ЗУ 
° ~ 5 ч 5 


ЖАА (7) 与 人 9) ,得 
„(2 +5(-4)-4 


AL 十 =) + А> = . ) -0 


Вр i 
(ЕБ ана 
联 立 解 之 ， 得 
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H (1) 
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A= 5, А; 
А, = A, = 5, 
与 (2) 得 
арй $ 
Bı- В, = 0 
B. = B= 


Ж-а AMARRE EAE 


zJ 题 6.2 
1 Ж Ж у(х) x=x, ФЕЈ: 
X(X.+i)= y(x, )+ hy” Cdt ува), 
Xa En Xt | 
MRT IE), ЕЖ = dy Wya 
у, PIRE у(х), убх.) ЖЕШ: 公式 
Yanai = У. + h(x у), п=0,1,2, 
BR, ЛЯ C... I 
2 Ж 于 Cx;=1，Xn4i1J 上 ,积分 方程 两 边 ， 得 


a- t 一 


X 5 +1 Ха+1 
| у' (ш = j. Ft, y(t))dt 
Жага NW 
Вр 


Xrti 
Ixa) = уб.) =f sty 
#J ВАКТИ КА ЖАНД. 45 
X(x,, Z XXX,- D SIRF Xn IX D +В, ұр ` 
”会 去 R.+:， 就 得 中 点 折线 法 公式， 
从 中 矩形 公式 的 余 项 知 ， 中 点 折线 法 的 局 部 截断 误差 为 
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SS Ya 


3 
К+, = ута), Zai Cha: Xanta 


3 证 明 ету, – y, MERKO. IDAE 
差 方 程 为 


etti) Оза, У.+:)- (х... yD 


因为 
of | 
|-5-|<м 
故 | 
PEPPE У.+1)- HETTER y) У| < <M|y.+: — у, | 
从 而 


ек| <+ - [20| 


反复 利用 上 递 推 式 ， 得 
Сева |е": | «(М Jie- 


故 当 т- осо], 126110210, ВР ЕТЕ РЕС. ІЗ. 
4 Ж 将 f(x,y)=x+y 代 到 尤 拉 法 公式 (2.7), 得 … 
Ynti = y. +h(x, + y, ) 
=(1+0.05)y, + 0.05x,, п=0,1 
初 值 X(0) =0 代 到 上 式 ， 得 
y = 0 
Айу, =0 代 到 上 式 ， 
yz=0.005 
为 了 用 改进 尤 拉 法 解 此 题 , 我 们 把 у(х, у) xry RAZR 
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程序 (2.13) 中 ， 得 
Í У"! = y, +0.05(x, + y.) (1) 
у"), = y, +0.025((x, у.) + (x... Ó, yn) (2) 
Жу, HORE y =0, HERA 2 ) 中 进行 选 代 ， 
便 有 
у!) = y) = 0.0013 
是 所 求 的 结果 。 同 理 ， 


yt) = 0,005 
而 yt) = у = 0.0052 
故 

Уз = 0.0052 


不 难 算出 真 解 y=e” 一 (x+1)， 从 而 
y(0,05) =0,0013 
y(0,1) = 0,0052 
比较 这 三 组 值 可 看 出 ， 改 进 尤 拉 法 比 尤 拉 法 更 精确 ， 


у ж 6.3 


1 证 明 设 ғ. = у(х, ) 一 yn; WAA у(х...) = yXXx, ) + 
+ CJ зуба, )) Katas убх, +: )00 


+R... Ü) 
ME 
ууа. У. + Ох, y. )+jJ(Xx,, i y... 1)1 


Erp = Ës + 和 C, y(x,)—f(x., Ya) 


+ (х. y(X, +i) —f(x, `. y. )1+ А90, 
687 


利用 李 普 希 兹 条 件 及 |R sMs, fi 


[е +: [S]e Е. a | + 一 > Lje, +Í = ~iz Ma 
ap 
' 2 + Lh Маэ 
1е,..1(. 2 — Lh. ае, | 7609 Lh) 
Б.Э ЯН БЛ ЕЖ., Ж 
ðf 21 Lh Mhk __ 
lel <( 2- Lh =)le.- | + -ga in) 
2+Lh \, Мп? 
= рн) Eelt Bea Ln 
Mih? 2+ih 
609-18) N 2-Lh 
2 + Lh Mah? \—{ 2+1% 
(2 2 Th Ў leol + 05 Іну > 5 Th 
-(_2+1һ ү" ыу Mat ‚2-1 
2-ти Eo. t ST- Lh) 21и 
(Ha y -1] 
2— Lh 
2 + Lh Mah? [ 2+ILh Y J 
- 2 Lh ) leol + ор 092 рр ) 1 


但 h= е Н х. =a+nh=<b, 从 而 当 п, 


分 


2118) KU HLR е?) 


[е, | е2) е, | + Mak’ —(eit(i-2)_ 1) 证 毕 


2 ШЕВ 将 х,у) = - у 代入 改进 克拉 法 公式 《2.11) 
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Ya = 一 Yn- +у„) 
经 整理 
2-р 
S те 
从 而 
2 一 不 _(2-ҺЮ\, _ . 
y. = > +h Уа-1 (22 3 一 :二 
_{-2-® ү 
2+h ) Yo 
但 У = 1, 故 
_{[{2-Һ 
Уз -( 2+h 
下 面 我 们 证 明 ， 当 kh 一 0 时 ， 它 收敛 于 精确 解 e-”。 
须 计算 下 列 极限 ， 
и mt 
=]im-—— __——.— 
&— Ç “=. wa 
(1 сыз 
ТЕ А 1 
п (1-%- 2h 一 (一 + 二 )~ -4 
2+h 
Ы = I 1 
i * _ ¿n 
ш ез 
-—1— 
=e 


me 


= Ж 
2+h 


为 此 ， 


可 
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Fam 0 


3 Ж 我 们 以 y， 表示 改进 尤 拉 法 (2,11) 的 真 解 ， 丽 
其 数值 解 澡 为 y. ， 并 令 esy- y MRGREEN E. 11) 
解 模型 问题 “3.7)， 便 得 
yr 5 HE (Ay. + Аул.) 


及 
yaar Уз +; Р Ау, + Ау, +1) 
ARHAR. A 
Enti SEn + An е, +i en 
Ell 
Аһ 
1+5 
Ёр 三 —— - —- е, 
-Ah 
: 2 
亦 即 
lea 1=1-2®#5—1е.| 
Re(A)<0 BFF, 有 
|2284 1. 


从 而 Jensi |е, | 
所 以 ， 改进 尤 拉 法 (2,11)〉 的 绝对 稳定 域 是 hk 复 平面 的 整个 
Жерш. 


2) яй 6.4 


1 解 жий 
}(х,у)=х+у, h=0.1 
由 (4.12) 得 ` 
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ki =x,+ y, 

k;=x,+ 0,.05+ y, + 0,05К, 
ka= х, + 0.05+ y, + 0,05k; 
k, =Xa +0.1+ + 0.1ka 


将 初始 条 件 xo= 0 0)=0 代 入 上 式 ， 并 依次 计算 k.Ci= 1,2, 
3, 4) 得 

ki =0, К= 0.05, kš=0.0525, Ку = 0.1053 
再 把 这 些 k, IB IN AC4.12), Ж 


у =0+-0-100+2 х0.05+2х 0.0525 + 0.1053) 


= 0,0052 
再 将 % = 0.1, ул =0.0052 代 入 ;的 表达 式 ， 得 
kı=0.1052, K2=0.1605, ks=0.1632, k¿=0.2215, 
于 是 


уз = 0,0052 + Lleo, 1052+2x0,1605+2x0,1632 


+ 0.2215) =0.0214 
本 题 的 精确 解 为 у=е 一 (x+1) (见习 题 6.2 第 4 题 ) , 从 而 
7(0,1)-=0,0052, у(0,2) = 0.0211 

2 Ш 根据 题 意 知 ,， х,у) = + су һ=-0,1, 
(4.12), 有 
1/ Fa = X: ХУ, 
| к= (x, +0.0522+ (x, +0.0523(0y; +0.05k1) 
| ks = (x, +0.05)%+ (x, + 0,052%0(y. + 0, 05k) 

k = (x, +0.12+ (x, + 0.1) (y, + 0.1ks) 

将 初始 条 件 xe =1，yo=I 代 入 上 式 ， 并 依次 计算 〖; (i= 1,2,3， 
4) 得 | 


К = 2, k;=2,3759, ka=2,3976, k,=2,5376 
代入 (4.12)， 有 
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элн лт aa a m aee e 


>, = 1 + 5-1 (э+ 2х2,3750+2х2,3976+ 2,5376) 


=1,23417 
ЖЫ БІР Н. 
у= 1.5810, уз = 2.0955 
3  жх-=0.1, у = 0.90516, 代入 (4.14) 中 ， Ж 
次 计算 k,， 得 
kı = — 0.89516, К = —0,83790, ka= —0,84077, 
k= — 0.80109 
HIE k, 的 值 代入 (4.12) ， 得 
0.1- 
ла 


у= 0, 90516 + -0.89516 + 2 x ( — 0.83790) + 


+2x(—0.84077)— 0.80109) 
= 0.82093 
再 把 x;=0,2, уз=0,82093{%8А (4,14) 叫 ， 并 计算 出 
kis 1% f 
ki = – 0,78093, k;= —0,71939, ks = —0.72246, 
ka= — 0,65868 Е 
因此 
0.1 
6 
+ 2 x ( — 0.72246) — 0,658683 
= 0,74887 


Уз =: 0, 82093 +- C — 0.78093 +2 x ( — 0.71939) + 


zJ ж 6.5 


1 解 首先 ， НЕИН 一 一 库 塔 法 计算 出 Vis ys, 为 
此 ， 将 
Í(x,y)=2x- y, R = 0.1, y| = 3 
代 到 (4,12)， 扩 次 计算 得 
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у =2,9145, yz=2,8562 
从 而 

fo=—1, fi= —0.7145, f= — 0.1562 
再 将 这 些 值 代入 (5.13)， 得 


0.4562)- 16 x ( — 0.7145) 


+5x ( - 12) 
=2.8224 
从 而 
方 = -0.2224 
再 由 (5.14) ， 得 
у = 2.8224 +- 0.224) – 59 x ( — 0.4562) 


+37 х (— 0.7145) —9 x ( — 123 
= 2.810959 
2 A 由 阿达 姆 斯 内 捅 法 迭代 程序 (5.22) 知 ， ERN 
适当 选取 h ， 合 之 满足 


dF(Yr+1) = З р үх. +3, У... <1 


ау, +1 8 бу, +1 А 
рну, Б 
f(x, y) = -y + ху) 
Ж | | 
xy) 4. [ 
0 бу = — 1-2ху і. 
Вр 
ӨТК EY Be TE T 
бу. l~ 2Xnt: Yayi 
因此 ， 


8 


ш: з[1+ Xr У» +1 = 
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但 上 不 等 式 中 含有 Yro 我 们 仍 不 能 获得 步 长 六 的 适当 
值 。 因 而 ， 有 必要 估计 y+1 的 值 。 为 此 ， 对 较 大 步 长 及 用 箱 
单方 法 (如 尤 拉 法 ) 计算 出 ?oa=0， 1, … N- 1). WR 
h =0.5， 则 由 尤 拉 法 公式 ， 得 ОЕ 
y: =уо + hl- yall + xoya)3 
=1+0.5x(—1x(1+0)J)=0.5 
y.= 0,5+0,5x(—0.5(1+1x0,.5)2 
= 0.125 


从 而 
8 8 


he Taodxol axis 


显然 ， 在 0<x<1 L I£ KE: ЖОШО. 


习 йй 6.6 


1 解 К, 积分 区 间 为 C0,1>，h =0.2. 因 此 ， 
共有 六 个 节点 ， 即 
` xo = 0, xi = 0.2, x[2= 0.4, хз= 0.6, х= 0.8, xs=1 


05 〈6.4) 在 内 点 列 差分 方程 ， 并 加 上 边 什 条件， 得 


;- 1 — 2y; + Y; 
| „Уны БК Уна у, 


у= 0, ys=1, i=1,2,3,4 

其 
Í у;—14-(2+Һ?!)у; T y;+: = 0 

у = 0, у= 1, i= 1,2,3, 4 
按 (6.9), Жа, =c; = 120, Б= - (2+0), 如果 取 pi = 
№2220, A -—b; Za, +c; +p; ВИДЕ (6.8) Ж 
Ж, ЕЭ УУТАН B ie pr F, 

站 每 个 内 成 列 方 程 得 
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ime w: 


| — 2.04у + y2 = 0 
} у - 2,04x; + ys = 0 
| Y2 2.04y3 + ya ~ 0 
| —2.01y. = -1 
由 追赶 法 公式 6.7, ， 计 算 中 间 变 量 得 
T = 0, Tm = 0, з= 0, = —1 
又 由 追赶 法 公式 (5,8) ， 得 
у= 0.7558, уз= 0.5418, y:=0,3496, у = 0.1714 
2 # 由 题 意 知 ， 积 分 区 间 为 [- 1,127,090 h = 0.5. 
共有 五 个 节点 ， 即 
xoz -1, = — 0.5, х= 0, xs = 0.5, х= 1 
按 (6.4) 写 出 差分 方程 
| Эма ы ш ТҮ 
h 
РРР 1=1,2,3 
经 整理 ， 得 
| x i-i (2 +k? + h2xi)y;+ Yip = —һ? 
Yo = yá = 0 i=1,2,3 
将 上 述 方程 按 (6.9) 写成 一 般 二 阶 差分 方程 形式 ， 此 时 
ai =ci=1; b; = 一 (2+h?+hix?)。 RER pi = п пх 220, 
便 知 满足 定理 条 人 忻 中 (6.8) 诸 条 件 。 由 此 得 知 ， enna 
在 唯一 解 且 收敛 于 原 方程 。 | 
为 了 算出 数值 结果 ， 在 每 内 点 上 列 出 方程 ， 得 


— 2.31257: + У = ~ 0.25 
yi—2.3125y2tys = ~ 0.25 
— 2.3125Уз = — 0.25 


由 和 追赶 法 递 推 式 ‘(5.7)， 计 算 中 闻 变 量 得 

m= — 0.25, = —0.3581, з= – 0.1103 
又 出 追赶 法 公式 (5.8) 得 

уз= 0.2474, у= 0.3221, у= 0.2171 
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第 七 章 “ 编 微分 方程 数值 解法 习题 解答 


2) Яй 7.1 


1 R ШКЕЖЕ, жала, 让 近代 形式 
U; = шеа iitHi,t+ti+ Wi,t-1) 根 据 给 定 的 边界 条 


性 ， ШЖ: 


ил = 1-21.0+0+17,0+ 12,1) = 12.5 
ug =-1(12.5+0+12.1+0) = 6.2 

un = 二 (12,5+9.0+ 21.0+12.1》= 13.7 
“=+ 2.5+0+17.0+0)=7.4 
иё=--(12.5+17. 0+18.6+21.0) -17.3 
из, = iaz. 1+6.2+13.7+12,5) =11.1 
ий =-}(0+12.5+8.2+7.4) =6.5 

ий = ат. 3 +13.7+21.0+12.5) =16.1 
из = 1012. 5+17.0+7,4+17,3) =13,6 


696 


“Оз H 3848 ЛЕК Ж F p| k ИЯГЕ: 


| 
n ии и | ир ир и» из, иту и иу 
_ Ep к Е 
0 6.2 111,1]13.7 6,5 12.5] 16,1 7.4 13.6 ' 17.3 
ток е ым ВЕЗА O : Ба РЕ АЕС. 
| | i i 
1 8.4 111,2 Е 6.3 | 11.8 i 16,1 7.8 13.5 17.6 
We <: | i _ ЕС 
| I 
2 6.3 , 11.1 14.3163 11,8| 622 | 7.8 13.6 ; 1.7 
3 6.3 | 11.1 EE в.з | 11.8 | 16,2 7.8 | 13.6 17.7 


2 М 由 所 给 的 网 域 和 边界 条 件 ， 代 入 差分 方程 


1 
Н; = Mia Hiris Uis Р 0,6-1) 


便 得 下 方程 组 


| Ші = (ши + ta + 12) 


1 
| из 


Hiz = шз +из;+4) 


422 


1 


= (ua tuaz+ 4) 


= 十 (Gazt+ una + 4) 


因为 utz =uzl ， 所 以 求 下 列 方 程 组 即 可 


ит 


12 


і 
422 


N 
` 


1 
一 -党 ev 十 
z Ul? 3 
1 1 
三 -一 也 --- H22 + 
1 "+ 22 + 1 


= Junt i 


写成 矩阵 的 形式 ， 即 为 
x= Ax+b 
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ГА N 
ай j 0 -+ 0 \ ип} | 3 | 
ШЫ 1 0 1 区 12 | 十 1 
4 4 
АЫ, 1 I 
jz | 0 — 0 || 1 | 
х 2 2A | J 


取 x = (3,1,1)"， 朋 简单 先 代 法 求解 。 


ЕЛП 1.2 
ТЖ 首先 作 两 族 平 行 于 坐标 轴 的 直线 
X; = Xo + ih 
y; =o + it 
将 区 域名 分 割 成 矩形 网 格 。 
利用 泰勒 公式 得 到 
нбх: №, у:)- их: h, ун) 
2h 


z 
=. (X. Yi) +> tu, +@һҺ,у,) + (x, 


— B;h, у:)} ( 1) 
__и(х,+В,у,)—-2шКх,,у,)+и(хХ;,—-һ,у,) 
hš 


h2 
41 


=l < (X; ,y; ) + (u (x, +@зһ, у; ) +u (x, 


-9№,у;)} (2) 
同 理 
ибх, Yi TUX yr) _ 
27 
=u, (Xi, i) + -jy {us (х,у; + OsT) 
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+u, Xis у, — OoT)} (3) 
UX: yi T) 2u(X Y) +U, y тт) _ 
т? 


2 
=l, (Xi, y;) F чү taxi Урт OT) 


Hupa Xis Y; —Өвт)} 《4) 
其 中 
0=<<0,=ç1 1ї=1,2,.,8 
设 
а;,=а(х,,у;), b; =b(x,,y;), ср =с(х:, У) 
di i SAX y), gi =E Xi yi ),f i = xi, yi) 
则 


L, :u(X;, У) =a; — салаа 


h? 
„ь [HiVi +т)—-2и(х,,у,) + R(Xis рт). 
ij т? y 


оихо у) —u(x i у), 


2h 
yd (Xi yi +T) шх, узт) _ 
ш, Pr 
+g, UCS, yi) = (Lu) Rar (5) 
其 中 
„РЁ? 
иг и„*{(х; + Өзи, у, ) ы, (x, —@һ, у,)) 


+- од С + Өт) 一 шу (Nis Y; Өт) } 


C; h? 
+— ў. 
2 


{ибх + Аһ, у) +u (x, — 03, у) } 


syi 
+ nr (u, (x;, У; + BsT) 


t His(Xis y; — Ot)} (6) 
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эз тл ——— s зе с 


ШЖ н 的 三 、 四 阶 导 数 均 为 有 界 ， 并 假定 


_ ди | дм |) 
M; тах{ ox \° 1 ду? |)? 
_ дќи ди | ) 


й = FE = const 
ИШ 1⁄4 h—0, т—=0 j 


2 ] 
[Ra] < {Col +b; DM 2С: 


+а!|4;;|М›} 
= O(n’) {7) 
E 4 =u(x,y) 是 偏 微分 方程 的 解 。 则 有 
L, BR(x; Y) = firt Ку (8) 


Pu: E ul, уз) 的 近似 解 , 在 上 式 中 略 去 R: ， 则 得 到 相应 
的 差分 方程 


L. u; = fi; 《9 ) 
即 
M;. 2U; ; +u: 
Wy Ta ss кз 
Uis 1+1 20; tH; ;—1 Hitis: Hi 
+b; ;- +з т? ë +€; ; ор 
+d., His z 1 THis jmi Heitt; fi; (10) 
i? Ir 10110) 191 
合并 同类 项 ， 可 改写 差分 方程 组 为 以 下 形式 : 
А; Hisis} t+ Вузи. T+C;ijsisri+1 FD: u; yi 
| ~E; tij fi (11) 
其 中 
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Ауре s. S: ‚ B = _ 2 
| E,: = 21: + gi 
出 《11) 得 
Hí = г (Ам iy BiH: +С, git 
+ Di жа (12) 


ER aD 是 五 点 差分 格式 。 . 

2 解 ” 在 构造 微分 方程 的 其 分 方程 时 ,我 们 仅 限于 讨论 
步 长 为 h 的 正方 形 网 将 ， 
最 简单 情况 。 取 定 某 一 网 
格 节 点 ， 如 图 7 所 示 ， 我 
WEERA (Gh, jh). B 
了 点 (ih, jh) 外 ， 我 们 还 
考虑 与 它 最 近 的 12 个 点 ， 
在 图 上 用 大 黑 点 来 标记 。 
作 12 点 函数 值 与 点 〈 访 ， 
jh) ЕИ ій 2, 由 于 
ЖЕ, ， 我 们 不 取 这 些 差 
本 身 ， 而 取 下 列 的 和 : 


Q t = uti Мз} На — Auo 


L uo = s + Ив + Из + Hs — 400 
© *®мо = Це + Hio + Ш + 2 — 400 | 
利用 台 劳 公式 把 每 一 个 差 , 按 在 0 点 展开 ， 并 把 它们 代入 上 
HAR., © w 与 口 u 的 形式 是 
ЕЕЕ +0, ) + iu +y) 
21 x y 41 * # 
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s мз. e 


hs 
+ Im (и, +U; ) + | 


hi 


i (Uz: + 6и гуз 


Сао 44> Cu +0) + 
hŠ 
61 
然后 作 这 些 式 子 的 线性 组 合 
| С. © un + C, lua + Ca Ó "ш 

它们 的 系数 选取 ， 使 其 具有 二 阶 导 数 ge: ， us 的 项 消去 ， А 
有 四 阶 导数 的 项 形成 us + 2ши + 

为 此 ，C:，Cz，Cs， 应 满足 下 列 方程 组 


+ i) + 


нг 十 15и, +150,: y + Ul ys ) + | 


h? h? åh? n _ 
2 Я С; +4 т С;+2 2! Сз = 0 
hš з ht 16һ\ ~ _ 
2 41 С.+4 H C+ 2 | Сз =1 
ht 2 
| 人 
解 此 方程 组 ， 我 们 得 到 
8 2 1 
Корыта Жаша тр аа 5 
把 C,, C,, C; 代入 所 考虑 的 组 合式 中 ， 可 得 下 列 等 式 
ү C20u0 — В(ш + из + из + Ha) + 2 Cus + uo + из + Ha) 


+ (но + Uio + tii + a) = A2 + Ro 
其 中 

Rost un + аи tH Ur? 4 tUg ++ 
WER- Ro， 我 们 就 得 到 微分 方程 的 差分 方程 : 


1 
FTE 


+ (ие + Hint H tad = fo 


С20ио — (и. + Hrt Hyt Ua) + 2 (16 + Hé 1: H? + Bs) + 
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жш моо). 
3 解 ” 此 问题 的 差分 方程 为 
iri Ж-а Uis gas Шу 1-1— 4; = 0 


Wot = Ио = 2 
Rio = sinj =0.7071 
И = sin 了 =1 


изо = sin JE =0.7071 


Maa = His = U23 = U33 = Hao = Hai = На = Ияз = ito0 = Ü 


节点 分 布 如 下 图 ? 其 中 u, (i =1, 2,7, 6) 为 待 求 节点 。 


将 方程 的 差分 方程 改写 为 
t; j 5025H; iis + Ира, Шу: + М» 1-1) 
并 于 Witi=1,2,', 6) 各 节点 列 方程 ， 于 是 有 
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тпс 0+ 
0000570 + 
82941°0 + inGg"0 + 
0006@*°0 + 
82929"0 + 


| 000060 


| 84921°0 


' 000°6°0; 


\ 84949°0 


~ 


f 
í є 
了 
Sneg + псе") + =, 。 h 
‚пер + zego + = h | 
?098 "0 + 1950 = у, "h 
116: *0 + | = iEn 
а: T+u 
16@*0 十 2 0 + 7993 "0 = „Пп 
1062" 0 十 GZ"0 + = ppa | 


А ат үл 
И ИНА АУРЕ HEM I > gl Hi 


түг 0 90 0 50 о о | % 
т { | ezo 0 szo o szo o | sn 
m || O soo 0 o o| | n 
а 1: соо о о 90 0 从 
0 in z 


m јл 0 о 9⁄0 o o 0 JA m | 


[|] Ж] ТЕ НХЗЛ АТА, ЖЇК. 5 
иа = (1.08984, 0.75047, 0.42317 
0.89337, 0.47056,0.22664)7 
ТОЖЕ wio = (1.08353, 0.74053, 0.41686, 0.88631, 
0.46165, 0.21964)" 


2) Ея 7.3 


1 М ПЛЗ р. BH 
-DE (хуу) ut ta) Mista Y) (4) 


„2 
Бүт (Xis t, )= Ct )- 2uCx,, tn) 

+ MCXI is f.) (5) 
ди. 


дү CX jy ta J= I CUCS stapa DUCA ba DY (6) 


alx, t), (х, t) с(х, t), d(x, +), ибх, t), 都 在 点 (Xj, ta) 
取信 ， 同 时 将 (4)，(5), 《6 ) 代 入 ( 1) 有 : 


бху) Сибх;, ёв.) u(x. ta) 


--Дд-абх, ?.)Си(х jais ta) – 2u(x;, t,)— 
—u(x;_ l, )J— 
bs to CK, ta) sse) + 
+e(Xx;,t.,)u(X;, t.) =d(x;,t.) 
WEH w? 近似 代替 w(x;,t;) 则 得 《1) BJ3222y 3535 , 
TL, cuttura u;i 2 二 7 一 
— ВЫ: (tiya -Hj )++tC;u; = rd; 


其 中 + =- 为 网 比 ， 
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малла и, ХШ] ЭЕ Е ША), | 
初始 条 件 〈2 ) 和 边 值 条 件 ‹3) 也 需 相应 的 逼近 ， 不 过 
这 里 特别 简单 ， 即 有 
иў=ф(х;), 2 一 工 (8) 
иу = рібит), их =ш (пт), n=1,2,-.- (9) 
于 是 由 (7) ，(8),(9)》 构成 允 近 边 值 问题 (1)、《 2 )，、 
G) 的 差分 格式 ， 
2 Ж 定 解 问题 的 差分 格式 为 
2 =ru} + (i~ 2r)bui +t rar 
и = 4х, (1-х), ј= 0,1,2, …，5 
ио = их = 0 
HP h - 0.2 可 知 
х= 0, ху=0.2, х;=0.4, x, = 0,6, xs=0.8, x,=1 
x ui 二 4xX;(1 一 x;)， 风 有 
us =0, н; =4х0.2(1—-0.2) =0.64 
u° =4х0.4(1-0.4) =0.96,и1=4Х0.6(1-0.5)=0.9886 ”一 
и =4х0.8(1- 0.8) =0.64, н: =4х1(1-1) = 0 


由 于 取 r= 一 则 差分 格式 可 以 改写 为 


6 


иу" = + 4u] +иў+;) 


ИШ) Ж ЕЕН УЖ п=1,2 两 层 节 点 的 数值 。 


节点 分 布 如 图 9 求 其 黑 点 的 节点 值 。 


п=1 BATAR 
иі = 
ці =-200 + AX 0.64 + 0.962 = 0.586667 


ні = 1.0.644 4х 0.96 + 0,962 - 0.906667 
ui = 200, 96+ 4х 0.96 + 0.64) = 0.906667 
= co, 96 + 4 x 0.96 +02 = 0.586667 
иі = 0 
п=2 BET ARE 
ul = 0 


u= я + 4х 0.586667 + 0.906667 = 0,542225 


= 1 (0.586667 + 4х 0.906667 + 0.906667] 


Гэр) 


= 0.853334 
иу = + 0.906667 +4х 0.906667 + 0,58666723 


= 0.853334 
ui = —C0.906667 + Ax 0.906667 + 0) = 0.542223 


ui =0 


5] 题 7.4 


1 Ж 我 们 象 处 理 抛物 方程 一 样 ， 对 求解 区 域 0 用 直线 
族 分 割 成 矩形 网 格 Q，,， 
在 赔 点 (x;,t:) 用 关于 t Ax 的 二 阶 中心 差 商 
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„жыл. +и £ =(®н\ + О(т?) (4) 
Mii TH ш = 2и). ~ O(h2) (5) 
RA C ， 并 去 掉 截 断 误 差 项 ， 便 得 逼近 (1) 的 差分 方程 
илы _ atini Bi tuia -0 (6) 
{({=1,2,++,М—1{п=1,2,,е,—1) 
其 截断 误差 阶 为 O (r* + ht), 


下 而 讨论 其 初 值 条 件 和 边 值 条 件 的 差分 近似 ， 
sn акаш и 一些， 因为 在 
(2) 中 除了 ибх, 0) = ф(х) Я, AA- H cx, 0)= (x), 对 
初始 条 件 处 理 和 抛物 的 情况 一 样 ， 得 到 
=gp(jh)=m@; (j=1,2,-  N— 1) 


对 于 5009,0) =Wx)， 用 两 种 方法 进行 处 理 ， 


第 一 种 方法 ， 将 -5 (xi,0) 改 为 差 商 


u(x;,7)—Hu(x;, 0) 
т 


结合 前 -~ 条 件 ， 上 略 去 Ост) 就 得 到 -SCX 0) 的 差分 近似 


uj =p; +T); (= 1,2, -:-,№-1) (7) 

已 知 差 分 方程 ( 6 ) 通 近 微 分 方程 (1 ) 的 误差 为 O(r?+h?)，。 

但 是 初 值 条 件 的 差分 近似 (7) еа а 为 了 使 二 
АНЖУ, 我 们 采取 另外 的 办 法 作 -5 2-0,0) = у(х) 的 差分 近 


Ад. 
第 二 种 方法 ， 对 -9 (x;,0) = x; ) FEN 
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кылшык ы Сы услу: ` Cab 
2т 
作为 后 一 条 件 的 差分 近似 。 由 于 《8 )》 还 引进 了 新 的 未知 数 
ил", HE u, е сву BJ 


ui — 2и) — иті 一 21. (ufs: = 205 +и;..1)=0 (9) 


Ж (8) 联 立 ， 得 到 


и; = Ф; + th; + — а Сф; +: — 2%, + p: a2 (10) 


HAAR G) 可 以 用 简单 迁移 为 
uo” =u (nT), их = избит) 


综 上 我 们 得 到 混合 问题 (1)，(2》，(3) 的 下 列 两 种 


ZIRCI), (1), oh r=- 


urti = aa + 2(1—-+2)и; + ин— и) 
(1) (ў=1,2,++.М—-1) 
1 UÍ = фі, иу = ;+ т, 
из = р.(ит), их = и (пт), (й = 1,2,6, J) 
{ ut! = ец? + 2(1-rhi)ui гыз и, 
(ј= 1,2, ---,М№- 1) 
| аў? (р... ~ 2ф, + фу 
и) =ф,, и} = ;tT +617 (0: Terte] 
(I) 
(j=1,2, e, N-1) 


V ш" = рбит), uh=u(nr)Xn=1,2,:-, J) 
差分 格式 (1) , CI) 都 是 显 格式 ， 它 的 解 可 以 逐 层 求 出 。 
第 二 种 方法 得 到 的 初 值 条 人 忻 ， 差 分 近似 要 比 第 一 种 方法 得 到 的 


差分 近似 精确 些 , 
2 R 由 1 题 差分 格式 ( 工 ) 可 得 本 问题 的 差分 格式 应 为 
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из! = иту + 2(1-—+ и + риу н 
ці = ѕіплх,, и; =5іплх; +тх,(1-х;) 


нг = иу = 0 


ШК е1 = 0) ， 玉 =0.2， 则 其 差分 格式 应 改写 为 


| uti 二 了 二 一 
А : 1 

| u? Sinnx;, u; =Sinmx; +g- x) 
ta = us = 0 


ЛИШ ИЕ ИЖЕ Жн =1, 2, 3 层 节点 的 数值 。 节 点 分 布 如 图 10 


Bi 10 


首先 我 们 用 u; =віплх,, 将 第 零 层 各 节点 数值 计算 出 来 ， 结 
果 如 下 ， 
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第 二 再 由 ti = їплх, Ex O 一 xi) 计算 第 一 层 各 节点 上 的 数值 


n=1 Wi = 0 


ul =sinmxl + (1—1) = 0.6198 
и! =5іплх; + X21 ха) = 0.9981 
и! = віплхз + Sxl х3) = 0.9991 


ні = 5іплха + l, - xa) = 0.6198 
о 


из = 0 
第 三 我 们 这 时 就 可 以 利用 23 шу tuj u n=2， 
3,… 各 层 节点 数值 算出 。 
n = 2 ио = 0 
ui =u, +u, и = 0.4113 
иу =u} +u- из = 0.6678 
Ui =u; +u}, -u53 = 0.6678 
иі =u} +3- u; = 0.4113 


n=3 и? = 0 


п) =u? +u -и! = 0.0480 


и? = ці +u- и; = 0.0800 
и =н ти шу = 0.0800 
и =u? физ ~ и = 0.0480 
3 Ш А-1, r= -5-=5, rt =fhr =1, 其 差分 方 
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| Utui ТЫ 


$ i=1,2,,3,4, 
п= 0, 1,2,3: 
иі = и(5 +1й, 0)=5+ihk-1=4+iR, 


ї=1,2,3,4 


ui =u; = 0, n=0,1,2,.* 
' u! =u, і= 0,1,2, 3,4, 5 


列表 让 算 如 下 


1 解 
(一 〉 将 区 间 进 行 章 分 
为 了 方便 起 见 我 们 将 区 间 50，13 进 行 等 距离 剖 分 ， 即 
0 = хох <х9<Х10 = 1 
Ж 1 Жур ei “X; Xia 其 单元 长 度 为 
R=x,-x;i- í = 0.1 (Gi=1,2, `, 10) 
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“一 ем НМ 


(二 ) а A НГЕ $ Ил АО ДИС x) 


f 0 XXX; 
Р | 
| р-а) Xj- SEX] 
g (x)= ; 
(хм =) тта 


攻 


(2) gp; x) 在 每 个 单元 上 的 具体 形式 


фо(х) = = (xi = Хо) = 1~ 10x, хох =xi 


100) а 10х 


Х22Х +, 


X <x=xi 
Xi =<x=x> 
x SX 
X: XX3 
XLX X3 
XIX Ха 
X, =< X = X 
Xa x =< xs 
X SXXX 
xs LxA Xe 
Xs SLEX 
x | =<x=x+ 
Xa SX EXI 
XI SLX 
X SX Xg 
Xg EX =< xs 
Хах 
Xy 村 X% 5510 


< 
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тече > mf 


pio (X) =} (x = Хә) = 10х— 9, хох Ха 


(3) Фф, (х), =0,1,2,…,10) 的 几何 图 形 如 图 11。 


图 11 
(4) 在 第 k 个 单元 内 ， MA AAA 


и, (х) = у-шу, + (X,+ í — ди] 


来 代替 方程 的 解 иб), 在 整个 区 间 C0, 139 Н 


а(х) = Уе, ди, 
来 近似 代替 方程 在 整个 区 间 内 的 解 。 此 问题 只 要 我 们 求 出 us 
ТЕТ. 
为 此 下 面 我 们 从 有 限 元 方程 入 手 ， 有 限 元 方程 为 

f (> к; 2072 dx = j fo dx (1=1,2,+°9) 


g j=l 
即 为 
ffsovprdx foprprdx op pudx \ Ги ү руа 
| иу [ег фу'@х- н |" i Sieds] 


Феаевав t 


СЯ ids An qz с Ея 
(三 》 单 元 刚度 矩阵 计算 


кў= [` Cp oy = [7 С(а-10х)/3%х=10 
0 


рр зе 
\j :fprdx 


10-1 91 
= f qe! (x) ф(х) dx = f (1 — 10x)” (10x) ах 
0 е 
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= —10 
kt 


ll 


а 0-1 “0-1 
[фто фи (х)ах = | (10х)/ (1- 10x)’ dx 
b B 
жй 
«0-1 - 10:1 
к= [Сри f Cox) dx =10 


0-2 0-2 
Кое f Срба f C2- 10097 Ydx=10 
0-2 | 
ы? = 人 ф'. (х) рз (x )dx 
5-1 
= í (2—10х)”(10х—1)'4х= -10 
40-2 406.2 
= [оф Сах =. j (10x- 1) (2 -10)’dx 
61 01 
= = 10 
К}? = T: Сф!›(х)3?йх = ү} С((10х-1)/14х=10 
01 0-1 | 


0.3 3 
МЭ = f Срибах = Í CC3-10x) Ydx=10 
1 4.01 
如 此 下 去 一 般 的 有 


10 i=] 
К) = 1 -10 1-1 =1 
0 [1—]]:>1 
,})=0,1,2,,+°,10) 
由 此 可 知 单位 刚度 矩阵 为 
C1) pi =a = p 一 10 -10 
Ы i S ч, 
《四 ) 总 刚度 矩阵 为 
' 10 -10 
-10 20 -10 | 
K=, -10 20 -10 | 
| -10 20 -10]! 
-10 10) 
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(五 ) 计算 右 端 项 8 
1 D-t “2 
gi = f ]Оодеф‹(х)йх = Í 1+10хйх+ Í (2-10х)йх 
=0.1 
同 理 
z. = f Pop Godes f lrc)dx=0.1 


($=1,2,'.", 9) 
(六 ) 利用 边 值 条 忻 uO) = uc) =0 则 有 有 限 元 方程 组 


/ 20 -10 | и | 0.1} 
-10 20 10 | m 0.1 | 
SIE 20: эз. 5 : | 
° | 
. -10 20) u 0.12 
CE) 解 方程 组 
/ 20и. – 10и; = 0,1 
| — 10u1+ 20w2 — 1013 =0, Ë 
| — 1003 + 2083 — 10 =0.1 
— 10из + 2084 — 10и: = 0,1 
| — 10и4 + 20и5— 1006 =0.1 
一 10xs+ 2086 — 1085 =0.1 
~ 1006 + 20и: — 106 =0,1 
— 10и; + 2008 — 1002 = 0.1 
\ | ~ 108, + 2005 = 0,1 
把 上 面 各 式 相 加 得 
10uUi+ 10uy =0,9 
又 10и: = 200; – 0,1 


所 以 u, = 20 – 0.01 | 
из= 21-и — 0, 01 = 3н, 0.03 
йз = 23 — u, — 0,01 = 4и, ~ 0.06 


—  —n oe 


фі. 


- 


因为 
所 以 
ки 


из = 204 – из — 0, 01 = биз – 0.10 
Hs = 2и5 — Ha — 0. 01 = 6и. — 0. 15 
из = ZUe — Us – 0. 01 = 7и: – 0,21 
Us = 22 — иь ~ 0.01 = 8и. – 0.28 
и» = 208 – ит – 0.01 = 9и. – 0. 36 
но = 0, 09 — н; 

9uı— 0.35 = 0.09- ш 


иі= 0,045. и: = 0,080, и; = 0,105 
на = 0.120, и5 = 0,125, Чо= 0,120 
и - 0,105, us= 0,080, уо = 0,015 


于 是 得 在 区 间 [0, TANEDE ОУ 


u(x) = 0, 045ф(х) + 0.080g2(x) + 0.105фз(х) 
+ 0.120ф:(х) + 0, 125ф5(х) + 0.120фь(х) 
+ 0.105фт(х) + 0 ,080фа(х) + 0.045фо(х) 


ПЕ #17 R ЕКЕ 18828 


| 0,45х хЄ гү 
0.35х+ 0.01 хСе, 
' 0.25x+ 0.03 XE C3 
0.15x+ 0.06 xe. 
DOS : 0.05х+ 0.01 xC 6s 
—0.05x+0.15 x C Os 
—0.15x+ 0.21 x e; 
— 0.25x+ 0,28 X Ë еа 
– 0.35х+ 0,36 x Єз 
— 0.45х+ 0.45 х= ею (k = 1, 2, ° 
以 上 即 为 所 求 之 近似 解 。 
其 实 方程 


",10) 
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{ —u”(x) =1, 0<х<1 
u(0)=u(1)=0 
的 精确 解 为 
u(x) = 0.5x(1 — х) 


Fu, x) 与 u(x) 在 节点 的 x, (i=0,1,2,…,10) 的 值 是 相等 的 。 
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